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es  bei  dem  ireffenwärtiireD  Zustonde  der  Mathematik  und 
den  fl^osaen  Fortsdintten,  welche  dieselbe  täglich -maeht,  ausseror* 
^ntlicb  schwer  ist,  sich  nur  einigerniuss(  n  auf  der  Höhe  der  Wis- 

senscliaft  zu  crhaltm  und  ihrem  raschen  (vunge  zu  folgen:  darüber 
dürfte  nur  einr  Stimuie  r^pin.  und  viele.  vorzÜGTlicli  auf  dein  Ge- 
biete der  Analysis  neu  erscheinende  Schriften  liefern  den  deutlich- 
sten Beweis,  dass  die  grossen  Eroberungen,  welche  die  VViäscD- 
Schaft  In  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  sich  noch  keiner  sehr  grossen 
Terbreitung  erfirenen.  Die  Ursachen  hiervon  liegen  theils  in  der 
Art  und  Weise,  wie  die  neuen  Erfindungen  vorg^etragen  werden, 
indem  die  betreffenden  Darstell iiniren  sich  oft  aut  eine  bedeutende 
Anzahl  ntclit  Bchr  bekannter  i*iatzo  ohne  weitere  Erläuterung  der- 
selben gruuiieu,  die  dann  erst  aus  anderen  Schriften  mühsam  zu> 
.aammeDgesucht  werden  müssen j  theils  aber  auch,  und  zwar  gani 
Torzüglicb,  in  der  Schwierigkeit,  mit  welcher  die  meisten  Schrif- 
ten, in  denen  die  neuen  Brmidungen  bekannt  gemacht  werden,  an 
Tielen  Orten  zu  haben  sind,  so  dass  viele  neue  rpisfnnc»-cn  in  der 
Wissenschaft  einer  grossen  Anzahl  trefüicher  Alai lu  inahk*  r ,  wobei 
ich  vorzüglich  die  in  jetziger  Zeit  so  höchst  chrenwertiie  Klasse 
der  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  Gymnasien  und  Lyceen, 
Militair-,  Gewerb«^  und  polytechnischen  Scbideo,  und  anderen  bdhe- 
*  ten  Unterrichtsanstalten  im  Auffe  habe,  unbekannt  bleiben. 

Diese  und  ähnliche  ßetrai'litungen  bähen  schon  vor  iHncrcrer 
Zeit  in  mir  den  Gedanken  hervorgerufen,  eine  Zeifsrlirlft  furitus- 
zugebeu,  iu  welcher  alle  neueren  ErHndiingen  von  W  ichüj^keit,  die 
in  den  sämmtlichcu  verschiedenen  Theileu  der  Mathematik,  von 
den  niedrigsten  bis  su  den  höchsten,  und  schwierigrsteo ,  gemacht 
werden  9  in  sweckmässigenj  so  viel  aia  irgend  möglich  nur  solche 
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Vorkenntnisse,  die  in  Rilckneht  nnf  die  Leser,  welche  ich  mir  nach 
dem  Obigen  denke^  mit  dem  Namen  allgemein  bektinnter  beseicknet 
Werder  (fürten,  in  AiMprucb  nehmenden,  überhaupt  a!so  so  elemen- 
tarea  Dafätellunjrcn,  wie  es  nur  irgend  die  \atiir  des  (gegenstän- 
des gestattet,  dem  grüssern  roathciuutischeu  Fuhlikuia  so  sclileiinio- 
als  möglich  vor  die  Augen  geführt  werden  soileu,  so  diü^s  ein 
Jeder  durcb^  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  sich  uui  eine 
möglichst  leiebte  und  heqoeme  Weise  fortwährend  auf  der  Höhe 
der  Wissenschaft  tu  erlialti  n.  und  mit  deren  neuesten  Portschrit- 
ten immer  bekannt  zu  Ith  ihcu.  Bei  manchen  das  Zeitinteresse  be- 
sonders in  Anspruch  uchmcnden  Gegenständen  werden  diese  Ab- 
bandluugeu,  insofern  dies,  olmc  die  der  Zeitsclirit't  gesteckten 
Gränzen  zu  sehr  zu  üUersclireiteu ,  Liiuulicli,  ^uud  aui  besondem 
Gründen  wünschenswertb  ist,  selbst  anch  das  schon  früher  Be* 
kannte  nicht  unberücksichtigt  lassen,  und  die  ganze  betreffende 
Lehre  in  möglichst  abgerundeter  nnd  YoUendeter  Form  darxnsteU 
leo  suchen. 

Dies  ist  der  Hauptzweck  der  Dcuen  mathematischcü  Zeitschrift, 
YOn  welcher  das  erste  Heft  hier  dem  Publikum  vorliegt.  So  wie  man 
aber  schon  im  gewöhnlichen  Leben  ausser  ffewbnen  Hauptzwecken,  an 
deren  Erreichung  man  seine  grösste  Kraft  setst,  ancn  noch  dies^ 
und  jenen  Nebenzweck  au  erreichen  sucht,  so  glaubte  auch  ich  im 
vorliegenden  Falle,  da«is  es  zweckmässig  sein  und  zur  Erliölnmiy 
des  Interesses  an  df  r  neuen  Zeitschrift  heitrageu  würde,  wenn  ich 
in  deren  kreis  auch  die  mit  der  Mathcniutik  so  eng  verschwisterte 
Physik  hineinzöge,  derselben  jedoch  einen  geringern  Raum  als  der 
Mathematik  vergönnte,  nur  die  wichtigsten,  in  das  Ganze  der  Wis- 
sen schaft  eingreifenden  Entdeckungen  aufnähme»  zugleich  aber  auf  die 
Methodik  des  betrefteuden  Unterrichts  ganz  vorzüg^lich  raein  Augen- 
merk richtete,  und  in  letzterer  —  aher  auch  nur  in  dieser  —  Be- 
ziehung selbst  verwandte  Wissenschaften,  namentlich  die  Chemie, 
nicht  ganz  unberücksichtigt  liessc,  uui  iu  dieser  Zeitschritl  den 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höhem  ünterriehtsanstal- 
ten  auch  in  naturwisseDschafdicher  Rücksieht  so  viel  als  möglich 
Alles  in  die  Hände  zu  liefern^  was  ihnen  zu  wissen  nötbig  ist, 
wenn  sie  ihrem  rnferrirhte  einen  den  jetzigeT^  o-rossen  Fortschrit- 
ten der  Naturwisscnscliat'tea ,  und  (Icn  Ansprüchen,  welche  unsere 
Zeit  mit  Hecht  au  diescu  höchst  wichtigen  Theil  des  Unterrichts 
macht,  entsprechenden  Erfolg  Torschaffen  nnd  sichern  wollen*  Ich 
rechne  dahin  insbesondere  auch  die  Vervollkommnung  des  experi- 
meotellen  Theils  der  Physik,  und  werde  diesem  Gegenstände  ge- 
widmeten Aiifsäf/eri  jederzeit  sehr  sfem  einen  Platz  in  dem  Archive 
einräuiiK  II .  fordere  daher  aii<  Ii  die  Physiker  aut,  mich  in  dieser 
Beziehung  recht  kräftig  zu  unterstutzen. 

Ausserdem  soll  das  Archiv  den  Mathematikern,  und  Physikern 
eine  Gelegenheit  zur  B^ksuntmachnng  eigner  Arbeiten  darbieten, 
wobei  aber  Befleissigung  möglichster  Kürze  sehr  sn  wünschen  ist, 
indem  der  grösste  Kaum  immer  solchen  ArKt'itrri,  welclie  zu  der 
Förderuug  des  ol)en,  wir  ich  c*"!aube,  von  inii' mil  ^  «tlll^omrn('r^o^  Deut- 
lichkeit vor  Augen  gelegten  Hauptzwecks  dieser  Zeitschrift  wesent- 
lich beitragen,  uufhehalten  bleiben  muss.  Auch  Aufgaben  aus  allen 
Tbeilen  der  betreffenden  Wissensehaften  sollen  Torgelegt  werden; 
insbesondere  sollen  auch  solche  Aufgaben,  zuweilen  selbst  in  gan» 
neu  systematisch  geordneten  SammliAigen,  mitgetheüt  werden»' 


Digitized  by  Google 


welche  beim  üntcrrirlitc  zweckmässige  als  Uebungsaufgaben  bc- 
Dutzt  wordeo  kÖDiicn,  da  an  dergleichen  AnFa;-aben  immer  noch 
ein  vielen  Lehrern  gewiss  schon  oft  fühlbar  gewordener  Maugel 
vorbanden  ist,  und  Jeder,  sei  er  «aeli  noeh  se  reieb,  doch  mmer, 
endlich  einmal  den  iluii  lU  Gebote  stehenden  Vorrath  aufbrnnclit 
Endlich  Süll  eine  fortlaufende  Uebersicbt  der  mathematischen  nnd 
physikalischeu  Literatur,  bei  wichtigern  Werken  mit  kurzer  An- 

fabe  ihrer  Tendenz  und  ihres  wesentlichen  Inhalts,  z.  B.  die  In- 
aUsvcrzeichnisse  der  Schriften  der  geiebrten  Gesellschaften,  auch 
Recensionen  wichtiger  Schriften,  geliefert  werden,  so  wie  Miflcellen 
jeder  Art,  Bekanntmachungen  Ton  ^  Preisaufgaben ,  Notinen  über 
Personen  und  Sachen,*  welche  nur  irgend  zur  Erreichung  des  he- 
absirliti2:ten  Zweckes,  die  gesammte  Wisseusrlinff  TiioGflirlist  zu 
ciiKMu  beineilfsrut  zu  m<|cheu,  beitragen  können.  Ein  Intrlligenz- 
h\h\\  wird  Buchhändlern  und  Mechanikern  eine  gewiss  vielen  er- 
wünschte Gelegenheit  zur  Belcanntmachung  ihrer  neuen  Verlags* 
nrtikel  und  Preis -Courante  darbieten« 

Daas  ich  allein  den  durch  das  Obige  übernommenen  Verpfiich* 
tungen  S!"Pg^Pn  das  betreftVnde  Publikum  niclit  zu  entsprechen  im 
Stande  hin,  bedarf  von  meiner  Seite  wohl  kaum  einer  besondrrn 
Erwäbnune^;  dieselbe  jreschielit  hier  nur  deshalb,  um  au  sie  die 
Aufforderung  au  die  Mathematiker  und  Physiker  aller  Nationen  xu 
knüpfen,  mich  mit  dem  Geiste  und  der  Tendens  dieser  Zeitschrift 
entsprechenden ,  und  die  Zweciie  derselben  kräftigst  fordernden 
Beiträgen  reichlich  zu  unterstützen.  Was  die  Snraclie  hetriffit,  so  . 
solton  die  deutsche,  französische  und  lateinisrlie  Spracln»  in  die 
Zeitschrift  selbst  Einsrang  linden  können,  womit  aber  keineswegs 
gesagt  sein  soii.  dass  die  ti^inseudung  von  iu  andern  Sprachen  ver- 
{aasten  Aufsätsen  nicht  xnlässiff  sei,  indem  rielmehr  In  dieser  Be- 
ziehung den  Verfassern  die  vollkommenste  Freiheit  verstattet  sein 
soll.  Nur  werde  ich  bei  Aufsätzen,  die  nicht  in  einer  der  drei 
obfn  {genannten  Sprachen  geschrieben  sind,  fiir  völlig  treue  deut- 
sche Lebersetzuugcn  Murge  tragen,  und  diese  statt  der  Original- 
Abhandlungen  in  das  Archiv  aufnehmen.  Bei  heahsichtigten  Be-  , 
arbeituogen  ganzer  nener  mathematischer  oder  physikalischer  Leh* 
ren  nach  fremden  Arbeiten  dürfte/  um  Collisionen  sn  vermeiden, 
eine  kurze  vorläufige  Anzeigt  an  mich  Jederzeit  anzurathen  sein. 
Alle  Zusendungen'  erbitte  ich  mir  aber  portofrei  auf  dem  Wege 
des  Buchhandels  uuter  meiner  Adresse  mit  der  besonderu  Bemer- 
kung auf  dem  Couvert:  Für  das  Archiv  der  Mathematik 
uudi  Physik  durch  die  Buchhandlung  des  Herrn  Koch  zu 
Greifswald. 

Welche  Au8dehnnn|^  das  Archiv,  das  Übrigens,  wie  aus  dem 

Obigen  henorgcht,  seiner  ganzen  Tendenz  nacl»  mit  keiner  der 
schon  bestehenden  mafliematiscben  und  jdu sikaliscben  Zeitschrif- 
ten, welche  den  beidtu  so  eng  mit  einander  v erjjchwisterten  Wis- 
senschaften schon  so  viele  herrliche  Früchte  getragen  haben,  auch 
nur  im  Entferntesten  in  die  Schranken  cn  treten  beabsichtigt,  ge- 
winnen, und  ob  dasselbe  überhaupt  Bestand  Laben  wird,  wird  alter- 
dings  vorzüglich  von  der.  Güte  seines  Inhalts  und  der  Zweck- 
mässigkeit seiner  T.eitung,  ausserdem  aber  auch  von  der  Tbeil- 
nabnie  des  l'ubiikums  abhängen,  in  w^eleher  letztern  der  Heraus- 

Seber  und  Verleger  für  die  (Jneigeouiiizigkeit,  deren  sie  sich  bei 
iesem  ans  reinem  Interesse  far  die  Wiwenachaft  nnd  deren  wei- 
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terc  und  allgemeinere  Verbreitung^  begonDeneu  Unternehmen  roll- 
konimea  bewusst  sind,  ihren  scböustea  und  besteu  LoLn  suchen 
und  finden  werden, 

Gteifinrald  in  Jnniinr  1841. 


Der  vorstehenden  Ankündig^ung  füge  ich  als  Verleger  des 
Anliivs  für  Mathematik  und  Physik  noch  hinzu,  dass  dassclho  in 
zuitiiLrlosen  Heften  von  8  Bogen  erscheinen  wird,  deren  4  eioen 
Liiiid  bilden.    Der  Preis  eines  Bandes  i&t  ^  Rthlr.  "tfa^^r. 

AUe>  BniAliMidlangen  nelnen  Bestelhmgen  an. 

€•  Am  Koeh^ 

in  Grcifmild. 
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Hcmi  Pro£e8sor  G.  A.  BretMlmeider 

■a  Gotha. 


tngODOBetriflcheB  KdatioDeB  Kwiicb«B  4em  44  StScken  des 
Mfcjiii«lirfc^«  Tetraederi  hahes  Bacli  Mhr  wenit^e  Bearbeiter  ge- 
few4c».  Die  Franzosen  sind  es  fast  aosscklieaslich ,  die  aieh  bü 
dieses  Gegeostaade  beschäftigt  beben;  aber  anrh  sie  haben  Tor- 

nebiiilicb  nur  das  recbtkanfi.rf  Tetraeder  betrachtet.  Von  Deut* 
geben  i'-t  mir  nur  cioe  Ahlri rid lung  bekannt,  Dämlich  ein  Protramm 
des  Herrn  [»irekt^irs  J.  H.  1\  .Müller  zu  Gotha,  welches  den  Autang 
einer  auaiuhriichereu  Luteräuchuug  tita  tru^iicheo  Gegenstandes 
•atliätt  n4  mms  deei  eio  freilieb*  Bor  vebedeBteBder  Tbeil  in  die 
AsbJlBi^e  der  deBticbeB  Bearbeituag  des  vaB  SwlBdea'lwbeB  Lebr- 
baches  aBfiEeBBBimen  worden  ist.  Unter  dieaea  Unstanden  ^lattbe 
ich»  dass  die  nachfolgenden  Sätze,  die  aus  einer  ausführlicberen 
triffonometriscben  rntprsurlinn|r  Jes  Tetraeders  entlehnt  sind,  nichl 
j^^aoz  (ihoe  Interesse  sein  werden.  Ueberdiess  zeichnen  sie  sich 
zum  Theil  durch  eine  bcmerkenswerthe  Reciprocität  aus,  welche, 
so  viel  nir  bekannt,  noch  nirgends  erwähet  werden  ist. 

Ba  aeieo  '•ji,  D  die'  vier  Bckea  eiaea  Tetraedeit, 

T,  7\  die  ihnen  der  Reibe  nach  gegenüber  liegenden 
Seitenflächen;  abc  die  drei  Kanten  des  Dreieckes  7\,  u^bx  0i  die 
ihnen  der  Reihe  nach  gegenüberliegenden  Kanten ,  so  dass  das 
Dreieck  die  Kanten  «Ä,r,,  das  Dreieck  T,  die  Kanten  ba^c^ 
und  das  Dreieck  die  Kauten  ca^b-^  enthält  Die  Keile  irgend 
zweier  Seitenflächen  z.  B.  7\  und  bezeicboe  mau  durch 
die  Wiakel  irgend  sweter  Kaaten  z.  B.  er  nad  o,  aiit  (aaj.  Per-* 
ver  Bij^ea  die  Geradca,  weiche  die  vier  Ecken  mit  den  Sehwer- 
jinBktea  d^r  Gegeaseitentächea  verbiadea,  der  Reihe  nach  t^t^t^ 
genaBBl»  nad  die  vM  deaaetbea  unter  eiaander  gebildetea  WiaiKel» 

I.  1 
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•  ••-•••3  ;  *■"-, 
wfelclie  deb  'giAietf  Kftnteb  'g^egeBobepIUgeii ,  aitf  ÜMielie  Weise 
wie  die  Wiokel  der  letzteren  durch  (^12),  (tu)  u.  s.  w.  aiigedeiltet 
werden.   Alsdano  erhält  man  durch  Projektien  sofort: 

!T^=  cos  (1,2)+  T,  cos  (1,3) -f-  7\  cos  (1,4) 

T^=  T,  cos  (1,2)4-  T,  cos  (2,3)+       cos  (2,4) 

T,  =  T,  cos  (1,3)+       cos  (2,3)+  7\  cos  (3.4) 

7;  =5,  CO*  (1,4)  +  T^  cos  (2,4)  +  T,  cos  (3,4)  . 

und 

—  COS(^,,)  +  /,   C08(^,,)  +  ^^  C0S(#,^) 

—  =/j  C08(^,j)  +  #,    COs(f2,)  +  /^  C0S(^24) 

—  cos(^,,)  +  rj  cos</a,)  +  /^  cos(/,4j 

—  ^4=^,    C0s(^i4)  +  r,   COS(^,J  +  ^,  C08(V,4) 

Aiiadrücke»  welche  gewissermaassen  als  Fuodaoien(alformelo  zu  be- 
trachten sind.  Üebrigens  sollen  im  Polgeodeo  ilie  Tollst&ndigen 
Systeme  solcher  Gleichungen  nicht  ,  mehr  aufgeführt  werden,  da 
mau  aus  einer  einzelnen  unter  ihnen  durch  genörijge  Verluuschung 
der  Zeiger  die  uhrigen  ohne  Mühe  entwickeln  kann.  Zunächst 
findet  man  nun: 

.1  r,»+r,»+r,*-^r4»Äar,  7;  co8(i,2)+2r.  7.€os(U) 

2)  .  H-ar,7;cos(l,4), 

l  •  +2f,/4  C08(^0  * 

und 

!i(r,»+r.»+r,»+7;»)=r,  2;  cos(i,2)+r,  r,  co8(i,3) 
+  7\  T4C08(1.4) 
+     r,  cos(2,3)+  J\     cos  (2,4 ) 
+  r,T,cos(3,4) 
-.i(^,»+V^-^«'-*-^*)==M»  Cüa(/,J  +  ^r,  co8(^,,l 
+  /j^4  C0S(/,4) 
-^t^t^  cos  (r,,)  +  ^,^4  cos  (^,4) 
cos(*,4j 

tfan  henwehne  ferner  den  Flielieninbalt  des  durch  die  Kante  m 
und  den  Mittelpunkt  der  Gimukante  a,  gelegten  Dreieckes  durcb 

T„ ,  das  durch  die  Kante  f  und  den  Mittelpunkt  von  gelegte 
Dreieck  durch  Ta  u.  s.  f.  so  erhält  man  0  solche  Dreiecksllächen, 
von  dfnon  immer  je  zwei,  wie  und  T„,,  als  GepfcnflÜchen  zu 
betrachten  sind.  Je  drei  derselben  schneiden  sich  immer  in  einer 
der  Scbwcriiuien  wie  z.  B.  T*«,,  Ti  ^  Tcx  in  und  sie  sind 
daher  ganz  den' Kanten  des  Tetraeders  analog,  von  denen  immer 
je  drei^  in  einer  Seitenflüche  liegen.  Den  Keil  zweier  soleben 
Ureiecksflächen  t.  B.  Ta  T%  wollen  wir  mit  (  Tab)  bezeichnen  und 
darunter  immer  denjenigen  von  den  4  an  der  Durchscbnittslinie  lie- 
genden Kriirn  verntol^on  ,  welcher  der  cin/iiren  von  den  ^  Seiten- 
flächen  gegCDÜberlicirt,  die  iIiik  Ii  <<iese  Dreiecke  nicht  gctheilt  wird. 

Kndlich  sollen  die  I  l;i<  licti  der  Dreiecke,  die  aus  zwei  Oe^en- 
kanteu  als  Seiten,  und  ihrem  Durchschnittswiukel  als  eingeschius- 
senem  Winkel  gebildet  werden,  dterch  beseichnet  werden, 

ie  nachdem  sie  zu  den  Kantenpaaren  irar,,        ee^  gehören;  die  ^ 
Neigungswinkel  dieser  Flächen  gegen  einander  aber  sollen  (^12), 
(<^i,),  T^aa)  heifsen.    Auf  p^anz  ahnliche  VVeisn  sollen  die  doppel- 
ten Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  GegeniLanten ,  wie 
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mu^ybb^  und  «e,  respectiv«  dnreb  anffedentot^md  die  WMbtl 

der  letsteren  unter  ejDaoder  mit  (<^it)*(^«t)  bezciclmct  wer. 

den«    Es  ist  bekattnt,  das»  diu  7  Germlen  /,  «f,  (f,  ^,  sieb 

im  Schwerpunkte  des  Tf  fr.ieders  schneiden,  und  dafs  die' Fariillelo» 
fframme;,  welclie  die  Haltten  zweier  heiiehiffen  d  zu  Dittgonalen 
haben,  selbht  die  Hälften  der  eotsprecbendeD  Dreiecke^  sind.  Zu- 
Däebst  fioden  Datf  folgeod«  Relationen  atatt:  ' 

/  ^.  >  =  r.  '4-  T'. 2 T,  T,  cos ( 1 ,2 ) I\  '+,T^^'2T,  eos(34) 
=  Ta'  -4-       —  2  7  a       cos  (  Täa,  ) 

==T,  T3  cos  (1,3)  -h  T,      cos  (1,4)  -f-  7;  T,  cos  (2,3) 

-i-r.r.  co«(2,4) 

IcJ,  '-1*1'.  «08 (/,  ,))=l<^'-4-^»H-2r,r^  co8(^  J ) 

ssr^*.(-^i«-^^^,  Oes  (M,)  =  c*-h<?,*4-2rc,  cos(cr,y 
?=-Tt^i'»<*os(^i  ,)H-/,*4Cos(/?,  4)-l-'?^cos(/„)-h<ar«cos(^, 

Hieraus  folg-cn  sog'leich  die  Formeln: 

147«*  =T,»-i-r,»-+-2r,     co»(i,2)==^,»-f-4r,     cos  ( 1,2) 
4T..*s=r,»+T^»4-2y,T4  cos(3,4)  =  ^,*4-4r,r4  cos(3,4) 
4a. »=:^(«i»-*^,*-2#^,  eos  (/,,))  =  ^,  »-9^r,  cos  (f,,) 
4ä»  c:is^(|f,»-H4*-2^.#4,c«»(<,  J)=<r,»-fll#.#^  coa(*.J 

/z^j»  -4-^,»  :^  T,  *  H-T,* 

=ra»  H-Ta,^  H^n»  H-Ta,»  +7'c»H-Tc,» 

^, »  -H      4-     =  ^*  +  ^, » + 

^1*        +2<r,!.=     +  ^(^ '  H-  ^»  H-  ^»  -I-  ^') 

.  ♦  =2T.r^  cos(l,4)-h2r,7,  cos(2,3) 

Ä  — 2#,jf4  co8(/i  J--2/,/,  cos(/,,) 

(Jx^  =^  Ta*  ^Ta^  -i-T^^  -f-^c»  +7;,», 

§.l  ^,»-h^,»=2(ra»H-Ta,») 

^  jO=  T'aTi,,  €og(r„«J-f-  008(^0-»-  T^Tc,  co8(TcoJ 

'|Or=Äaj  cos  («;<7i)  +  ^^1  cos  (W, ) -jh  coh(£,c,) 

t2flrar.  eos  [smi)  » w-*«        » — <y.»> 

Ist  ferner  P  der  dreifache  Körperinbalt  des  Tetraeders,  so  w  ird: 

l\APa,=z%I\T,  sin  (3,4)       *        Ta  =  ^,t^  8in(/,,) 
/jPd.^STar«. 8111(7«,.)       .    ^,  siQ(i»0.) 


10. 


Digitized  by  Google 


fligfoicli  aber  auch: 

14««  *asV+^.'  — co8(^,,), 

ferner  wird: 

Tu* = 2i» Te* + c OS  ( n,) 

<  =  Ta»  -f.  7V^»  -4-  2  n  T«,  cos  ( Tic,) 

U»  =Ä»-t-c'  — 2^  cos  (^c)  =  2Ä|C,  C0i(^,<?,) 

14.        ,  =4n,2t.  «ii(r*,ej 

f  27t  =     Bin  C^^)  =     "in  (^) = ^  f >i>  (^) 

Man  führe  zur  Alikürzung-  folgende  Zeichen  ein:  -  • 

W*  =P»(0ziza,}*fh^T^T^T,T^  co8(12=fc34)  . 

-3;j>»|as^0^»+2««.  cot(i2)  cot(34){ 
=5:4P*(rf. zpS^r-Hnn, T,T,^  cos  (  T,,,  Tcc.) 

jj.  -5-  p.^^^ »  =p  4««, )  —  16         r,  ^4  cos  ( 12  zfc  34) 

=  P»|<y,«  — 4»«,  cot(12)  c«t(a4)J 

ya»=4»tJ,-^z/,)»  — 8ä^,c<7,  cos(/^<^,  =4=cc,) 

=:4«[^/,»+^,»— 2^,z/,  cüt(^^,)  cot(cc,)j 

i^r*  =K»=i=42;r.J-^4^.V.^  co8(*„db#. J 

.  4T*7i.  c«t(*„)  Wt(l,J 

und:  ,  .     .  ; 
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!i  -I-  /7»  =  Pv((j ,  »-+^r, ' ) 
2  !^+i-:=^.»-M.«-M.'. 


Bescbreibt  man  aus  der  Spitze  A  des  Teirueilers  als  Mittelpuukt 
mit  dem  Ualbmesser  JL  eine  Kugel,  »o  bildet  die  Kcke  j4  auf  der 
Oberflich«  d«r  J^ttterem  eis  spbärlichc«  Drel«eiu  NeoDt  mao  (laon 
des  draifaeheD  Körperiobalt  der  P^raoiidei»  welche  daa  SeboeDdrtfieek 
jenes  ■pbarisehen  Dreieckes  sur  Grundfläcbe  uod  deo  Mittelpunkt 
der  Kugel  sur  Spitze  bat,  k  und  dieselbe  Grösse  für  das  iogehöriffe 
Polardreieck  A'.  «^o  d.tss  der  Flarfie  T,  dii»  Grössen  uod  Aj, 
del>  Fläcbe  die  tirösaeo  k%  und  A»  u,  s,  w.  gogeoiiberUegeii ; 
so  ist 

Demnnch  verbalten  sich  die  Scitenflüclien  jedes  Te- 
traeders wie  die  Funktionen  K  der  ihnen  crcarciiiiberlic- 
genden  Ecken.  Diese  Funktionen  sind  daher  tür  das  Tetraeder 
dusbeibe ,  was  die  Siuusse  der  Gegenwinkel  für  das  Dreieck  sind« 
Bezeiehoet  »an  das  constaote  Verbältoiss  T  \  K  durcb  so  er- 
kalt  1 


M  ^  ^«  ^»  ^«       Zjl  —       Tx.  ^* 
?5         iT»  ~  /r,    if,  17 


sin  (12)  sin  (34)      sin  (13>  sin  (24)      sin  (14)  sin  (23) 

[cos  (12)  cos  (34)  —  «OS  (13)  cos  (24)]  ^  ■* 

 (g-i-gi-H^  — ^i)  (g-*-tfi  n  w 

^4sin^  (12-J-34H- 13—24)  sin  ^  (12 +  34 •--'11 +  24) 

™  *  «in  1  (12  -  34  H- 13  +  24)  sin  i  ( -  12 -f- 34  H- 13  4- 24) 
'    Ebenso  ist  auch: 

^1 — p— ^  "  x'^  ntr'^^  TT 

Es  ist  nicht  uninteressant  zn  unfersurben ,  was  wob!  die  der 
Grösse  M  entsprechende  l^uantität  ///  in  lirzus:  auf  die  (jirüssen 
iit^t^t^  sein  mag;  denn  auch  hier  bleibt  sich  die  Analogie  gleich. 
Man  erhalt  uamlich:  * 

je«  W«**  =  sin(<,.)sin(^J  =  sin (^t.) «0(^4) 

4  [cos(^,,)  cos(^,^)  —  cos(<i,)cos(t,^)) 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  hängt  von  der  Lösunsf  der  Auf- 
gabe ab,  die  Grösse  zu  ilnden,  welche  dem  /*  entspricht,  Letztere 
lässt  sich  auf  die  mannigfachste  Weise  ausdrücken  z.  B, 

= ^i/ic.   2;   SS       T,  y,  7;  =s2i/ür.  r.  y.i; 

fener.wM; 
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i   nngs      \  ' —  _  ^ 

wo  R  Atm  Hclbneafter  der  i»m  Tetraeder  amscbriebeoeo  Kugel  1>e- 
deolet.   Eodlieh-  erhält  man  för  P  auch  noch  folgende  Anedriieke: 

♦  • 

9  ^  t  •   •         *         t  • 


«  cot  (12) -f-/»  cot  (15)  H-C  cot  (14)    •  . 
(flCOt(^,,)  -f-<^'s  cot(J,,)-f-  ti|COt(^,,)  ' 
Ä,  cot  (34) -4- cot  (24) -H  r,  cot  (23) 
^9  cot  (T^Ac  )  4-  ^,  cot  ( 7 ac  )  H-  ^4  cot  > 

5  (cot  (r«i  4,)    cot  (r«,  f  j  cot  (n,  c,  j) 

Zu  den  leisten  ForaielD  laMetf  4lich  die  analogeQ  leicht  finden; 
denn  es  ist:  '     <  ' 

I  j     IT  * 


25.. 


Tai  cot («,^)  H-       cot     ,)  -I-  cotC^g«) 
^4  GOC (rf,,)  -4- ^2  cot  (d*,,)  -f^  ^,  cot  (cf„) 
cot  C^4) H-  n cot  c(K  (^4,) 

'  Tt^oti/i(iC,)  -4-  r,  cot(«,c,)  -4-  2;cot(«,Ä,) 

 —       -f-     -f  c^)   . 

'  4  3F\  C«>*  («^> cot  (,«0  -fr,  cot  {äe})'      . "   '  . 

Bei  Eotwickelundp  dieser  Foraielo  erhält  man  aueh  noch  die 
Ausdrücke: 

2^ (a=^,cot(r««0-»-(r,cot(n^,)  +  (j,cot(7;e.)  ! 

•|0i=^,  cot(««,)-4-^/,  cof  (M,)-f-^,  cot{<Vj) 
Man  führe  ferner  folgende  Hntfiwinkel  ein:       >  x 

i      27'i2i,reJV.  co.^=-3raTa.»-l-2J»5ri,»-|.n»Tci* 


-  Digitized  by  Google 


l       2 Ti,  Tb ,TcTc,  cos  ^ "  =  —  n ,      ^4- Te. »i-r^,, ' 

'   1     2r„ 7;,  TcTc,  cos    —      ,  ^j, r«»    '-f- T„, » 
2r«    7>   ,  cos  P'  r= — ^+  3r„*   ,  ^+   ,  =  r*», 

•o  ist  üuthi 

■ 

tcos           i^****'  —  (^1^ i)   COS  tt*  —  cos  (fjc)  cos 

* «|N  cos  CT  —  cos  (Ac,)  cos  cos«"  —  cos  (^c,)  cos 

^  sin  (-6«?,)  «in  {A,e}     .         — sinC^J  sin  C^,<?) 

cos  ( 13)  =  CO«  (^)  cos  (Ac,)  —  cos  (rg,) 

sin  (^)  sin  (Ar») 
vos  (24)  =*  cos  (/y|C)  cos  —  cos  (cg,) 

31 :  sin(^>)sin(/y,c,) 

|c08  (U) SK  ^«  (^i)      cos  (//c)  cos  (A|g) 

^  sin  (Äc)  sin  (^/>,c) 

coi  fH^  u»  ^'^^^  (^1 )  H-  cos  (Z>  1  c I )  cos  j/fC^) 

Da  Dan  sugi^ich 

(  cos  a  =  €08(^)  cos(^| « I  )H*  oos(^| )  cos(  ^  t  ^)  H-  cos(^^  i )  C08(cie| ) 
Ä  jcos    SS  eos(^)  €08(^,0', ) — coB(^c,)coB(^,r) — ca8(^Ä, )  cos(ce,) 
(  eos    =s — cö8(^c)cos(^ ,  c ,  )H-co8(äc  ,  )co8(  ^  j  c)— cos(ä^  ,  )co8(cc , ) 

ist,  so  lassen  sich  die  6  Keile  je  zweier  Seitenfläclien  aus  den  6 
ebenen  Winkeln  Je  zweier  Paare  von  GegeukantCD  unmittelbar  be-  , 
stiuioien.    CJebrigens  ist  auch  analog: 


feos 


iCOS 


(t  ^      CDS  y/  — cos  {Tbc\  cos  (y^ici)      cos  A'  — cos( Th^ cos( T^ig,) 

cos    —  tü%{Thc^  cos  71»,c)  co8j4^--cos(_T/yr,)cos(7V,,c) 
v'»4/  »     _  sin  (ncJl^nCn.c)  sin  ^T^cJ^u  (n,o) 


cos    ^  cos  (yi&,e)  cos(rA,r,)  h- cqs  (rcc J 

^  I  «  S  »»^  —      .     sin  sin 

^eas^^   ^       cos  {Tbc)  cos  (Tac  J  H-  cos  (Tcci) 
^  "-^  *"  sin  (Tic)  sin  (nc  j 

(COS  Cf,.;  sincri,)sm(n.c)  > 

und 
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■    8  • 

eo9ji=:coB  CTic)  cos  (Ta^cJ  -i-  C08  ( r^cj  cos  (  Ti^c) 
^hwjf='^ eoi ( Tie) cos ( Ti.c,) cos ( T^c j  cos ( TV^J 

I  .  —  C0l(rA*,)05t(T«,^ 

«Ol  ^  SS  eol  ( Tie)  cor(  TvJ — «<ni  (^i«  J     ( STi,  J 
Zngleieli  erhSU  nati: 

CM  (J   \  SS  ^'O'/ -4"  <^"»(^i)cos(M|)     _  cos  p/'  -f.  cos  (gar, )  cos  (^,) 
tili  (««,)  sin  (AAO  -     "~  sin(«»Os»"(>ÄJ 

cos  U   1=  ^^Q"^  H-cosCmitycKwfCcc,)  cos     -f.  cos  (gq, )  cos  (cg,) 

^  sin!«»,,)  8io(«e,)  siii(4iui,)sin(eri) 

/•        C0SrH-C0S(7agt)c0s(yAA,)_  co8r'-t-cns(ra«,)cos(yiij 
sin  (roaj  sin  (n*.)     *"        sin (r««  J sin ( , ) 
I eos  f if  )  ar  cos(  Tga  Jcos(  rep)    ^  toaS"-i-cos{  Tag  Jcos(  y&j J 

J      ^  sin(r„ö,)sin(7VcJ     "         sin  (T««,)  sin  (Tii^ 

%       COS^-f-COis (        . )C0S( Tee,)  CQSA"^  ro.s(        ,)co.s(  Tee,) 

siii(2iAjsio(2VcJ  siüiIiAa)sin(2WJ 

Ferner  aber  wird  attefa: 

r^«/^  V  _  CO« (1») COS  (24)  ~ cos (14)  cos (2S> 
*    *'  sm(13)stii(S4) 

-^^/M  ^  ^  ^•"'^^^■^^  "  cos (12) cos (84)  . 

I     ^  sin  (19)  sin  (24) 

.  cos  (12)  cos  (34)  -  cos  (U)  cos  (M) 

1^"  V  sin  (14)  sin  (23) 

I  COS  (7*0»  )  »        «)  ~        4)  cos  (e,t) 

cosffll  ~  ^^"^^^'»^  cos(^,J 

V  sin(*,,)sin(*,^) 

tmiT   ) n»      ^^"^ ^^^"^         ~  »)  C<»^) 

Für  die  Grteen  0  und  ^  erhält  man  Bannehr: 

37  J  ^P^^t* -^-Snn^TeTc,  coaA" 

S9a*=slÖ^i»  +  8^^,crj  cosa  =  8»r«»H-8^^,c6',  cosa'  • 
i  =%*Ta,*^S&6,cc,  Cosa** 

•»•4(«*«/s  -(-^s^,»-4-c»c,») 
Fahrt  man  eodlich  noch  die  Hültswinkei  0  und  ^  ein,  so  dass 

isl»  eo  findet  man  auch  noch: 
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jli  I     H      cw  g     cos  (^Z>  1 )  CO s  (cc J  eo«i<~>- cog( Taa  .)cos(rcgJ 

*  siii  (^i)  sin  (cc,)      »«^i""  sbinOsinTlV)* 

Die  g-eo metrische  BedetUung  der  Grössen  ©  und  ^  leuchtet 
von  seibst  ein.  Eben  so  lässt  sich  aber  auch  den  Grössen  a  af  cxf* 
A  ii.&.v,'.  eine  geometrische  Bedeutung  ttbgcwitineü.  Sind 

z.  Ü.  a  ^  €7  die  drei  Gruodkanteo  eines  dreiseitigeo  Prisma  und 
«,  ^1  die  m  >deBielbeD  jp^hBrlgen  HftheD  der  Seitenpar^Uelo- 
graane  des  Prisma,  so  sind  a  ß y  die  diesen  letsteren  der  Retlie 
eecli  gegenüberliegenden  Keile  der  Smtenfläcben  «.s.w. 

Dhs  V  or.strljf'nde  wird  g-oniiaren ,  auf  die  trigonometrisclieii  Re- 
lationen, welche  das  Tetraeder  darlMPtct,  aut'merksuni  zu  machen. 
Die  liier  initg-»  theilten  Ausdrijcke  reichen  bereits  zur  Lösung  eiuer 
gruäseu  iVleu^e  von  Aufguhen  hin,  und  siud  dabei  im  Ganzen  sehr 
elegaotk  llire  Ableitung  ist  übrigens  oicbt  gerade  tehwierig,  anf 
de«  irewohnlieben  Wege  jedocii  iiiai  giüa&D  'Tlieil  littchat  an- 
«tändtich  uud  lan^ejlig.  leb  babe  dieselbes  auf  eine  sebr  Mbnelle 
Weise  mittelst  ein  Pajif  allgemeiner  Theoreme  der  Trigonometrie 
gefunden,  die,  so  viel  ich  weins,  nocb  ganzlich  unbekannt  Mod  uad 
von  mir  an  eioem  üodereii  Ürte  werden  mitgetbeiU  werden»     '  « 


ii. 

eitere  Bereehiiiuig  vergchledener  auf  i 

EreisverhäUniss  n  begrüadeter  Zalilea. 

Von  dem  • 

Hern  Professor  Dr.  G.  Paucker 

zu  Mitau. 


Dm  umgekehrte  KreiaverbSItoiM      iit  ^oii  Bsier  Intred.  in 

Anal.  Infin.  I.  ^.198  auf  36  Stellen  angegeben.    Nur  ist  daselbst 
dia  258(e  Stelle  durch  einen  Druckfehler  unrichtig,  und  statt  9  musa  ^ 
■M  5  lesen.   Hier  folgt  diese  ZabI  auf  140  Stellen,  naeb  de»  Vego- 
icben  Wertfae  von  jr  bereebnet 

Der  DurebneAr  de«  Kreises  ist  gleieb  deü  Dnfiuige  niiilti|ili<- 

cirt  «it  -i^,  aueb  ist  die  Oberfläche  der  Kugel  gleieb  dem  Unadrale 
^  Us&ngs  mtftlplietrt  ttit 
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•1=0,31S300S   8Ö18379   0071537  7G752Ö7 

i5U2872  4068919  2914809  1289749 

*.    5334688  1177935  9§26845  3070180       '  ' 

2276055  3250617  1912145  6854535  ' 

lSgi607  3785823  «022291  5730^ 

Die  KreisÜäche  igt  gleicix  Ueiu  Uumlrüt  üeü  Durcliuiesäerä  luul- 
tipUidrt  mit  \x,  f 

47r  =  0,7853081  6339741  8309515  6608456 
1987572  1049292  3498437  76 

Der  körperllebe  lobalt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus.de» 
Dnrehnesflers  multipUcirt  mit  \7f* 

s=  0,5235087  7550829  8873077  1072305 
.4658381  4032861  5665625  17 

Die  KroitflUelie  ut  gle^h.den  Quadru^  dei  ÜMfengi  «ultifll^ 

♦ 

=  0,0795774  7154594  7667884  44188X6 

8625718   1017229  8228702  28 

Das  Quadrat  des  VerhältitljHMB  to  Durchneasen  tum  VmStatfk  Ua 

i  =  0J013211   8364233   7771443  8794632 
*    *  0972763  8904358  7746722  46 

Der  körperliche  Inhalt  der  Kogel  nt  gleich  den  Cubus  4ea  Uai- 
&Dgg  multipleirt  mit 

^  =±  0,0168a56  6894038  9028576  980910i 
i/-:"!     :  .9495460  6164059  7967717  07 

Der  TTmrang^  der  Kugel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der  Ober- 
.  fläche  multi[)ticirt  mit  \/7t,* 

l/ia=  1,7724538  5000551  t)U27298  1674833 

4U4518  2797549  4561223  8712821 

3807789  8529112  8459103  2I8I374 

9506567  3854466  5416226  8236242 

8257066  6236152  8657244  2261088 

Der  Durchmesser  der  Kugel  Ut  gieicii  der  Quadratwurzel  der 

ObarAädie  muUif  ilcurt  mit  i/^* 

=  0,5641895   8354775   6286948  0794515 

6077258  5844050  6293289  9885684 
4085721  709 

Der  llintan<j:;   des  Kreises  ist  gleich  der ' Quadratwurzel  der 
Kreisfläche  multipiicirt  mit 

2l/w  ==  3,544'-H)77   0181103   2054596  3349666 
8229036.  5595098  9122447  74 
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Der  Durchmesser  des  Kreises  ist  gleich  der  (iuadrutwurzel  der 
KreUOäcIie  lB^ltiplicili  mit  ^/^. 

,   '       21/1=1,^3791   6709.>51    2573896  1589031 

'  *         2154517   1088101  2586579  9771368 
8171443   418  0 

Der  korperlieli«  Inhalt  der  Kagel  ist  gleich  de«  Guhus  der 
QjBBtetwnrzel  der  DberflSebe  nnUiplicirt  mit  \  {/— 

^^i.  SS  0,0940315  9725795  .9381158  0132419 

2679543  0974008  4382214  9960947 
*    .  4014286  951  i 

1/6  =  1,8171205   9283213   9058891  2117563 
2726050  2428210'  4631412  196714S 

l/36  =  3,:^01<>-272    48S9462   6083874  0099524 
0908495  6846884,  6443184  9333697 

|/2r=s  1,4645918   8756152   3263020  1425272 
6379039  17^»596  8556279  37 

i/w=»==  2,1450293  9711102  5600077  4441009  . 
-  4123559  7486667  8651715  56 

Der  Durchmesser  der  Koffel  ist  gleich  der  Cubikwurzel  aus 

•  6 

ihfem  lidqieriieheo  lohalt»  «attipliclrt  mit  l/^. 

|/i      1,2407009  8179880  0033336  0136240  ^ 
^    •     9555633  4701572  4003720  0 
Der  ünfbng  der  Kugel  ist  gleich  der  Cuhikwanei  au  ihrem 

körperlichen  Inhalt,  multiplicirt  mit  V/^/r*. 

i/^  ^  3,8977770   8972075   3958963  4709177 
9985674  4015612  2958390  56 

Die  Oheriläehe  der  Kagel  ist  gleieh  dem  Quadrat  der  Cuhik- 

3  

Wurzel  aus  ihrem  körperlichen  Inhalt,  multiplicirt  mit  ^36;r, 

1/35?  =  4,8359758   62049  K)   8922150  9005399 
1785481  6833842  2169715  85 


« 
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III. 

Nene  Anfldsmig  der  Gleichungeii  dM  zweitem 

Grades  mittelst  der  goniometriscben  Formeln 

und  Tafeln/ 

j  ■ 

Von 

Heraasgeber. 


Die  Auflösung^  der  Gleicliungeu  des  zweiten  Grades  mittelst  der 
ffoniometriscbeo  Formclu  uaii  Tafeln,  weiche  ich  iu  tiiesem  kleioea 
Aufratie  nittlkeilftn  werde,'  tebeint  Doeb  meht  bekannt  xn  sein, 
enpfieblt  sieb  aber  durch  die  Kinte  und  Leiebtigkeit  der  Reebnoiigi 
weiebe  dieselbe  in  Anspruch  nimnit,  und  diircb  andere  Voraiige  vor 
den  sonst  gewöhnlichen  Methoden  p^nr  sehr. 

Die  allgemeine  Form  einer  quadratischen  Gleicbnng  sei  n 

Unter  der  vorlHufit^^cn  Voraussetzung'  nun,  d»ss  beide  Wurzela 
reell  sind,  könneu  wir  dieselben  nnter  der  Form  taog  9>  und  tang 
darstelieo.    Dann  ist  bekanntlich 

tang  93-+-  tung  c^,  =  ot,  taog  y  taug  <p^=n. 

Weil|  wie  die  Goniometrie  lehrt, 

'    ftnnir  (a^a  ^          tang  yH-ta»g 

*  1 —  tang y  tang  9>i 

ilt;  so  iit  . 

tang  (y     sp J  =  |-^,  cot  (y  4-  jpj  = 
Ferner  ist 

**»Sf  9  +  tong  «.  Ä  1^— :s  üt 

ö         ■  •   '  *  cos  y    cos  fjf  'i 

worauä  sicli  durcli  Division 

cos  (y-y,)       l+J.  ,^i  +  2  ^  (   ^.  ) 

sin  (9)  +  9>i)        OT  '  ^'-^         «n  •  xx^-ri^ 

ergiebt  Also  bat  naa  sttr  Bereebnuog  von  y  nsd  boidev 

Gleiebungen  « 

taug  (sp-hSPi)=j:r^t  «0»  (*^  — SPi)  =  ^^  (y-*-SP\) 
oder 
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cot  (5P-f.yi)  =  -j^,  cos  (5p  — yj)  — -^p-  "o  (SP  +  SP*)- 

Hat  man  nämlich  mittelst  dieser  FormelD  9  +  9>t  und  9  — ge- 
funden .  so  erliiUt  man  y  und  jpt  auf  bekannte  i¥eiie  mittelst  lec 

Ausdrücke 

'  ,  9»  =  i(SP  +  SPi)-Hi(SP  — SPi)>  5Pi=ilSP-i-yi)  — — fi)- 

Wir  liaben  oben  gpesngt,  dass  wir  von  der  vorläufiQ;'*»n  V'or- 
anssetzuiig^,  dass  hride  Wurzeln  der  aufzulösenden  CiieicLiuDc;^  reell 
seien,  aU(»ffelieo  wolUeo,  bemerken  aber,  daas  man  bei  der  wirk- 
lichen Recnnunff  diese  Voraussetzung  gar  nicht  zum  Grunde  zu 
legen  branebt,  to4ett  die  Auflösung  selbst  jederteif  ein  Kriteriafli 
enthält,  mittelst  dessen  man  mit  grösster  Leichtigkeit  entscheiden 
kann,  ob  die  beiden  gesuchten  Wurzeln  reell  sind  oder  nicht. 

Wenn  nämlich  der  ab§«ilule  VVerth  von  cos  {g>  —  welcbcn 
Dan  durch  die  nhisc  Auflösung  rindet,  nicht  grösser  als  die  Ein- 
heit iät,  SU  siud  die  Wurzeln  der  gegebenen  UleicUuog  offenbar 
beide  reell,  wie 'die  Auflösung  selbst  zeigt.  . 

Wenn  aher  der  in  Rede  stehende  absolute  Werth  von  cos  (9p — 
die  Kinheit  überateigk»  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  gegebene|i 
Gleichung  imngin&ri  wie  auf  folgende  Art  leicht  geneigt  wer* 
den  kann. 

Wendet  man  auf  die  gegebene  quadratische  Gleichung  die  ge- 
wdbnlieht^  algebreiaehe  AnllSsnng  an,  so  erhält  man 

Nack  dem  Obigen  ist  aber,    •  .         *  . 

sin  (^-i-y.r=.,n!?^^ 


nnd  folgliek 

Ist  nun  der  absolute  Werth  von  cos  (jp-^SPi)  grösser  als  die 

Kinheit,  so.  ist  ' 
•     .  (1     ny  - 

also 

(1+is)»  .>fl|S  +  (l.m)*  oder      +  (1  —  ü)*  —  (1 +*)*  <0, 

woraus  siebi  wenn  man  die  Quadrate  v<ni  1  —  m  und  1  +  «»  anl- 
wickelt,  sogleich 

4»<0  oder        —  «<0 

ergiebt,  und  folglich  mittelst  des  Obigen  erhellet,  dass  die  beiden 
Wurzeln  der  gegebenen  quadratischen  Gleichung  isiaginär  sind,  wie 
behauptet  wurde. 

Sind  aber  die  beiden  Wurzeln  imaginär,  so  stellt  man  diesel- 
ben am  besten  anter  der  Forn 

Q  (cos  edrsio  Oy/"^^ 

dar,  welches  bekanntlich  immer  möglich  ist.   Dann  ist 


o:*— ffM^-|-s|=(a^— ^  COS0— ^  sinöl/— IJ  (o?— ^  G0s6^-h^  si  nÖ^— l), 
d.  i.  *  ' 
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und  foli^Uch 

also 


mittelst  welcher  Formeiii  iiiao  ^  ao<i  ieicLi  i^^wLaen  kann,  Da 
■M  Mm»  v^rxüflicli  4m  Griaaea  ^  e«»s  <^  uad  ^  ^  lu  ken- 
■M  wiMcbt»  M  JtMtt  MB  4m  F^mmIb  wmk  MPicfc^teir  unter 
Aar  Fora 

jpg 

CO»  0=2j^»  P        ®  =  {*'>  V  sia  Ö  =  «B  l/m 

darstellen,  unfcr  welcher  sie  fine  sehr  h 


leo,  wie  sog'leirh  in  die  Aueren  fallen 
Hat  msLü  die  allgeuteine  (>leicliut>^ 

•iifsulü«eu,  HO  isl  im  VaHicrgelicafieii  « 

i  a 
*  z 

zu  setzeo,  wodurcli  oiuo  leiciit 
oder 

cot  (y4-5pj  =  ^^,  cot  (sP-iJ>i>  =  ^^-r^  «»  (SP-i-yi) 


orhitlt.  Oai  Kritorimi,  «ittelft  doaoo  aidb  «stecWdoa  ob 

die  Wurzeln  beide  reell  oder  imaginär  üiad,  itC  dattoihe  wio  oben. 
Sind  die  beiden  Wonelo  itMgfioar»  ao  kot  Boa  Wä  ihner  Be* 

rediouog  dia  Formeln 

cot  Ö=  ^V^^*  Q  ^  ö=  ^.  Q  «io  B=9im  B.y/^. 

Um  die  im  ^'orbergeheDdeo  eotwiekelto  Molkodo  Mf  cu  Boi« 
•piel  auzuweodeo,  sei  die  tileicbuog 

7,285  ^»  H- 19,749^^  115,638=0 
yegebeo«  In  dieoen  Falle  itt 

x=±:  7,285 
X  =  —  1M49 

f*=  — 115,4)^  -  - 

X— /t*=  122,923 
«H-    =3  —  108,352 
.    log  (x—|w)=  2,089633» 
log  (x-|-/i)=:  2.0318109  » 
r  Ä  =  8.7ü'i1549  it 


eä  log 


log  cot  (9)  +  9J=slO,79408Sl  m 

log  sin  (fy)  +  9),)=  0.-2<M):nS()  h 
log  cos  (y  —  y,)  =  9,9391)738  « 
y-f-y,  =—  9«.    T.  38", 03 
y  — 9,  =      150.  29.  40,75 


"^^^  •       2y  =      141.  2>.  2??2 


%fi=^  159.  37.  16,78 
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»  •  -s»     70\  41'.  r',36 
9,^^79.   48.  39,34^. 
log  taog  9>  =     0,4552944  - 
log  tm^  </i,  =      0.7  45^764  m 

,   ♦  tan^  9,  =  —  5,563863 

Diese  beiden  VVerthe  vou  tung  9  uad  Uog  jp,  siad^ie  geauck- 
ten  Wurzülu^  Zur  Prube  hut  mau 

*  teng  9  -H  teng  9»i  ^  2,710911  und  ^  =  2»710913. 

Die  Leichtigkeit  und  Kiirxe  der  ubigeo  Rechnung  wird  einem  Jeden 
BO£[leich  von  aelbnt  in  die  Angen  fallen.   Wenn  ^'■^fi  der  Null 
r  nahe  koa«t»  eo  kann  9f)  —  9'>  dii^telit  der  Formel. 


cos  (9)  —      =         sio  (SP 4- SPi) 

bekanntlich  nicht  mit  der  erforderlichen  G(  nauigkeit  ffdonden  wer- 
den. In  einem  solchen  Falle  kann  man  sich  aber  auf  folgende  Art 
helfen    Man  berechne  den  Hülf^winkel  yt  mittelst  der  Formel 

tang  ^  =  2^  ein  (sp  +  SPi). 

Dann,  ist  -  \ 

/  coa  (9  — y,)  =  tang  V^, 

nnd  folglich 

1  —  cos  (9-- 9i)=sl  —  tang  ijff  l  +  eoa  (9— '9)^=5 1-4« lang  t^; 
alio 

1  —  co«*(y  —  y,)      i  —  tang  ^ 
iH-cos  (y»  — ^,.)™  l-l-t«tog  ^»         -  ^ 
d.  i.  nach  bekannten  Formeln 

tnng  4(9»  —  5p, =  tang  (45^  — 

also  tang  J (9  —  y,)  =  ^ tang  (45**  —  tff). 

In  diesem  Falle  sind  folglich  ,die  Ronnein,  durch  welche  die  Auf- 
gabe aufgelöst  wird, 

tong  (9  +  y,)=  j;^,  tang  1^==^—^  sin  (y-i-y,), 

tang  4(sp  —  SP,)  =  |/tang  (45«  —  yf) 

oder 

cot  (gp  +  spj=:^-^,  tangV==^^^  «»  (SPH-SPi)» 

tang  {{f  - 9»! )  =  V/t«ng  C^*— V»)» 

uud  die  Rechuuug  wird  nun  allerdings  etwas,  aber  doch  nicht  be- 
deutend* weitläufiger. 

Auf  Gteichnngen  von  der  Form 

a-^-/jj:         a-{-  ßx 

^  wird  man  bekanntlich  häufig  bei  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
fdhrt,  und  <liese  Gleichungen  führen^  geltiirig  entwickelt,  jederzeit 
zu  einer  qim! ratischen  UleichuDg,  nämlich  im  vorliegenden  Falle 
'zu  der  Gleichung 


"  '  '  Digitizedby  Google 


Wendet  man  nun  auf  diese  Gleicbuu^  die  obtofe  Auflösung-smethode 
an,  so  erhält  maa  zur  Bestimmung  der  Winkel  ff  und  jp^  die  t  ormela 

aiitlolit  wolslMr  aich  «ho  «lie  Wmkel  f  «nd  9».^  and  felgli«k  mek 
die  betdeä  Wurzeln  fang  9  und  teng  9,  mailttllMirvaus  den  acht 

ffegebencn  Coefficienten  rr.       a,  /9  und  a,,  berechneft 

lasaen.    Die  Berechnung  der  Grössen 

könnte  man  sich  noch  diircb  die  Kinführang  von  Hiilfswinkeln  er- 
leichtern,  wobei  wir  aber  liier  nicht  läng'er  verweilen,  da  sich  die 
zweckmäsäig^äte  Methude  einem  Jeden  leicht  von  selbst  darbie- 
ten wird. 


IV- 

Ainpöre*s  AnflOsjing  der  .Gleichungen  des 

viertea  Grades. 

Naeb  Comtpondmce  mathematique  et  pbysiqiic  piiLIiee  pir  A.  Qaetelet^ 

T.  IX.  p*  147  frei  Itearheitet  von        '  , 

dem  Herausgeber. 


Die  gegebene  toii  ifarem  «weiten  Gliede  aehon  befreite  Gleicbunff 
dea  vierten  Gr^dea  aei 

1.  ^* «o?* -4- -f- 5=  0, 
lind  py  17,  r,  s  seien   die  vier  Wurzeln   dieser  Gleicbung^  ao  httt  '■ 
man  beiuinntJicb  die  vier  folgenden  bieicbungen: 

'  Au»  den  Gleichungen  2.  und  3.  erkält  man  leicht: 
7.  p^+rssam^ip'-hq)  (r-^^h 
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ond  folglich,  wenn  man  den  Weiib  ^oo  r-|-#  «Iis  d«r  Gleiehusg 6, 
in  die  Uieichnog  7.  einführt: 

Fcroer  ist  nscb  4, 

und  folglich  wegen  der  Gleichung  6. 
oder 

Naeh  'S.  und  9.  ist  dqd  , 

und  folglich,  wenii  nno  die  «weite  Gleichung  tod  der  ersten  snb- 
trahirt, 

also  nach  der  Gleichunt^  •\ 

4l? ^  I«  +  (/; ( »  -  , 
'  oder  nach  gehöriger  Enti^kelDDg 

Diese   Gleichung  ist  in  Bezug  auf  f/z-hy)*   als  uubekannte 
Grösse  vom  dritten  Grade,  und  (/>  +  V'j    i^^i>st  sich  als»  mittelst  « 
•derselhen  dorch  Auflöaoog  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  be- 

*  BtimroeD.    Bezeichnen  wir  nun  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  des 
dritten  Grades  durch  (*,  so  können  wir  (;i -f«     =  f»,  und  folglich 

also  nach  6.  mit  Beziehung  der  uberu  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander 

lÄ.   r  +  #  =  =p  {/fA  - 

actzcD. 

Nach  8..  9.  and  11.  ist  nun 

aUu 

and  wir  haben  jetzt  folglich  nur  Bestimmung  von  p  und  ^  die  bei* 

*  den  Gleichungen  * 

13.  -f.  ^=  db  =  «  -h  /i  =t 

und  zur  Bestimmung  von  r  und  #  die  beiden  Gleichongea 

14.  r  +  *  =  =pV/^,  2r*  =  a  +  ^zpp^. 

Ans  den  beiden  Gleichungen  13.  ergiebt  sieh  leicht  i 

Uüd  folglich  entweder 

Tiidl  1.  .  % 
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also  eutweder   

oder   . 


Aus  den  Gleirbanj^en  U.  ergiclit  akli  gn« 

oder 

AU»  aiad  die  dsypelte«  WtinelB 


oder 


2y  =  —  1^    =F  l  —  «  — 


1/  a- 


2*=i^  /.i^p^  ^^1*-  i^a-^ 

f)a  Dan  aber  das  zweite  Sys^tHin  von  den 
verflchiedea  ist,  &•  ahid  «Üc  deppelf.-n  ^Viirz^io 

^er  «uH,  .ii,  „|„,,_„  und  untern  Vorzeichen  in  diesen  ForMl. 
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Folg^licli  sind  die  vier  Wurzeln  UDserer^fegebeneD  Gleichung 
des  i'ierteo  Grades   

'■=^-ili/M-i/-f'-8(<'- 

Weil  jede  cuhisrlu  nieichung'  l»okari ntlicli  mindeBtcns  eine 
reelle  Wurzel  liat)  so  kanii  man  immer  auuebmen,  dass  f*  eine  reelle 
Grösse  ist 


V. 

t 

lieber  die  Eestimmung  der  Anzahl  der  zwischen 

gcjffebcnen  liriinzen  liegenden  reellen  oder 
iuiaginürea  Wurzeln  der  algebraischen 

Gleichungen. 

Nach  einer  ATih^Tniltmir  dos  TIerrn  Ali  In'  Moigno  in  dem  Journal  de 
Mathematiques  pams  et  applimues,  public  par  J.osenb  LiouTiüe.  Fevrier 

1840.  p.  7S.  frei  bearbeitet  von  dem 

Herausgeber. 


A. 

Einic^e  vorbereitende  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  ' 
elg^ebraiscben  Functionen  und  von  den  Gieiciiungen. 

•       •  s     §.  1. 

JSrkiärung,  Wenn  mhn  Jedes  Glied  einer  ganzen  rationa-j^.^,^^^ 
len  nigebmischen  Fnnctioo  der  veränderücheo  Grösse  w  mk.^'^ 
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Exponenten  der  in  demselben  entbaltenen  Potenz  vod  w  muhiplicirt, 

nnd  dir^^cn  Fxponenten  der  Potenz  von  ay  sellist  um  rine  Rinheit 
vermiudert ;  so  hcisst  (He  auf  diese  Weise  aus  der  gi'gebenen  Func- 
tion erhaltene  oder  abgeleitete  Function  die  erste  derivirte 
Function  der  gegebenen  Function,  und  soll,  wenn  f\a:)  dus  8vui* 
bol  der  gegebenen  Function  ist ,  durcb  f\x\  beseicknet  werden. 
Für  « 

ist  also,  wenn  mau  fleh,  wie  dies  in  allen  Fällen  erforderlick  ist, 
dos  erste  constante  Glicd^  unter  der  Form  tf«^**  dargestellt  denkt, 
die  erste  derivirte  Function  * 

und  diese  erste  derivirte  Funetion  ist  also  immer  eine  ganze  ratio- 
nale alocchraisclie  Function  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grade  als  die  p:;Pirf'!H'ti('  i^anzo  rationale  algebraische  runction. 

Die  erste  denvirie  t  uiietion  von  /'(.r),  {jcaiiz  auf  dieselbe  Weise 
c;enommen  wie  vorher,  heibbt  die  zweite  derivirte  Function 
der  gegebenen  Function  fi^a:)  und  wird  durch  f'\x)  bezeichnet. 
Die  erste  derivirte  Function  von  /"{x)  beiiist  die  dritte  derivirte 
Function  von  f(<se)  und  wird  durch /*"'(^)  bezeichnet.  I)ii»  erste 
derivirte  Function  von  f"\a:)  liei.ssf  die  vierte  derivirte  Func- 
tion von  yf.r)  iitid  wird  durch  /""(.r)  bezeichnet.  Ueberhaupt 
heisst  (iic  (  rst<'  derivirte  Function  tier  {k — Ijsten  deri\  irten  Function 
von  die.  Xte  derivirte  Function  von /(a)  und  wird  durcb 

/(*)(^)  beseiclinet: 

Lichr 9at%.  Wenn  f{x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function,  und,  indem  C  eine  heliebijr'c  con- 
stante  Grösse  bezeichnet,  F (jX)  —  C/(a;)  ist^  so  ist 
jederaeit 

w 

Beweis.    Eä  sei 

f(a;)  =      -|-«,A  -F-«2^=  -+-«,^'  -I-....  -F-<jr„^,  ^ 

und  folglich  nach  der  \'oraussetzung 

jP(a?)  =     ^-h  «1  Ca?  -h    Ca:*  -4-    Ca:*         +  OmCa:» 5 
so  ist  nach  §.  1,  - 

■  /'(ät)  =  «1  +        H-  3«,  jT*  +  —  +  ««W^i, 
'    F'(a?)  =  «Tj  €?+  2a»  Cof  -4-  3a.  Ca:*  -I- . . .  -h  momCae^, 
also 

/''(ar)  =  r(ai4-2asJ?+3a,dP*  +  *«.+«Mri»«^)»  • 
lind  folfflicli  offenbar 

F'ia;)  =  Cns:), 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  3. 

Lehr satx.   Wenn  /"(.r)  und         ganze  rationale, al- 
gcbraiscbe  F'unctionen  sind,  und 
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ist j SO  ist  jederzeit  • 

Beweis.  En  »ei 

9)(ar)  =  «o  H- + «»^*  4- "i«;»?*  "4"  -H 

wobei ^ir  aDnehmen  wollen,  dau         sei;  so  ist  nach  f.  1. 
f{af) = «,  H-        +  3  f,^*  + . . .  +  «M»««*-*, 

and  folglich' 

+  «r«^ + («-»-^)  ««+«^'  + . . .  H-  minO^h 

Weil  aoD 

/^(^)=/(a?)  +  y(a:) 

ist;  80  erhellet  die  Biebligkeit  dee  Satses  UDaittelbar  »ittdst  f.  !• 

Erster    7,imat%,     Wenn  f{^c)^  'ff/'),  V (•'*)■'  yt('^')>  u«8»W. 
ganze  ratio  ualc  altj^ebruisclie  Functionen  sind  uud 

/^(^)  =/(a?)  +  9P  (^)  +  ir  (^)  -I- 

ist;  so  ist  jederxeit 

Von  der  Ricbtigkeit  dienes  Satzes  überzeugt  mau  sich  sehr 
leicht  durch  eine  successive  Anwendung  des  vorigen  Lehrsatzes. 

f.  5. 

Zweiter  Zmsatx.    Wenn  yC^)  und  <p(a:)  ganze  ratio- 
nale algebraische  PuBctionen  sind  and 

iit;  10  ist  jederaeit 

F'(ar)=/'(^)-.y'(^). 

Nach  der  V  oraussefzunc;;  und  nach  §.  3.  itt  <  » 

/(^)  =  F{a:)  4-  SP  (^),  /'(^)  =  ^V) 

also 

wie  behauptet  wurde. 

Lehrsatz.  Wenn  f{a:)  eine  g-anze  rationale  alge- 
braische Function,  und,  iudem  ^.h  eine  positive  g-anze 
Zaiii  bezeichnet,  jF(A')  =  ari" /(.«^)  ist;  so  ist  jederzeit 

Beweis.  Bs  sai 
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ist;  so  Ut  jcderieit 

JP-C«)  — Zita:)  ^(x)  "♦"j^-»?) 

Voo  der  Ricktigkeitglieses  Siilzes  Überzeugt  mnn  eich  leicbt  duvdk 
eine  sacceiMFe  AnwendiiBg  des  ttnaiitlelbar  vorbergebeiHlea  Sati4«b 

§.  1#. 

I^ehrnat%»  Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  jio- 
sittve  ganze  Zuiil  bczeiclinct,  sei  =  (or  +  a)" j  s o 

ist  jederzeit 

9p'«(^)  =  /<(.r  -f-  aY~K 

Beweis.    Weil  ' 

[sc  -f-  fl^)"  =  f.x'  -h  «)  (o^"  H- 

tl.  i.  in  der  eiDgetiilirtt-n  Bezeirlmuntr 

^n^x'S  =  (a-  -+-       «_i  (^), 

und  nach  §.  1.  die  erste  derivirte  Fuuciiou  von     -J-  a  der  Einbeit 
gieicii  ist)  80  ist  nach  §.  7. 

(jp  «(ä?)  =  (or  -+-  «)  -H  sp«-i(a:) 

oder 

5P'„(^)  =  (a:  +  flf)  ISpÄ-iC^)  +  SP«-2(^)J. 
DttrcJi  suceessive  Anwendung  dieser  Relatieii  erhält  man 

y',(^)  =  l  =  I(.r-f-rtr)o, 

u.  8.  w. 

Also  ist  offenbar  iur  jedes  positive  ganze  m 

wie  bewiesen  werden  sollte.  ' 

f  11. 

Leftrta^,  WeDnyi(a?)  eine  ganze  rationale  algebrai- 
seheFun  ction  VQ n>2-  ist,  n n 4  a I s o /|^-Hi)  die  ganze  ratio- 
nale ;ilu;ebraisrlic  Function  von  at  bezeicliuet,  welche 
man  aus  f[x)  erhält,  wenn  man  ^ -f- «  für  .r  setzt;  so 
wird  die  erste  dorivirte  Function  von  /(x-^-a)  in  ßezug 
&ut\ruls  V  er  HU  derlicbe  Grösse  erhalten,  wenn  man  in 
der  ersten  derivivten  Function  f\jc)  von  für  as  die 
Grösse  ^  +  aF  setzt 

Beweis.   Es  sei     *  .  , 

and  folglich 

Selzen  wir  nun  f{ae  J^a)  =  ^{a:\  so  ist 
^)^a^-^a^  (^H-«)*-*-«j 
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und  fol^i^Iich  nach  f.  4.,  f.  2,  und  f J  10.        <  . 

9)'(^)  =  a. -4-2flr,  (//;-f-flr)4-3flr3(.r-hfl?)»-f....-|-Äflr„(.ir-4-«)«->. 

Weil  nun  die  Grösse  ;inf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
offenbar  aus  deiti  obiiieu  /'(.t)  erhalten  Tlird ,  weuii  man  .v  a 
Tür  .V  setzt,  so  erhellet  die  Richtijrkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

Anmerkung.    \eruiögc  dkses  Satzes  ist  man  berechtigt ,  *die 
erste  derivirte  funetion  von  /(k-  -^a)  in  Besug  anf  of  ab  verän» 
.derliehe  Grosse  dQrcli/*(ar  +  a}  xa  bezelchaeii. 

f.  12. 

Wenn 

/(.r)  =  «o-4-«i  ^-f-«>  ir*H-»,  o?» -h . . . H- «<»^ 

ist,  so  ist  nach  1. 

y'ia;)  =  1 .  «1  H-       .^-4-  3«,  .r*  -|-  4«4  o?'  -4- . . .  -h  iwJ^j»ar«~^ 
/»(ar)  =  1 . 2«, +2  •  3a,  arr|-3 . 4«^  4f»+ . . .  -+-(»— 

t  U.  B.  W.  * 

/(«-J)(.r)  =  1.2.:5...(/*— IJ  «r«-i-|-2.3.4...JMr»Är,  , 
/C«)(a;)=1.2.3.4...««», 

woraus  sich  zugleich  der  8at8  ergiebt ,  dass  die  »te  derivirte 
Function  einer  jeden  g-anzen  rationalen  al  gebrai  scli  en 
Function  des  «t  e  n  Grad  es  eiuecoustaute  Grösse  ist,  und 
alle  folgenden  denvirteu  Function  daher  verschwinden, 
weil  die  derivirten  Functienen  einer  jeden  eonstanten« 
Grösse  d  «lie  oian  immer  unter  der  Form  darsteilen 
kann,  natarlick  sämmtlicb  verschwinden. 

Setzt  mrtii  nun  aber  in  den  säs|^tlicben  *  obigen  Gleicbnngen 
ar  =  0;  so  erhalt  man  ^  <  - 

/(O)  ±=a«, 

/'(O)  =1«,, 

/"(O)  =  1 .  2«„ 
/"'(0)=  1.2.3«,, 

U.  8.  W. 

/(«-i)(0)==1.2.3...(»-.l)  «».t, 
/C<>)  (0)  =1.2.3.4...JS0„, 

und  folglieb 

«o «1——»  «»— .7:2»  ''»  —  1:2:8'        — ITTä"' 
Also  ist 

.,         =^(0,  -^^  .  H- ... .  -H«  ^. 

welches  ein  sehr  merkwürdiger  Ausdruck  einer  jeden  ganien  ratio« 
nalen  algebraischen  Fonction  des  jsten  Grades  ist. 
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Setzt  man  r)  =  9!>(/),  so  ist  nach  dem  ko  eben  bewie- 

senen Satze,  weil  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraiscbc 
Fnnctioii  des  i»t«ii  Grail«»  von  4  ist. 

Durch  successive  Anwendung  Ucs  in  U.  bewiesenen  Satzes  er* 
hält  man   .  ' 

y'(,)  =/'(^-4-^), 
n.  8.  w. 

•      Ä  y-}(<)=:/ti.)(x-|-<); 
und  folglich 

5K0)s=/(«),  »•(•)=/^*).  »^o)=jn(*),  ...»(«)(0)  =/(-)(*). 

Also  ist  nach  deoi  Obigen 

welches  ebentalls  eine  s^r  merkwurtiige,  und  an  Folgerungen  sehr 
fruchtbare  Formel  ist.  , 

f.  13. 

Um  eine  Anwenduns^  der  Formel  Ii.  in  dem  vorigen  Paragra- 
phen zu  zeigen,  sei  /(ai)s=sa:»,  wo  j»  eine  positive  ganze  Zahl 
'sein  soll,  und  folglich 

/(a;  4-  f )  =  (.r  4-  #)«. 
Weil  niin  nach  der  Vornassetsung  und  nach  f.  1« 
/{of) 

u.  s.  w. 

=  !!(<•— 1)  (ü  — 2)  (»  —  3). ..2.1 
ist;  so  ist  nach  f.  12.  II. 

welche  GlelcbtiDg  der' analytische  Ausdruck  des  Binonjischen 
Lehrsatzes  für  positive  ganse  Exponenten  ist. 

*.  14. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass und  ^{a:)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  wollen  wir  nun  noch  das  allgemeine 
Gesetz  der  böhern  derivirten  Functionen  der  ganzen  rationalen  al* 
fjfebralschen  Function 


Digitized  by  Google 


26  • 

F(^)=/(ar)y(x) 

«Dtwickefn. 

Wendet  man  auf  diese  Function  die  aus  dem  Obigen  bekanntea 
Regeln  zur  Entwickelaog  der  derivirteo  IfunctioDen  aoj  so  erbält  * 

man  nach  und  nach: 

iP-'(ar)=/l(^)SP»-f-/'(^)9'(^)  • 

U.  8.  W. 

Ueherlegt  man  niin,  das» 
(arH-#)^=  of*  ofi 

(o; -h  #J»  =  or*  -f-  2a:*i  -4- 

=  o?» -H        -h  3df  •» -f- 

U.  8.  W. 

ist;  so  wird  man  sich  sogleicb  Uberzeugen,  dnss  die  nnmeriachen 
Cocfficientcn  der  einzelnen,  Glieder  der  Kntwickelungeo  der  deri- 
virfod  iMiiirtioiien  d*'r  Functioir  F'i'f)  nach  lind  nach  l'^üdz  «'Iton  sc» 
entstehen,  die  nunierischen  Coetücienlen  der  einzelnen  (.Ijciler 
der  Kntuici^iungeu  der  l'otenzen  von  ^  +  '*  Daher  sind  die  uu-> 
meriscben  CoefiicieDteD  der  einselnea  Glieder  der  Kntwickelung  von 

einerlei  mit  den  numeriscbeu  Coefficienteo  der  einaelnen  ^ 
Glieder  der  Entwickelunir  von  ui\d  es  ist  also  nach  dem 

Obigen  und  nach  ^.  1^.  utfenbur 

u.  s.  w. 

Jl  •  •  •  •  i» 

1.15.  ^  • 

Wenn  man  in  der  aus  (•  12  bekannten  Gleiebung 

y       =yt.)        .  +^T^^'+ . . .  +^  *• 
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für  :r  iiud  t  respective  a  und  x-^a  setct;  so  wird  dieselbe 

Ist  nun  unter  drr  \  itraiissctauiig,- dass  ///<^//')  ist. 
/(«)  =  0,  /  (a)  =  U,  /"(«)  =  0. . .  =  0  i 

SA  ist 

uod .  t'ulglicii  die  1  uactiuo  f^-*^)  oüeubur  durch  (o:* — a)"^  ubue  Rei»t 
tbeilbar. 

WesD  umgekehrt  die  ganze  rationale  uigehraische  PaDCtioB 
des  Jiteo  Gr»deft/'(^)  durch  (jc — a)"^  oitnc  Rest  tbeilbar  ist;  so  itt 

wo         eiBiB  giioie  ratiooale  algebraische  Fnectioii  vod  a:  be- 
leicbiiet;  und  nach  f.  14.,  f.  2.  und  f.  10  Ist  folglich ,«weiiD  nur, 
n  nicht  grösser  als  m  ist, 

+  -y-g^^ .  /«(ot— a)«-«  9)*-2(^) 
u.  s.  w. 

Hieraus  sieht  luaD,'  dass  die  Eotwickeluugeu  der  derivirien 
Functionen  *  ^ 

iu  allen  iliren  fHiedt-rn  die  Grosse  — f/  als  Farti>r  enthalten^  wor- 
aus sich  unmittelbar  ery^iebt,  duss  diese  derivirteii  Tunctionen ,  so 
wie  die  Function  /(^)  selbst,  tür  as^a  sämmtlich  verschwinden, 
oder  das8 

/(«)  =  0,  f\ ./)  =  0,  /»  =  0,  . .  ./C«-!)  («r)  =  0 

ist. 

Aus  dem  Bisherigen  ergiebt  sieb  also  der  folgende  Sotx: 

Wenn,  anter  der  Voraussetzung,  dass  m<^j»  tat» 
/(«)  rs:  0,  >(«)  s=  0.  /"  («)  =  0,. . . .  f^^^a)  ==  0 

ist;  SO  ist  die  Punctiony(^)  jederzeit  durch  (a:-a)"*  ohne 
Rest  tbeilbar,  und  umgekehrt. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sieb  ferner  unmittelbar,  dass,  wenn 
fUv)  dun^h  keine  höhere  Poteux' von  or — u  als  {of^«)'^ 
tbeilbar  ist,  nur 


•)  Weil,  xvenn  On  der  Coefficient  des  höchsfon  Gliedes  der  ganzen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  /  (<^jL  des  //cen  Grades  ist,  welcher  also 
nicht  Teraehwindet,  bekanntUeh /(")(a;)3Bl.2.i.*.iMiM,  und  folglich 
auch /(»Xa)s  1.2*$ ist;  so  ist  na» /i»y{m)wm^ 
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—  (1,  /■'(«)  —  0,  f  \a)  =  0,  . . .  /t«~«(«)  =  0,  , 
nicht  au  eil /^('"^(«r)  =  0  ist.  ^ 

I^Jkr9at%,  Wepu  die  veränderliche  Grösse  o:,  tod 
welcher  die  gnnxe  rationale  algebraische  Fuoetion .des 
ivten  Grades  /(or)  mit  latiter  reellen  CoefficicDten  ab- 
hängt, sich  von  ^bi»  fj  stetig-  verändert;  so  verändert 
sich  die  Function  /(.r)  \o\\f(n)  bis  /(/i)  stetig. 

Beweis.  Dass  jc<le  e^aiize  rationale  alü^ebraisch«  Function  für 
'jeden  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  ihrer  veränderlichea 
Grösse  einen  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  erbftlt,  int 
für  sich  klar. 

Nach  der  Formel  §.  12.  Ii.  ist  allgemein 

/(or  -I- «)  =/(^)  +  —  i + "772^'  -H .  •  •  i-:sr 

»und 

ist  folglich  die  Veränderung,  welche  /"(^t)  erleidet,  wenn  a;  sich 
um  i  ändert.  Bezeichnen  wir  nun  den  absoluten  Werth  derjenigen 
unter  den  Grössen  • 

riai)  rM  rw  fJnM 

1  •  1.2»  1.2.S»""  1...»» 

welche  den  grössten  absoluten  Werth  haben*),  *durcb  nnd  den 
absoluten  Werth  von  *  durch  f , ;  so  ist  der  absolute  Werth  von 

1    *^  1.2  *  ^1.2,5*  ^-r^  !...#»  ' 
nicht  grössermls 

d.i.  nicht  grosser  als  # 

(n-^i + -h  *i '  H- ...  H-  »•.«~^)  =  y  ^^tEtt- 

Nehmen  wir  nun^  was  offenbar  verstattet  ist,  «,  kleiner  als  die 

Einheit)  so  ist 


und  folglich  der  absolute  Werth  von 


j  '+T:2-*  -*-n273^  -*--"*-T;:;5^  ^ 


Fi' 

kleiner  als  ' 


Bexeichnet  jetit  /t»  nine  beliebige  positive  Grösse,  po  ist  die 
Bedingung 

*)  Mehrere  dieser  Grössen  können  gleiche  Wertbe,  Siiao  auch  mehrere  den 
grössten  absoluten  WerA  haben.' 
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jederseit  erfiiAt,  wenn  «Ii«  Bedinfoiig 

erfüllt  ist,  und  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erinlit,  wenn  die  Be- 

+       <i»  oder  f\ 
erfüllt  ist.   Nimmt  man  also  . 


and  fotglicbj  wie  es  nach  dem  Obigen  erfcprderlich  ist^  auch  Si<!l; 
so  ist      •  ^ 

and  nach  dem  Obigen  folglich  der  absolute  Werth  tob 

kleiner  als       Da  man  nun  die  Grösse  f»  beliebig  klein  annehmen 
kann,  so  sieht  man,  dasa  die  Grösse 

1  1.2  *  ^1.2,»*  ^•••^  1...»  * 

der  Noll  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  iiur^nahe 

feoug  bei  Nnll  annimmt,  und  der  Null  unendlich  nahe  kommende  • 
eränderongen   der  veränderlichen  Grösse  a:  führen  also  ufTenbar 
der  \ul!  unendlich  nahe  kommende  Veränderungen  der  Function 

/(^j  heil) ei. 

Weil  nun  jedem  endlichen  völlig  bestiinmteu  reellen  WVrthe  ' 
der  veräudcrlii  heil  Grösse  ^  ein  endlicher  volliff  besttminter  Werth 
der  Function  /(a;)  entspricht;  weil  ferner  der  Rull  unendlich  nahe 
kommenden  Veränderungen  der  veränderlichen  Grösse  a:  der  Null  un- 
endlich nahe  kommende  Veränderunirca  der  Function  /'(or)  cntspre- 
clien;  weil  endlich  und /'(^j  die  Werthe  sind,  welche  die  Func- 

tion y{x)  für  w=.ff  uuil  erhält;  so  ist  klar,  dass  die  Function 

f{x)  sich  von  f{o)  bis  /{p)  stctisf  verändert,  wenn  die  veränderliche 
Grösse  jc  sich  vuu  a  bis  L  stetig  verändert,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  17.  • 

Erster  Ztisatz,     Die   ganze  ratioaale  algebraische 

Function 


mit  lauter  re#|}en  Coefficienten  nähert  sich  der  Grösse 
«To  als  ihrer  Gränze,  we n n  .r  s  i c h  d e r  X n  1 1  nähert,  und 
kann  dieser  Gränze  beliebig*  nalie  iiebrai  ht  werden j 
wenn  in  au  n  u  r  :v  nahe     e  n  u  sf  hei  Null  a  n  n  i  ni  ui  t. 

Da   die  ganze  rationale   algebraische  Function  /{^')  für  a?=0 
den  Werth       erhält,  und  sich  nach  dem  vorigen  Lehrsalze  von 
an  stetig  verändert,  wenn  man  sich  4r  von  Null  an  stetig  verän- 
dern lässt;  80  erhellet  die  Richtigkeit  des  Satses  mit  völliger 
Dentiichkeit. 
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f  18. 

Zweiler  Ztuaiz^V'ur  lassen  sieh  inmer  der  Null  $o 
nahe  kommeode  anheben,  daas  das  Verteielieo 

der  ganxeo  ratioDalen  algebraischen  Funetioa 

mit  lauter  reellen  Coefficieoten,  wo  nicht  verscbwin- 
den  ioll^  mit  dem  VorzeicLeo  ihres  ersten  Gliedes  n«^'" 
einerlei  ist. 

Es  Ist 

/(^)  =       (fl'o-1-  ^^1'^  -H  «'j^'  -+-  -I-  ...  -h  fl'«.^«). 

Nähert  sich  nun  ^  stetig:  der  Null,  so  nähert  die  i  uuctiun 

sich  nach  dein  vorigen  Zusätze  stetip^  der  Grösse  als  ihrer 
Gränze^  und  kann  dirsdlipn  beliebig  nnlie  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  a:  nahe  i;tMHiL;  Itci  Null  anniinnit.  wird  also  für  der  Null 
sehr  nahe  kommende  Werthe  von  oUenbar  mit  gleiches  Vor- 
zeichen haben,  woraus  sieb  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Punclion 

für  der  Null  sehr  nahe  konniiende  Werthe  von  a;  mit  a^a^  gl^i* 
dies  Vorzeicheo  bat,  wie  behauptet  wurde.  * 

§19. 

Dritter  Z/UHatz.  Für  htssen  sich  immer,  absolut  ge- 
nommen, so  grosse  Werthe  angeben,  dass  d.ts  Vorzei* 
eben  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

mit  lauter  reellen  Coeffici ente n  mit  dem  Vorseiehen 
Ihres  höchsten  Gliedes  einerlei  ist. 

Es  ist 

r 

oder,  weni^  der  kürze  wegen  ^  =  $  gesetzt  wird. 

Für  der  Null  unendlich  nahe  kuuimeude  Werthe  vou  ^  hat  nach 
dem  vorigen  Zusatve  die  Grosse 

mit  ffoi  ^^^^  Grösse 

mit  tff^  gleiches  Vorzeichen,  woraus  die  Hichtigkeit  des  zu  be- 
weisenden fiMitzes  unmittelbar  erhellet,  weil  der  Null  unendlich  nahe 
kommenden  Wertben  von  £  oft'enbar,  ohne  Rücksicht  auf  die  Vor« 

xeieheD,  nnendlieh  grosse  Werthe  von  entsprechen* 
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f.  20. 

Es  sei  jetit  ^ 

Wü  ji  eine  beliebige  ronstaiitc  Cirösse  l»e?.i'irIiDet,  iintl  die  Crüssen 
a,  /Lc,  ^  ....  säiurniiicb  unter  einander  uup^leicli  sein  suiicu. 

V^urch  Eutwickelung  der  ersten  derivirten  Function  dieser 
FiipctioB  fiodet  mo  leicht 

f(£l      »»        p    ,  y    ,  , 


(,ar-a)  ix-A)  Ix-c)  iX'd) .... 

oder,   wenn  man  Zahler  und  \enner  des  Bi  iiehs' auf  der  rechten 
Seite  des  iileichheitszeicheas  der  Kürze  we^^n  reftpective  4ureb 
und  F^(ic)  bezeiclinet, 

Fix) 

Sei  nun  t//f.r)  der  !2;rii.sste  gemeinschaftliche  (algebraische) 
Divisor  von  und  f  {a:}\  so  sind,  wenn  wir 

— ^y  =  y(.r),  ~y  =  y,(.r) 

setzeo^  sKr^)  ""^  ^^'C*^)         fcanse  rationale  alg^ehraische  Functio- 
nen von  .ar,  die  für  keinen  Wert!»  von  .?*  zus^leich  verschwinden, 
weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  oüenbur  ^/(.r)  nicht  der  grösste 
genieinächultliche  Divisor  von  J{>v)  und  fijx)  sein  würde. 
Ans  de»  Vorfaergeheeden  ergiebt  sich 

f'ir)  F{x)_  _  t(£). 
f{x)       F^{.v)  (f^ix)' 

Weil  ^,f«)  =  0  und  nach  der  Voraussetzunc: ,  wie  tioi^ieich  in  die 
Augen  lullen  wird,  nicht  F\(i)  z=z  ü  ist;  so  uiuss  wegen  der  vor- 
hergehenden Gleichung  offenbur  (p^{a)z=0  sein,  woraus  sich,  weil 
«p(jr)  und  (p,{aF)  für  keinen  Werth  von  a:  zugleich  verachwindea, 
ferner  ergiebig  dass  nicht  9>(«r)  =  0  ist. 

Weil  5p|(0)  =  O  ist,  so  geht  jc<^s  in  auf,  and 

ist  folglich  etae  ganae  rationale  algebranche  Function.  Nach  den 
Obigen  ist  nun 

Fja)  yCr) 

Fiiof)  !  (df  —  sr) .     9»i(^)  :  «)' 

d.  i.,  wenn  wir 

(jf—^ö)  (o?  —  c)  {a:  —  //)....  = 

setzen, 

Fix)  _  qKxl 
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Weit  weder  9p(«)  =  0,  noch  =  0  üt,  la  ergiebt  sich  ans 
dieser  Gleichung,  daiB  auch  9>,(0)  oicht  venebwiDdet. 

NiDimt  man  nun  alles  \  orlH  rrjohendc  zusammon,  so  ist  klar, 
dass  a  eine  Wurzfl  (!er  üleichung  y,(a:)  =  0  ist.  dass  aber  diese 
•  Gleiche iiü^  die  in  Hede  steheude  Wurzel  nur  ein  Mal  enthält,  udü 
auf  ganz  äliulidie  Art  überzeugt  man  »ich,  dass  auch  jede  der 
Grossen  ^,  r,  «ine  Worsel  der  Gleicbuog  </),(^)=0  ist, 

dass  aber  diese  GleielitiDg  jede  der  in  Rede  Stehenden  Wurxel^nnr 
ein  Mal  enthält.  ^ 

Zei-ren  lässt  sich  nun  auch  noch  obne  Schwierigiceit ,  dass  die 
Gleichung  5p,(.r)  =  U  ausser  öt,  ^,  (L  ....  iB^ar  keine  Wurzel 
weiter  hat.    Wäre  nämlich  g  eine  nicht  unter  dy  ,  . ,  ^ 

vorkommeDde  Wurzel  der  Cleichnng  <jp,(.r)  =  0,  und  folglich 
^^(o)  =  0;  so  Biüsste»/weil  nach  dem  Obigen 


jst,  offcnhar  auch 


und  folglich  entweder  —     oder  F^{^)         sein.    Beides  ist 

a1>er  nicht  möglich,  weil  die  Fuuctiuuea  ^(^')  uod  ^xi/^)  ^Ür  kei- 
uea  Werth  von  a:  zugleich  verschwinden,  und  ^ 

,  F\(g)=lg-a){g-!,){!^-c)ig-d).... 

offenbar  nicht  verschwindet,  weil  die  Grösse  g  unter  den  Grössen 

b.  c,  fl.  ....  nicht  vorkommt. 
Man  sieht  also ,  dass  jede  der  GrüsscD  «r,  .  • .  •  eine 

Wurzel  der  Gleichung 

9>,(ä')  =  0 

ist.  dass  aber  diese  Gleichung  jt  ilf  der  in  Rede  stehenden  W^urzein 
nur  ein  Mal  enthalt,  und  ausser  dense)l>en  gar  keine  Wurzel  hat. 

Die  Function  <f>x{^')  ist  der  Quotient,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  /(.^)  durch  den  grössten  gemeinschaftichen  Divisor  voo 
/(.ir)  und/'(^)  dividirt,  und  man  kann  also  nach  dem  Obigen  ans 
jeder  gegebenen  Gleichung 

/(*)  =  0 

immer  leicht  eine  Gleichung  ableiten,  welche  alle  ungleichen  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  nur  ein  Mal,  und  ausser  denselben  gar  keine 
andere  %Vnrael  weiter  enthält. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  9),(cr)  =  0  erhält  man  alle  un- 
gleichen Wurzeln  der  Gleichung*  /"(  i  )  =  0,  und  wird  nun  auch  in 
allen  Fällen  durth  mehrmalige  suceessive  Division  mit  :v  —  ar, 
a:  —  0,  —  —  (/.  ....  in  die  Function  f{a:)  bestimmen  kön- 
nen, wie  oft  die  Gleichuug  f{-^')  =  ^  jede  dieser  Wurzeln  enthält. 

Hiernach  kann  man  hei  der  Auflösung  der  Gleichungen  immer 
voo  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  alle  Wurzeln  der  gegebenen 
•  Gleichung  unter  einander  ungleich  sind. ' 


Digitized  by  Google 


33 


B. 

Von  dem  Ezcesü  «1er  gebrocbeoen  rutiouaien  algebrai- 

sehen  Functionen. 

I 

Erklärung,    Wenn  die  gebroebene  rntionnle  algebniielie 

FuDction  Yin^'         y^^)         9if-^)  sranze  rationule  algebraische 

Functionen  sind,  indem  die  vcrnnderliclie  Urüsse  sich  von  a  bis 
It  stetig  verändert,  n  Mal  unendiicli  wird  und  dabei  von  dem  Ne- 
gativen zum  Positiven  übergeht,  und  ausserdem  41»'  Mal  uoeudiick 
wird  nad  dabei  von  dem  Positiven  xnm  Negativen  übergebt  ^  ao 
bebst  die  Difierena  n  —  n\  welrhe  wir  durcL  E  bezeichnen «  also 
n — si'=£aetsea  wollen,  der  Excess*)  der  gebrochenen  ratio* 

aalen  algebraischen  Pnnetion  die  GrSnsen  m  und  ' 

Wenn  n' ist.  d.  h.  wenu  zwischen  den  Grätiieu  0  die 
gebrochene  rationale  algebraische  Function  indem  dieselbe 

unendlich  wird  und  ihr  Zeichen  ändert,  immer  vom  Negativen  xnn 
Positiven  tüjcrsreht,  so  ist  E^=n.  Wenn  *f=:0  ist,  d.  h.  wenu 
zwischen  <i('i)  (iräuzeu  «r,  ö  die  gebrochene  rationale  algebraische 

Fnactioo  indem  dieselbe  unendlich  wird  n^d  ihr  Zeiehen 

ändert,  immer  vom  Positiven  i«m  Negativen  übergeht,  ao  ist 

Für  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen .  welche 
zwisclien  zwei  bestioiuitcn  i. imuzimi  niemals  unendlich  werden,  ist 
der  diesen  Uräozen  entsprechende  lixcc^s  Null.  Für  eine  ge- 
brochene rationale  algebraische  Function,  welche  niemals  unendlich 
wird,  also  X.  B.  für  jede  gebrochene  rationale  algebraische  Function« 
deren  Zähler  durch  ihren  Nenner  ohne  Rest  theilbar,  und  die  also 
eigentlich  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  ist,  TOT- 
schwindet  der  Excess  für  jede  swei  ganz  beliebige  (kränzen. 

LeJirtmi»»  Für  awei  absoint  gleiche,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzte  gebrochene  rationale  alge» 

braischc  r  unetionen  — r—r  und  —  "TT  sind  die,  gleichen 

Gränzen  eniap rech  enden  Exccssc  jederzeit  absolut 
gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  eu tgcgeuff esetzt,  oder 
die  Summe  dieaer  beiden  Ezcease  ist  gleich  NnlK 

Beweis.  Wir  wollen  annehmen,  dass •zwischen  xwei  gewis- 
sen Gränzen  die  Fuucliuu  — indem  Uichclbe  unenüiicb  wird^ 

9W  , 


*)  Den  Ausdruck  exces  gebraucht  Herr  Moigno  nach  Sturm  und  Libu« 
Tille.  Cauchy  nennt  dieselbe  Grösse  imice  int^ral. 
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n  Mal  voin  Negativen  xnm  Positiven  und  u'  Mal  vom  Positiveii 
cum  Negativen  übergebe ;  so  gebt  zwischen  denselben  Grinden  die 

Function  —  indem  sie  unendUch  wird ,  offenbar  m  Mal  vom 

Positiven  zum  Negativen  und  u  Mal  vom  Negativen  zum  Positiven 
liber,  und  nach  f.  21.  ist  folglieb  der  Bxeess  der  ersten,  n'—^^B 
der  Bxeess  der  zweiten  Functioo.  Weil  nun  n' — »  =  —  (u  —  m')^ 
oder  (ü  —  +  — 1»)  =  0  ist,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des 
zn  beweisenden  Satzes. 

♦.«3. 

\LeAr»0aM.  Wenn.  ^  nnd  ^  die  B&cesse  der  beiden  gor 

brocbcneD  rationalen   alffebraiseheo  Functionen     \  J 

und  — r~T«  derem  zweite  das  Recin  roke'Sler  ersten  ist,  fii* 

ffM^y  ... 

jdie  G ranzen  r/,  ^  sind;  so  ist  i  moier 

^H-Z^'  =  ü,  oder  ^'-i- A'  =  t*- 1,  oder  E-\-E':=^^l^ 

Jeuachdem  die  beiden  Gräuzwerthc  — r^,  ^ ^^f}  der  Func- 

tion         gleiebe  Vorzeichen  haben,  oder  der  erste  die- 

ser  beiden  Granzwerthe  negativ  und  der  zweite  posi- 
tiv, oder  der  erste  dieser  GrinzweTthe  positiv  und  der 
zweite  negativ  ist. 

Beweis.   Wir  wollen  annehmen,  dass  zwischen  den  GrSnseo 

«,  b  die  Fnnction  ^;^y>  indem  sie  unendlicli  wird,  isMal  vom  Ne-* 

gativen  zum  Positiven  und  i»'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen, 

dagegen  die  Functicu  ^        indem  ^ie  uueudlicb  wird,      Mal  vom 

Negativen  zum  Positiven  und  /*/  Mal  vom  Positiven  /um  Negativen 
iil»ergelje;  so  ist,  wenn  wir  die  den  Gränzrn  a.  //  cntsprecuenden 
Excesse  unserer  beiden  Functionen  durch  E  und  E'  bezeichnen,' 

Beide  Fuutionen,  welcbe  für  gleiche  Werthe  von  £C  offenbar  immer 

giiicite  Vorzeichen  haben,  können  ihre  Zeichen  nur  dann  ändern, 
wenn ,  sie  entweder  unendlich  werden  oder  verschwinden.  Da  nun 
die  erste  Function  offenbar  immer  Uunu  verächwiudet,  weoo  die 

zweite  unendlich  wird,  so  Ist  klar,  dass  zwischen  den  Grllnzen  a,  6 

(g,  (/tj^ 

die  Function  "^^"^j  indem  sie  verschwindet,  »,  Mal  vom  Negativen 
zum  Positiven  und  is,'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht. 

ff,    (  rp\ 

Gebt- aber  di«  Function  zwischen  den  Gränzen  a,  b  vom  Ne- 
gativen zum  Positiven  überhaupt  /u  Mal,  vom  Positiven  zum  Negati- 
ven fiberhau pt  fjb*  Mal  Uber,  so  ist  nach  den  Vorhergehenden 
ofibobar  . 

und  folglich 
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d.  i,  nach  dem  Obigen 

Haben  nun  die  beiden  Grinawertbe 

der  Function         gleiche  Vorzeichen«  eo  geht  dieselbe  awiachen 

den  Grünsen  W,  ö  offenbar  eben  so  oft  Tom  Negatmn  sna  Poiid«* 
Ten  wie  vom  Positiven  zuni  Negativen  über,  ivie  angenblicktich 
aiu  der  blossen  Ansciiannng  einer  Reihe  Ton  der  Form 


erhellet,   und   es   ist  folglich  /a,  =.  fi' ,   also  nach  dem  Oiiiigen 
Wenn  der  erste  der  beiden  firanawerthe  ' 

der.FanctioD  -'/^  oegativ,  der  «weite  positiv  ist,  so  geht  diese 

Fonction  xwischen  den  Gränaen  0,  &  offenbor  ein  Mal  dfter  Vom 
Negativen  zum  Positiven  als  vom  Positiven  zum  Negativen  über, 
wie  augenblicklich  aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reihe  von 
der  Form 


erhellet,  uud  es  ist  folglich  1,  .also  nach  dem  Obigen 

Wenn  endlich  der  erste  der  beiden  Gränzwerthe 

der  Function         positiv,  der  zweite  negativ  ist,  so  geht  diese 

Function  zwischen  den  Gränzen  b  offenbar*  ein  Mal  Öfter  vom 
Positiven  zum  Negativen  als  vom  Negativen  zum  Positiven  über, 
wie  angenblicklleh  ans  der  blossen  Anschauung  einer  Reihe  von 
der  Form 

-f*  I  1  I  h  ^ 

erhellet,  und  es  ist  folglich     =        1,.  also  nach  dem  Obiiren 

Hierdurch  ist  nun  unser  iiatz  voUstäodig  bewiesen*  \ 

24. 


Grössen 

yorseichen  einen  Wechsel  bilden.  Dies  vorausgesetzt,  kann  man 
nun  den  vorhergehenden  wichtigen  Lehrsatz  auch  auf  folgende  Art 

afudrücken: 

Wenn  E  und  die  Excesse  der  beiden  gebrochenen 
ratioBalen  algebraischen  Functionen         und  fi- 


3* 
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reD  xweite  dat  Reciproke  der  ersteo  ist,  für  die  GrlD* 
Ken  ff,  ^  Biod;  so  iit-ianner 

£-{-£'  =  0,  oder  ^H-i5?'  =  H-l,  oder  ^-|- =  — 

wenn  respective  die  Vorzeichen  vou  f/i'/),  9>i(«)  und 
tf(^)j  fi(^)  zug^ieich  eine  Folge  oder  zugleich  einen 
Wechsel  bilden;  weno'  die  Vorseichen  von  (pj{a) 
einen  -Wechsel,  dl c  V o rzei clien  von  9>(^)r  9P|(^)  eine  Folge 
hilden;  wenn  die  Vorzeichen  von  fp(a),  </>,(«)  eine  Folge, 
die  Vorzeicken  von  9i>(^),  einen  VVeeU»ei  hilden. 

*.  25.  » 

Wenn  der  Nenner  9(0:)  der  'ganzeit  raiioaaleo  algebraischen 
V^metion         von  einem  niedrigem  oder  eben  so  hoben  Grade  als 

der  Zähler  ist;  so  kann  man.  mit.  dem  Nenner  in  den  Zähler  dividi* 
ren,  und  wird,  wenn  man  den  (Quotienten  durch  (2»  den  Rest  durch 
yf(jc)  heseichnet,  eine  Gleichung  von  der  Form 

y(ir)~«-«-y<;r)' 

wo  nun  der  Bruch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
eine  ecble  gebrochene  rationale  algebraische  Pnnction  ist,  erhalten. 

Die  Functionen -^-r-r  und  werden  zugleich  uueadlicii,  und 

für  den  Werthcii  vou  ,  tiir  welche  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den Functionen  unendlich  werden,  benuciiharte  Werthe  von  a:  ist 

offenbar  der  absolute  Werth  der  Function         grösser  ul«  der  ab- 
solute Werth   der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 
welche  Immer  einen  -  endlichen  Werth  hat,  so  dass  also  für  die  in 

Rede  stehenden  Werthe  von  jp  die  Functionen    \     und  -^-r-^  offen«- 

bar   gleiche  Vorzeichen    haben,   weil   das  Zeichen    der  Grösse 

ÖH-~|^  bloss  durch         bestimmt  wird.    Nimmt  man  alles  dieses 

zusammen,  so  erhellet  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  fiir  dieselben 

Gränzen  die  Bxcesse  der  Functionen         *>nd        einander  gleich 

sind,  und  der  Excess  der  erstem  Function  also  immer  durch  die 
Berechnung  des  Excesses  der  letztern  gefunden  Werden  kann. 

Hierdurch  sind  wir  berechtigt,  im  Folgenden  die 

Rcg-eln  für  die  Berechnung  des  l^^xcesses  der  gebroche- 
nen rationalen  algebraischen  Functionen  /wischen  ge- 
eebcocn  (kränzen  auf  echte  h  r  o  c  h  e  11  e  rultonale  aige- 
uraische  Functionen,  deren  Zahler  von  einem  niedri- 
gem Grade  als  ihre  Nenner  sind,  einzasehränken. 


f  .  26. 

Wir  vrolien  daher  jetzt  annehmen,  dass        eine  echte,  folglich 

eine  unechte  gehrochene  rationale  algebraische  Function  liei^ 
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und  wollen  wie  oben  <]k'  den  Gränzen  /7,  b  eotoprecbeoden  ExceMe 
dieser  beidea  Fuoctioueti  durch  E  und       beieicbDeo;  so  ist 

wo  (  eine  nacb  den  in  den  vorhcrg^ebenden  Paragraphen  gegebenen 

Rea^eln  immer  mit  völliger  Siclirrheit  bestimmhrtrr  <.>iisse  ist  Di- 
vidireu  wir  mia  mit  in  <f\j:)  biucio,  bezeichnen  den  (iiiotim- 

teo  durch  Q.  und  den  mit  entgegeAgtsetz^m  Vorzeichen  genouiuie- 
nen  Rest  durch  9>s(<cr)y  so  ist 

9(£)__^_2!2(£) 

Der  Ezcem  von  —7^  für  fUe  Grannen      d  nei  Ey\  ao  ist 

'    nach  §.       der  Excess  von  — fiir  dieselben  Gränzen. 
Weil  nun 

ist;  so  ist  nach  dem  vorb ergebenden  Paragrapben         — E^^  und 
folglich  nach  dem  Obigen 

oder  wo-i?,  £,  die  Ezcerae  von  sind, 

und  £  eine  nach  den  aus  dem  Obigen  bekuuuteu  Regt^iu  jederaeit 
mit  Tülliger  Stelierlieit  beatimmbare  Grtae  ist. 

$.  27. 

Nach  Voraosschickung  dieser  Principicn  lassen  sich  nun  die 
Regeln  zur  Re^timmiint»"  des  zwei  acegcbenen  Grän/cii  /j  entspre- 
chenden F>xcesscs  der  eclitcu  gebrochenen  rationalen  algebraischen 

Fanetion         ohne  Schwierigkeit  entwickeln. 

Man  dividire  mit  ^t(a)  in  9{^)t  und  bezeichne  den  Quotienten  ^ 
durch  Q,  den  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommenen  Rest 
durch  9>s(^)t  so  ist 

Ferner  dividire  man  mit  (fzi^c)  in  5P,(ia^),  und  bezeichne  den 
Quotienten  durch  Q, ,  den  mit  entgegengesetztem  \  orzeicheu  ge- 
nummenen  Rest  durch  9),(jr),  so  ist 

Auf  ähnliche  Art  dividire  man  mit  <p,(^)  in  9>2(^),  und  be- 
zeichne  den  Quotienten  durch  Q^,  lien  mit  en^egengesetztem  Vur-> 
zeiclien  genommenen  Rest  4nTcb  (p^(a:),  so  Int 

Geht  man  auf  diese  Art  weiter,  so  wird  muu  immer  endlich 
aut  einen  versciiwiudeudeu  ßcät  kommea,  und  jederzeit  eine  Reihe 
Gleiclmiigen  von  der  Fora 
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 ß  _  ^tW 

f-C^)  — 

wo  ^«.1  eioe  ganse  rationale  algebraische  Fmction  von  a:  itt, 
erbaheo. 

ßezeichnf'u  wir  jetzt  die  den  Gräoaen  6  enUpreeheoden 
Hixcesse  der  Functloneo 

fiM   9ii^)     Vj(£)  yn(j:)  (pn-lix) 

yt(^)'  '  .*  fd.iP} 

mpectiTe  darcli 

Bg^       En-ti  Eni 

so  ist  nach  §.  2^.  mid  $.23. 

En—t= — i; 

wo     «i,  c»,      ...  fit— 1  gewisse  mittelst  der  aus  dem  Vorhergehen- 
den,  bekanoteo  Regeln  mit  völliger  6ieherheit  bestimaibare  GrSssen 
^  ain^,*  Onreh  Addition  der  Torbergebenden  Gleichungen  erhKlt  man 
'  aber,  wenn  man  ai^ebi  waa  aicb  anflieben  läset,  und  Ibealagft»  dasn 
nacb  fw  21.,  weil 

eine  p^anze  rationale  algebraische  Function  ist,  Eit=^  sein  nuss, 
sogleich  die  Gleichung 

nnd  siebt,  also,  dass  zur  BerecbDune  dea  Bxcasses  E  nur  eine  vSl> 

lig^  sichere  und  möglicfai^  einfache  Resrel  zur  Bestimmung-  der 
Grössen  €,  f,,  .v.        erforderlich  ist,  die  wir  nun  zu  ga- 

ben versuchen  Wüllen. 

Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  Werthe,  welche  die  Functionen 

y(-^)t  SPi(-^)*  SP2(^)i  9^(^)9  •  • '  94.^) 

für  a:zsza  lud  liir  jKssiß  arbakea,  in  awei  ZeÜeny  wie  £iilgt  unter 
einander: 

(1)  ....  9>(«),  f/iM,  f/al«),  y'al«)»  ••••  SP«(«)t 

(2)  ..,.SP(^),  <jp,(^),  5P,(<^),  9,(<J'), ....  sp„(^). 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  irgend  eine  der  Grössen  €,,fj|)^B» 
...  fn  2,  die  wir  im  AUgemeinen  durcJli  tm  beaeiduiea.waAian ,  so 
ist  nach  dem  Obigen 
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wo  Em  und  Cxcesse  der  FuDctionen 

 7—7-  und   7-; 

fpr  die  Gränsen  «r»  ^  siod.   Weil  aber 

ilt,  so  ist  uacli     25.  der  Eatcess  voq  —         fr}*  ^*  **  —  ^m+g 

9Mb  f.  22.,  den  Bzcesse  von         /-  s^leieb.  Beselchiieii  'wir  aW 

den  Excess  der  letztern  Fiuu  tiou  durch  J^m,  sn  ist  —  En^i=zE\, 
eder  Em^i=^E'ms  und  folc^lich  oacfa  dem  Obigen 

En,  =  —  E'„~^€n  oder  J?«  4-  £"1^  =  f « . 

Also  ist  nach  24. 

Cm=0,  oder    — ■l  -l,  oder  c^kS— 1, 

weoD  respective  die  VorzeicLen  von  (ipm{a)i  <pm+i{a)  und  9m{&), 
^p^i(^V  zugleicli  eiaeo  Wechsel  oder  zugleiea  eine  Folge  bilden; 
wonn  (fie  Vorzeirfien  von  <rw(^/),  ^,«-1-1  (^/)  einen  Wechsrl,  dio  Vor- 
zeiclien  von  (fm{^y)^^m-^\{^')  eine  Folije  bilden;  wenn  die  V  orzeichen 
von  (pm(a)i^m-i-iM  eine  Folge^  die  Vorzeichen  von  (pm{,^)i  9>m+iijf) 
einen  Wecbsel  bilden. 

Gans  dasselbe  lässt  licb  auf  folgeade  Art  aueh  von  der  Gröise 
^M-i  beweisen.   Nacb  den  Obigen  ist 

Em^i  =  —  En'^fi^i  öder  Fn-^ -H-fil«  =  Cm_i, 

wo  £»— 1  und  Eh  die  Kxcesse  der  Functionen 

I 

und  


sind.   Also  ist  nach  §.  24» 

t«^=0,  «der  «j,-isrf-l>  ader  1> 

wenn  respective  die  Vorzeichen  voa  ^n^i{a),  ^^»{a}  und  ^^m— i(^)> 
zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenn  die  Vorzeichen  von  <p„-i{a) ,  (f  u(^f)  einen  Wechsel,  die  V  or- 
zeichen von  g>H—i{lf),  <Pn{^}  ^ioe  ru^e  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 
von  (pn—i{a)y  VmM  eine  Folge ,  die"  Vorzeichen  von  yn_i(^),  ^«(^} 
^inen  Wechsel. bÜlaen;  welcaes  ^Ues  ganz  mit  dem  Obigen  liber- 
dinstSmnt. 

t 

Seien  nun  ta  und  /  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 
in  der  Reibe  (1),  w'  und  /'  die  Amnbl  der  Wecbsel  and  dei»  'PoU 

gen  in  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  Falle,  wo  einem  Wechsel  in 
der  Reihe  (1)  eine  Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x;  die 
Anzahl  der  Falle,  wo  einer  Folge  in  der  Rrihe  (Ii  ein  Wechsel  in 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x  ;  die  Aii/.a!il  der  Fälle,  wo  einem 
Wechsel  in  der  Reihe  (1)  ein  Wechsel  m  der  Reibe  (2J  eotsnricht, 
sei  x" ;  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  ia  der  Reihe  (1 )  ehle 
Folgte  in  der  Reibe  (2)  entspricht,  aei  a'";  so  ist  nach  den  Vorbar* 
gebenden  offenbar 

•  +  *  I  •!*  *i"  ••••  "I*  *!*Hi  SS  a — a*, 
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also  £  =  « — x'.   Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  eriieliet, 

and 

also 

Daher  ist 

Mnd  sar  Berechoung  des  Bsceaaes  einer  eeliten  gebrochenen  ratior- 
nalen  algebraiseiten  Fnnetion  ergiebt  sieb  also  die  folgende  Regel: 

Man  bilde,  wenn  ecbte  gebro* 

ebene  rationale  algebraische  Function  ist,  nach  der 
oben  gegebenen. Anweisung  die  beiden  Reibea 

♦ 

92(«)i  5P3(«)» 

5pW>        y»!''')»  sp»(^)»  — 

und  7Hl)1e  in  jeder  dieser  beiden  Reihen  die  vorkommen- 
den t"  c  h  s  e  1  iff  und  F  o  I  e  n  f^f  ;  dann  ist,  wenn  der 
gesuchte,  deu  lilräazcn  h  entsprecheude  Excess  der 
gegebenen  Fnnction  ^ie  |^ew9bntieb  diireh  M  beseiebnet 
wird. 

Weil  naeh  den  Obigen 

,  y»(^)  —  Q  ,  —  yt(^)     ,  .  ' 

V>^(j:)      /«»"T-    y^^^^  , 
u.  s.  w. 

ist;  so  sieht  man,  dass  die  dirösseD 

5P,(^),  9,(0?),  SP«(^)f 

welche  im  Folgenden  überhaupt  Divisoren*)  e;pnannt  wprdrn  sol- 
len, erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  beiden  Functionen  <f{a:) 
und  <Px{^)  die  bekannte  Methode  %ur  Auffindung  des  grössten  ge> 
meioscbaulichen  Theilers  zweier  ganzen  rationalen  algebraischen 
Fnnetionen  anwendet,  jedoeb  mit  dem  Uatersehlede ,  dass  maor  in 
den  vor  hergebenden  Divisor  nie  mit  dem  zulettt  nbrig  gebliebenen 
Reste  selbst,  sondern  vielmehr  mit  dem  Entgegengesetzten  dieses 
Restes  dividirt,  und  iiierauf  alle  bei  dieser  Operation  irebrauchten 
Divisoren  vom  ersten  bis  zum  letzten  in  imtürlicher  Folge  in  einer 
Keihe  uebeu  einander  schreibt,  wodurch  uiun  unmittelbar  die  ge- 
sttcbten  Grtaan  «rbftit 


*)  Herr  Moigno  nennt  diese  Grössen^  mit  Ausnahme  der  ersten,  Reste; 
uns  scbelBt  die  obige  Benennnng  sadigenteer.  ' 
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Bei  der  Ausfiihniog  diVMrRteliiilliig  kann  man,  um  Dumeriacb« 
Bri&cbe  in  den  Quotienten  zu  vermeiden  und  sieb  dadurch  die  Rech- 
nung zu  erleichtern^  die  Dividenden  mit  zweckmässig  ^ewäbiten 
positiven  Zulileo  multipliciren ,  'weil  dadurch  die  Vorzeichen  der 
Reste,  and  also  auch  die  Vurzeiclien  der  auf  einander  folgenden 
Divisoren,  auf  die  es  hier  allein  ankommt,  keine  Aenderung  erleiden. 

♦.28.  . 

Bis  jetzt  halten  wir  stillschweigend  anp:enommen  ,  dass  kein 
Glied  der  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  verschwinde,  und  müssen  daher 
jetzt  noch  zeig^en,  wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  wobei  wir  jedoch  voraussetzen  wollen,  dass  keine  der 
beiden  Gränzen  b  selbst  eine  Wurzel  der  Gleichung  «jp(^)  =  0, 
Qod  also  weder  ^(flr)  =  0,  noch  5p(ä)äO  ist. 

Unter  dieser  V  orauiiäetzunc:  können  nie  zwei  benachbarte  Glie- 
der der  Reihen  (i)  und  (2)  zugleich  verschwinden,  wie  auf  t'uigcnde 
Art  leicht  gezeigt  werdaii  kann.  Wftre  niinlieh  s.  B.  9PM(a)  =  0 
BDd  Mch  jpM4.i(a):sO,  80  wonlen  wegen  der  CSleichnogen 

<jp(;r)  =  (i^f\r)  —.50,(0?), 
u.  s.  w. 

U.  H.  W. 

eflfenbar  die  GrösaeD 

9{^_h  ^Piiy)'  vjI«)      •••  sp»(«) 

sämmtlich  verschwinden,  weli  hes  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Vor« 
aassetzuog  nicht  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Glied,  z.  B.  (pm(oi)y  verschwindet,  so  verschwin- 
det keins  der  beiden  Glieder  9)^—1(^1  und  uod  diese  bei* 
den  Glieder  beben,  weil  wegen  der  Gleichung 

offenbar  ipm^i{a)  =:  —  Wm-^i{a)  ist,  jederzeit  cntgesfcng-esetzte  Vor- 
zeichen, welches  Alles  für  jede  der  beiden  Reihen  (1)  uud  (2)  gilt, 
wenn  nnr,  wie  imerar  angenommen  wird,  keine  der  beiden  Grössen 
9(0)  ond  ^(6)  verscbwindet.  ' 

Wir  wollen  nun  der  Liufachheit  wegeu  den  Fall  besonders 
betracbten,  wenn  in  der  Reibe  (1)  das  eine  Glied  ^mMt  in  der 
Reihe  (2)  kein  Glied  verschwindet.  Beseicbnen  wir  aorcb  «r, 
eine  Grösse,  welche  von  der  Grosse  a  nur  um  eint  der  Null  un- 
entlllch  nahe  kommende  Grösse  verschieden  ist»  so  wir4  in:  der 
Reihe 

(!•)  ....  y(a,),  SPt(«i)»  SP>(«i)> 
kein  Glied  venobwinden,  und,  mit  Ausnahme  des  Gliedes  9m{9i)f 


Digitized  by  Google 


43 

* 

werden  alle  Glieder  mit  den  entipnchenden  Gliedern  der  Reihe  (1) 

fleicbe  Vorzeichen  habeli ,  den  gesuchten  Excess  der  gegebenen 
unction  für  die  Gränzon  «ar,  b  wird  man  aber  offenbar  erhalten, 
wenn  nau  den  Excess  derselben  für  die  Gränzen  0|,  ^  sucht,  so 
dass  also,  wenn  £  der  gesuchte  Excess  ist,  und  durch       und  vf 
.    rei|Motife  die  ApmU  &r  Weddel  m  der  Riike  (l*)  «nd  (2)  he« 
seichnet  wird, 

^  San 

Vergleicht  man  nun  aber  die  beiden  Reihen 
mit  einander;  so  ist  aus  dea  Obigen  klar,  dasa  Hi  den  Thailen 

y(»)>  5PiH>  5Pi(«),     <ipm-i(»);     .  • 

und 

SPw+l(«i)>  5r'n-4-2(«i)?  •••  SP«(^i) 

derselben  gleich  viele  We<'hsel  vorkommen.  Lässt  man  in  der 
ersten  Reihe  das  verschwindende  Glied  <fm{a)  ganz  weg,  so  geben 
die  Glieder  ^)tn—\(a\  <pm^\{a)^  welche  nach  dem  Obigen  nicht  ver- 
schwinden und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  einen  Wechsel. 
DieZeidiea  der  drei  Glieder  5P«,^i(<ar,),  ^«»(01),  spm+i(<a^i)  derxwei* 
ten  Reihe 'aind  alar  Mtw«dcb 

H — I  ,  oder  H  ,  od<r  — h-H»  oder  ——-4-, 

und  bieten  daher  immer  nur  einen  Wechsel  dar,  woraus  sich,  in 
Terfbindaag  mit  allem  Faffhergchenden  ergieht«  dau  die  Aaiahl  der 
Wechsel  in  (1*)  jederzeit  der  Anzahl  der  Wechsel  ia  fl),  wenn 
man  bei  der  Zählung  der  Wechsel  das  verschwindende  Glied  ^m{a^ 
dieser  letztern  Reihe  ganz  ausser  Acht  lässt,  völlig  gleich,  oder 
ddss,  wenn  w  die  Anzahl  der  Wechsel  der  Reihe  (l)  mit  völliger 
Beseitigung  des  verschwindenden  Gliedes  ^m(tt)  bezeichnet,  fp^zzzuf, 
und  nach  dem  Obigen  folglich  E=:w  —  io  ist. 

Wenn  alao  ein  Glied  der  Reihe  (1)  verschwindet,  so  kann  nun 
filr  die  Granzen  a,  f*  den  Excess  E  der  gegebenen  Function  so  be- 
stimmen, dass  man  die  Vnzalil  der  Wechsel  in  den  beiden  Reiben 
(1)  und  (2)  durch  unmittelbare  Zählung  derselben  bestimmt,  wobei 
man  das  verschwindende  Glied  der  Reihe  (l)  ganz  aus  der  Acht 
lässt,  und  danu,  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  «e'.die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  (l)»  «e^  eher  die  AwmU  der  Wecl^sel  i» 
der  Reihe  (2)  ist,  Ezszw-^w'  setzt 

Dass  übrigens  ein  ähnliches  Verfahren  bei  der  Zählnn^  der  . 
Folgen  in  den  heiden  Reihen  (I)  und  (2)  nicht  angewandt  Werden 
•  dart,  geht  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervor. 

Zuffleich  aber  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Darstellung  ganz 
nntwei&ntfg,  dhss  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  immer 
in  Anwendung  gebracht  werden  kann ,  wenn  beliebig  viele  Sfieder 
der  Reihen  (Ij  und  (2^  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  verscbwin- 
den,  und  die  a1I&;emeinc  Regel  zur  Best! rnttinng  desExcesses  einer 
echten  gehrochenen  rat^onalea  algebraiiehen  ifiinclien'  swiadieii  ge- 
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gebenen  GrioMi  mrd  sich  noi^  mf  den  folgoitai  Ansdnick  bria- 
geB  lassen: 

Wenn  -^-^^  die  gegebene  ecbte  gebrockene  retioniiU 

elgebraieclie  Ponetien  ist,  und  4ie  GrSssen  ^,  welche 
sieht  selbst  Wnraeln  der  Gleiobvng  9i(4t)=0 sein  sollen, 
die  gegebenen  (kränzen  sind;  so  wende  man,  nm  den  die- 
sen Gränzen  entsprrrftfrtften  Kxcens  E  A^r  j2:'e!7p!)'»non 
Functiou  zu  finden,  ;i u  f  die  beiden  stanzen  rutiuuaien 
algebrai  j (  Ij  f  II  F  ii  n <  t  i  o  u  r  ii^(^)  und  y,(vr)  d ie  i\lc  tli  od e  des 

frÖfistCQ  g  emeiu  äc  iiai  tl  i  eil  e  u  Tbeilers  an,  jeducii  mit 
es  Untersehiede»  dnss  nran  in  den  verhergehenden  Di- 
visor nie  mit  desi  xnletzft  übrig  gebliebenen  Reste  selbst, 
sondern  vielmehr  immer  mit  dem  Entges^engeselnten 
dieses  Rests  dividirt.  und  schreibe  alle  bei  dic!5cr  Ope- 
ration irebraucbte  THvisorrn  in  \erbindung  mit  der 
Function  (p{a:)  in  einer  Heilie  neben  einander,  wodurch 
man  die  Reihe 

9{^i»  Vii-^h  9%i^h  SP»l^>»  •  •  •  SP«i-^) 
erhält,  aus  welcher  sieb,  wenn  man  für  a?  die  beiden  ge* 
gehen en  Grämen  0  and  6  setst»  ferner  die  beiden 
äeiiieii 

sp(«)>  SPiW»  y«Wi  f>.(«}» .  •  •  9Pii(«); 

9ßh  9.1^),  9>«(^).  9P.(*)»  •  •  •  9»{^) 
ergeben.    Zählt  man  nun  mit  völliger  Beseitigung  aller 
verschwindenden  Glieder  die  in  diesen  beioen  Reihen 
vorkonaienden  Wechsel,  und  bezeichnet  deren  Anzahl 
respectiv^  durch  w  and  Mf\  so  ist  jederzeit  Eswr'to*. 


Bes tl mm  OTT  s:  der  Anzahl  der  zwischen  g"C gebenen  Grän* 

zen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen 
'  Gleichung* 

». 

Es  sei  jetzt /'(^)  =  0  eine  Gleicbuufi;  eines  beliebiffeu  Grades, 
ond  a  Ml  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung,  welche  dieselbe 
/tMal,  aner  nicht  öfter,  enthalten  mag,  so  dass  also  die  Function 
f{a:)  durch  {jc — a)",  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  a: — «, 
ohne  Rest  theilbar  ist*  Unter  diesen  Voranssetzang^n  ist  nach  §«15. 

/(m)  B  0.  /-(«)  =  0,  /"(«)  ==  0,  ;  • .  •  .f(f^^){a)  »  0, 

•her  nicht /(/*)  (a)  =  0.    Also  ist  nach      12.  II. 


* 
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und  folglkk 


Hicraitf  ficki  ms.  4mm.  drr  Bruck  är  «  =  naeBd- 

lieb  i^irti,       <iaj>&  aiso  der  Bmcb  ^^r^  jederzeit  «vesdlirii  ist  Zo- 

l^icick  Al»€r  ergM:i.M.  »ick  ätu»  §w  18..  das«  für  der  \aU  uaeotiiick 

nahe  ko-aeade  i  der  ItMk^^^  wat  de«  Bnckc  4,  abe  «Ü 

der  Graa^  «r  gieicke«  Vafficickea  ka^  «ad.  daker  vaa  dea  \egati> 
zum  Pantifea  ikaiyckt,  wcaa  i  vaa  Kegadvca  saa  Paaitivc» 

ükergeLt. 

XV»{i.fi  also,  indrin  jetzt  /  eioe  unendlich  kleine  p't-^itive 
iiruaiC-   sciu   aWi,        fticlt  voQ  « — #        ci -\- i  steiig-  audert.  so 

wird  Motcr  dea  geaackteo  ^  oraussetzangea  der  Brack  ^ 

ar=a  jedeneit  aacndlich,  und  gaki,  iadea  er  aaeadlick  wird» 
vom  Negatiwea  laai  Pasitivea  äker. 

f.  30. 

WeDD  DDD  zwitcheo  den  Griozen  4r  und  6,  wo  jetzt  a-^A 
s'MTi   Süll,   die  sänmtlick  ▼on    e»nan<ler   ver«rMedenen  m  reellen 


Wurzeln  ttj,  a^,  .  •   .  Um  *ier  lileiciiUDg  y^.r)=:0  lieren. 


■o  wird  aaek  deai  Yorigea  Paragrapkea  der  Brack  für 


uoeodlicb,  und  irtlif,  weuu  sich  vuo  a  bis  />  siriiix  ^nuicrt,  in- 
dem er  UDendiiiii  wird,  jederzeit  Tum  Nes^aciveD  zum  Positivea 

fix) 

äker.  Ninait  aiao  hiena»  data  der  Brach  77—.  xwisckea  dea  Grau- 
%tü  a  uad  6  afleakar  aar  für 

uucudlicb  werden  kuuii,  i>u  Ut  Llar,  dass,  weuu  den  Kxcess  der 
ia  Rede  itebeadea  ipebroeheaea  Favctioa  für  die  Gräasea  ar,  6  ke- 
vieirliuet,  jedcrxeit  m=E  iit,  wodurch  wir  uamitfeikar  aa  de« 
folgeaden  ttkeraua  wichtigen  aad  merkwilrdigea  Satze  geführt 

||rcrd«'ii : 

Iht  All/. Ith i  der  zwischen  den  Gräozen  «,  wo  a<iü 
■  ein  liegenden  von  eiuunder  verschiedenen  reel- 

leu  Wurzeln  der  Gleichung  f\x)^^  ist  jederzeit  dem 
diaien  Orftaaea  eatapreekenden  BKcesie  deT  gekroeke- 

tiuu  r  a  i  i  0  II  a  I  c  11  algebraischen  F  u nc t i o n  75— r  e; I p >  cH. 

Netiüu  wir  alx  r  mit  diesem  Satze  die  in  §•  hrwioseiio  Regel 
tiir  den  Excesii  iu  Verbmduug,  ao  erbaUen  wir  das  iolgende  Theorem: 
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C«,  «nter  der  Vorausselsnlpg,         a<<^  ist,  die  An- 
xahl  der  zwischen  den  Gränzen  welche  nicht  selbst 

Wurzeln  der  Gleichung  /'(,r)  =  0  sind,  liegenden  von 
einander  verschiede  neu  reellen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung zu  finden,  wende  uiun  uui  die  beiden  gaikzeu  ra- 
tieoalen  ttlgebraisehen  Fnieii^iieu  /(^)  und /^(o:),  deren 
zweite  jederzeit  von  eioeia  niedrigem  Grade  uU  die 
erste  ist,  die  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Tbeilers  ao,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man 
in  den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt 
übrig  ^gebliebenen  Reste  selbst,  sondern  vielmehr  im- 
mer mit  dem  Bntgegengesetsten  dieses  Restes  dividirt» 
sod  sehreibe  alle  bei  dieser  Operation  gebranchte  Di- 
visoren in  Verbindung  mit  der  Panction wie  folgt 
in  eine  Reihe: 

fVe\  f%{^)»  fA^h  A(^h  

Setzt  man  dann  in  dieser  Reihe  «ss#  nnd  so  er« 

lk$lt  man  die  beiden  Reihen 

/(«),  /V).       /,(«)>  /^K  • . . 

/(/.),  f(6),  fM,        fSh\  . . . . ; 

und  die  ircsuchte  Anzahl  der  zwischen  den  i:cLr<'benen 
Giiänzcii  u,  h  liegenden  von  einander  verschiedenen  re- 
ellen Wurzeln  der  Gleichung  y(jr)  =  0  ist  nun  jederzeit 
der  Differenn  gleieh,  welche  man  erbTilt,  wenn  man  die 
Anzahl  der  in  der  zweiten  der  beiden  obigen  Reihen 
vorkommenden  Wechsel  von  der  Anzahl  der  in  der  er- 
sten der  beiden  obigen  Reiben  vorkommenden  Wechsel 
ab/.iclit,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  bei  der 
Zählung  der  in  Rede  stehenden  vorkommenden  Wechsel 
▼ersebwindende  Glieder  dieser  beiden  Reihen  ganz  nn^ 
berücksichtigt  gelassen  werden. 

Mittelst  dieses  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdigen  Satzes, 
dessen  Erfinder  Sturm  ist,  Irisst  sich  nlso  die  Anrfilil  der  zwischen 
jeden  zwei  gegebenen  Grauzen  liegenden  von  einander  verschiede- 
nen reellen  Wurzein  einer  gegebenen  Gleichung  in  allen  Fällen 
mit  völliger  Sicberbeit  bestimmen 

Bezeiebnet  nan  die  Aniahl  der.  Wecbsel  in  den  Reihen  der 
Vorzeichen^  welche  die,  die  höchsten  Potenzei|  von  enthaltenden 
Glieder  der  Functionen 

f(^\  A^}>  Ai»y»  Mai),  /iC^),. ..... 


*)  Herr  Moigno  leitet  in  seiner  Abhandlung  aus  der  Lehre  vom  Exicess 

der  gebrochenen  rarionalon  algebraischen  Fulictiönen  auoh  noch  die 
Säf7f'  voTi  Rolle,  Budan  Vniiricr,  Desrnrtes  über  die  Anzahl 
der  zwischen  gegebenen  Granzen  lieguMlen  reellen  Wurzeln  der  Glei* 
ehimgen  mit  grosser  Leichtigkeit  ab.  Da  aber  diese  Satze  nur  GrSssan 
sngebm,  welche  die  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen  Gränzen  lie- 
genden rcpllen  Wurzeln  Tiifht  riHt^rsteijren  kann,  so  gehören  sie  jetzt 
'  weaiger  zu  unserm  Zweckt:,  und  wir  werden  dieselben  daher,  um  die 
vorliegende  Abhandlung  jetzt  nicht  Xtt  sehr  auaindehnen,  zu  dein  Gegen- 
stande eines  spätem  eignen  Att6aUes  machen,  in  welchem  wir  uns  in 
Betreff  der  Lehre  vom  £x€q^-an|  den  wH^gendea  besiehen  werden. 
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crtelftm,  wem        fto  se-  fknt  beBeiwe  nentm  o4er  positife 

c:rösse  setzt,  respeettre  durch  N  uaA  JTn^  libMle^,  dan  Mck 
}•  19.  die  Voneielieii  der  CröMew 

/(— Oö), OD), /.(— OD), /,(- OC),  AC- OD)  ; 

/(-+-  et),  fi-h  OB),         -  OD),  OD),  /,(^-  OD),  .... 

init  den  \  orzt'icheu  ihrer  die  böctisteo  Potenzeo  von  —  X  und 
-f-  QD  eutlialteoden  Glieder  einerlei  sind,  aUo  die  Aozahl  der 
Wecbael  in  der  ersten  dieser  beides  ReilieB  offenbar  Jl^,  die  AdssU 
der  Wechsel  in  der  zweiteo  Reihe  ist;  sa  wird  mn  sich  miiklst 
des  obiffeo  Satzes  auf  der  Stelle  überzeugeo,  dass  A — P  die 
Ansah  1  gämtntlichen   von    einander  verschiedenen 

reellen  Wurzeln  der  Gleirli  u  n  ij:  /(^-j^O  ist,  uod  also  auch 
diese  Anzahl  aut  die:>e  Weise  immer  mit  TÜlliger  Sicherheit  be- 
atiaiait  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  endlich  dnrch  0  die  Aaahl  dar  in*  der  Eeika 

/(O),  /'(O),  /JO),  /,(0),  /JO)  

Torkommendeo  Wechsel ^  so  ist  nach  dem  obijjen  Satze  A — O 
die  Anzahl  der  sämmtlichen  Ton  einander  verschiede- 
Den  negativen,  O^P  die  Anxahl  der  säsmtlich'aa  Toa 
einander  Yerschiedenen  positiven  Wnrseln  der  Glei- 
cbnng/(^)asO. 


BegtimmuDg  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  €!rän« 
sen  iiegeodeji  imaginären   Wurzeln  einer  gegebenen 

Gleichung. 

f.  31. 

Wir  wollen  aneiat  seigan,  dasi  jede  iaaglnära  GfÖasa 

<i-f-  f  \/ —  1,  in  welcher  übrigens  auch  r=:0  sein  kann,  wenn  q 
eine  gewisse  positive  Grösse,  es  einen  gewissen  Bogen  oder  Win- 
kel bezeichnet,  unter  der  Form  q  (cos  cti-f- sin  £i>  \/  —  1),  so  dass 
U'\-v\/ — 1=^  (cos  w-l-sin         — 1) 

ist,  darerrstellf  werden  kann.  Die  vorstehende  Gleicliiinp^  ist  näm- 
lich erfüllt,  wenn  si*  h  die  beiden  Grössen  q  und  w,  deren  erstere 
positiv  sein  soll,  so  beBtiaunen  lassen,  dass  &ie  den  heiden  Glei- 
chungen 

q  cos  cu  =  «,  ß  sin  w=:f; 

{i^eiiiigcn.  Qnadrirt  raan  diese  beiden  Gleichungen^  und  addirt  sie 
dann      einander,  so  erhält  man 

^»  s si» |/ü»H*fS 
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WO  die  Quadratwurzel  .|iailtnr  genoiuMB  werden  muss,  da  ^  posu 
Ii?  wiD  soll.  Dividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigpa  GIci-' 
«billigen  in  die  zweite/  jo  erkäk  «an . 

tang  = 

uod  folglich,  wenn  wir  durch  Arctang  —  den  der  gooiometriscbeu 

Taogente       entspredieiHleD  Bogen  bezeiehnen,  welcbnr  den  klein- 

alen  ub^uiulcu  Werth  hat, 

w  =s  Arctoog    -f*  inr, 

wo  X  eine  ganze  Zahl  l»ozeichnet,  über  die  nun  noch  die  folgende 
Be&tiotmuug  gegeheo  werden  milss. 

Aus  der  vontebenden  Gleicbuog  fulgt 

coa  <i>  s  ( —  1)^  •  cos  ArcteDg      lin  ta  =  (^^J^  •     Areteng  ~. 

Da  nun  Ardang  den  der  goniometriscben  Tangente  enU 
epreeheDdeD  Bogen  beseicbnet,  welcber  den  kleioBten  libtolnten 

Werth  hat,  so' ist  eot  Arctang      ianaer  positiv,  sin  Arctang  ~  da- 

gegen  ist  positiv  oder  negativ ,  jenacbdeoi  -j^  positiv  oder  negativ 
ist.  Also  ist 

cos  ArcteDg  —  =:~*p==,  sin  Arctang  'jjj=: 


die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 


V 


eos  Arcteng  — = =fc  ,  sin  Ar«teng  —  =  _ ü 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenacbdem^  u  positiv 
odnr  Tiegfttiv  ist,  wocans  sieb  terner  unmittelbar  ergiebt,  das« 

immer 

cos  Arctang     =  =t  — ;=r^=:=,  sin  Arctang    =r  =b   .  ^ 
nnd  folglich 

^  cos  Arctang  ^sdbi»,  ^  sin  Arctang  ~=db  9 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  ohern  oder  untern  Zeichen  nimmt, 

jenachdem  u  positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nacb  dem 
Obigen 

Q  cos  w  =  db  ( —  »Uf  Q  sin  üi  =  i*=  ( —  1)'* .  v, 

wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  u 
positiv  oder  negativ  ist.  £iijamt  jaan  niiA  abec  nur  die  ganze  ZM 
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III ; 


MM  . 


aosrera^e 


Be^athr  ist,  W( 


4^  ^ 

L€krMmtm,  Et  teicB  •  9  swct  F«Beti»BCB  4er 
TeriBitritchea  GrdtBe  die  zwUckem  die«  GriaseB 
#  =     Bod  «  =  #i  ttetiir  sind,  and  4crcB  jed«  fir  «  =  #^ 

*r=#,  srIeicheWerrhe  rrbält.  >o  da^s.  wesB  wir  die  des 

W »»rt'  f*":  *i  der  vHr.inderlichen  Grr)««e  -r  entsprerhen- 
deii  Hfrtlif    dit'^er  beid«"Q  Vuncni>Dea  re>pf>c:i^e  durch 


II  Q  (i 


=       uad  r,  =  ist; 


ist,  weBB  vir 


•  +  #  \/ — 1  =  f  (cos  W  -i-  SID  — 1| 

BetxeB,  «Bd  BBBekaeB,  4«ss  sack  ierBB|reB  s»  ciB«  xwi- 

sehen  drn  GränTen  •  rrr^  und  #  =r  #  stetisre  Fünction 
vonjf5**i.  die  deo  lirarizwertheiiJ^  und*,  der  vcräaderli- 
eheu  Grosse  #  eiiCi»preciieBden  Wertbe  %  an  u>  aber  durch 
iü^  uod  to,  bezeichnen,    der  den  üranzt^L        uad  ent- 


•preclieBde  luxcess  der  Functtaa  *^  4er  CrBsse 

^leick,  WB  9  die  bekBBBle  BeiBBtBBg  kBt, 
Beweis.  Hiadi  dka  vorigcB  Pfcffig«iffctB  ist 


isAfCtBBg^  -4- 


wo  die  ao  steh  wfllkuhrtirhe  i^ibm  Zahl  x  gerafe  a4er  aagende 

SU  nehmen  ist,  jenachdem  tr  pesittr  ader  a^iatir  ist.  So  lange  m 
sein  Zeickea  aicht  verändert,  ist  aka  x  eaastaat,  •4er  kann  we- 

nigfsten«  immer  als  con<t;tTtt  rmirf'nommpn  werden;  ändert  aber  tr 
sein  Z<  i(  }hmi  .  so  miis«:  ji  tlrrzt  ii  x  um  eine  Eiobeit  Termehrt  oder 
veriniudert  wtrdtü.  oder  inaü  luuss  auf  der  rechten  Seile  der  obi- 
gen Gleichuui:  a  addireu  oder  subtrahireo ,  wobei  es  übrifl^eos  an 
Sick  gsBB  wiOkfikrüdi  ist,  ak  aaa  4as  Kiste  a4er  4m  ZwiSte  tkaa 
will. 

Hietaas 'eigtekt  aiek  aaa  aaaiiltelkar,  dasi 


ist,  wo  die  ganze  Zahl  X  so  lange  caastaBt  ist  oder  wenigsteng 
iiMBer  als  eoBstaat  aag^Boonea  wevikB  kaapy  so  lange  m  sola 
jSj^chen  nicht  ftadert;  ändert  aber  u  sein  Zeichen,  se  «bss  jederzeit 
sine  Kinbeit  :»-ermehrt  oder  Termindert,  oder  es  muss  auf  der 
jiäeiie  der  akigea  CA>ickaag  m  addii«  oder  ■lAtiafcirt 
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I 

I 

den«  w«M  es  «d  skli        irilUdUirUch  kt^  ob  amb  dM  Ente  odtr 

du  Zweite  tliiit. 

Wir  wollen  nun  anneLmen,  da»  #  ticb  tod  bis  «,  st^g 
ferändere,  so  Terttodeni  sieb  den  gesMiibteB  TovansBetstnigoB  go- 

bSm  ancb  dleGrosseo  »  —  «»o  <id<1  ArctoDg  Areteng  —  ^^^ig* 

Da  nacb  der  Voraussetzung  die  Function  m  sich  stetig  verändert, 
wenn  t  sieb  tob  «o  bis  j?/  stetig  Sodert»  so  wird  zwiicben  den 
Gränzes  «ssJ^  und  «  =  mit  jeder  Aenderung  des  Zeicbeas  der 
FmictioB  M  ein  Durcbgang  derselbsB  durcb  Nnll  verbBBdeB  sein, 

BBd  die  Pvnetion  ^  wird  daber  jedorseit,  aber  aacb  bot  dann, 


ihr  Zeichen  ändern  und  durch  Unendlich  gehen,  wenn  u  sein  Zei- 
eben  iodert^  weaB  Bur  swiscben  dea  fSrüBsen  #  =  #o  und  «  = 
die  Functionen  i»  nad  p  nie  ^zaigleieb  versch winden,  welches  aber 
Bit  der  VoraBssetsBBg,  dass  a»,  und  folglich  Batttritcb  aocb 

Arctang  -^»^sicb  stetig  verändern  soll,  wenn  #  sieb  Ton  tt^  bis  #,  ' 

stetig  verändert,  in  Widerspruch  stehen  würde,  indem  einem  solciien 
gleicDzeitigen  Verschwinden  der  Functionen  tt  und  v  der  völlij?  un- 

bestimmte  W  erth  Arctang      von  Actang  —  entsprechen  würde.  Für  ^ 

s=«o  i>t 

w=a>o>  Arctang-^  =5 Arctang  y 

also 

«ii—aio  =  Arctang  —  —  Arctang  —  ^ 

oder  ^=0,  nnd  diese  Gleicbong  bleibt  so  lange  richtig,  so  laBgc 
m  sein  Zeieben  aicbt  ändert,  oder,  was  nach  dem  Obigea  dasselne 

ist,  ~  sein  Zeichen  nicht  ändert  und  durch  das  lueudlichc  gebt. 

Aendert  nun  aber  «Jas  erste  Mal  u  sein  Zeirlien,  oder  ündet,  was 
nach  dem  Oblaten  liasscibe  ist.  das  erste  Mal  eine  Aenderung  des 

Zeichens  und  ein  Durchgang  durch  das  Unendliche  der  FunctioB  ^ 
Statt,  so  mBss  bob  aof  der  jreciiten  Seite  der  obigen  Gleicbnag  x 
addiren  oder  snbtrabiren.  Gebt  —  vom  Negativen  dnrcb  das  Un- 
endliche xBm  Positiven  über,  so  springt  Arctang  mit  einem  Maie 
von  • —  4^  stt  +  über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um 
zu;  gebt  dagegen      vom  Positiven  durcli  dui>  Unendliche  zumNe> 

gativcB  über,  so  spriogt  Arctang  ^  mit  einem  Haie  von  +  «(sr  zu 

—  \7t  Über,  oder  nimmt  mit  eioomMale  nm  9r  ah;  weil  nun  cn  nach 
der  Yoraossetsung  zwischen  den  Gränzen  #  =  und  s=#i  stetig 
sein  soll,  so  muss  man  offenbar  auf  der  rechten  Seite  der  obigoB 
GleicbuDg  im  ersten  Falle  n  snbtrabiren,  im  zweiten  Falle  dagegen 
7t  addiren,  oder  es  wird 


CD  —      =  Arctang         Arctang     -f-  (—  l]f*i,  n 


TMll. 
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m 

%4m  imm  TtttMUw^ .  aHe  r«T»4e  ZaUcs  da^«^et«  i#wc^gajB«va  4er 


(-i)/'*+(--i)«-K-i)F,+...+(-i)^/  = 


BegmAmet  jcHt  «  im  Extern  4cr  FsMtira  —  lir  4ie  Gi 

and       ttci  ist  eacli  ^.'^3.,  weil  die  Grossea  ~  und eioaiider 

l^ricti  lind,  also  naturlich  aocfa  gleicLe  VnrzCM 
<y  ufid  folgiick      — also 


» 


wie  hewicm  werde«  lollte. 

Fonttioneo  vou  *  siad,  welclip,  sn  wie  die  anf  analoge 
Vfn'infi  wifi  tut  vorigen  ParagraplieQ  bezeichoeteii  Func- 
Aii»B«ii  ^«'^  **f  9  ••••>  eamatlich  den  BediBguogea 
""^i  T^rigea  Setzei  geDogeB»  nod 
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i^-^  ri/~i=  {u-hvy^i)  (m'-i-t/  v—^)  (u-^if' 


.ist,  ,<lie  4en  Gränsen      und      enttotecbenden  Exceste 

der  Fonetionen  —  ,  u.  s.  w.  niia  ^    aber  re» 

sjiective  durcli  e,  ^'^  u.  s.  w«  und  bezeichnet  wer- 
den; SU  iai  jederzeit 

£;=ifH-<f'-i-«"-^«^-+-  

Beweii.  Üan  setse 

HF  -f-«'      — ^  —  ^  (cosftf  H- sin  öl      — 1), 

-f-/''      — 1  =  ^  (cüsa>  -i-biuto'  \/ 

also    

(m+r  l/— 1)  («/+ti^  l/— 1)  («"H-f^   

:=s^ q' q",,,  (cos w + sin a>     — 1)  (cos  w ' s i ii  lo'     —  1 ) 

{coaui'^'i-sinüt"\/ — 1)  ...... 

so  ist,  wie  man  mittelst  ieicliter  ftechaang  findet, 

(n^vy/ZZl)  {u''^v'\X~i)  (u"-\-t/'\/~l)  

und  folglicli,  wenn 

/  +  V  =  /l(co8  i2+  sin  i2  i/^) 

gesetzt  wird,  i 

woraus  sich  unmittcllinr  ergiebt,  dass  auch  die  Functionen  /7,  F,  Xl 
den  Bedingungen  des  vorigen  Satxea  yollständig  geniige|i.  Bedieat 
man  sirh  nun  älinlicher  Beieichnuugen  wie  beim  vorigen  Saite,  so 
ist  nach  diesem  Satze 

r 

nnd. 

t  )f 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

und  folglich 
ist,  80  int 

wie  bewiesen- werden  s«rflte* 

4- 


W  1 

o  •  •  ? 
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■ 

♦.34. 

Wir  wollen  uns  jctst  in  einer  Ebene  eine  getcbloftene  Curve 

denken,  wollen  in  derselben  einen  beliehig^en  Punlit  M  als  Anfange* 
jMinkt  der  Bogeo  annehmen,  und  wollen,  indem  wir  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensrstt'm  zum  Grunde  legen,  die  Coordi- 
natcn  .r,  y  eines  jeden  Punktt^s  dieser  Curve  als  Funcfioneu  des 
von  dem  Anfangspunkte  M  uu  uucli  einer  licstimuiten  Riclilung  hin 

Sennninienen ,  und  bei  dem  Pnnkte  (wtf)  sich  endigenden  Bogens  # 
ereelben  betrnehten*  Der  ganze  Umtang  der  Curve  soll  durch  c 
bezeichnet  werden.  Iit  nun  der  durch  die  Coordinaten  a,  be- 
stinmifc  Ptnila  A  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Khene  der  Curve, 
so  sind  JI  M  Ii  den  eiulachsten  Formeln  der  f. ehre  von  der  Verwand- 
lung der  <  oordinaten  jc — ^i  '^—ß  die  Coordinaten  des  Punktes  (a:y) 
der  Curve  in  Bezu^  auf  ein  desi  primitiven  paralleles  Coordinaten- 
■jsteDL,  dessen  Anfang  der  Punkt  A  ist,  und,  wenn  wir 

—  a  =  ^  cos  w ,  y — =  ^  »in  w 

setzen ,  so  sind  w,  q  die  polaren  Coordinaten  des  Punktes  (^y)  in 
Bezug  auf  den  Punkt  A  als  Pol  und  den  positiven  Tlteii  der 
Abscissenaxe  dea  seenndäien  rechtwinkligen  STsteaia  als  Axe  der 
polaren  Coordinaten,  von  welcher  an  die  Winkel  oder  Bogen  o» 
nach  der  Seite  der  positiven  secundären  rechtwinkligen  Ordinaten 
hin  £rfzriMt  werden.  Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  annehmen,  dass 
tti  sich  stetig  verändert,  wenn  s  sich  von  0  bis  c  stetig  verändert, 
die  den  Werthen  0  und  c  des  Bocens  9  entsprecheuden  Werthe 
von  n>  durch  o/q  und  o/i,  so  ist  nacn  f.  32.  offsnbar 

f> —  =11 — -4 

n 

x—a 


der  den  Gräuzen  0  und  c  entsprechende  bxcess  der  Function 

Hierbei  ist  anj^enommen  worden,  dass  s  sic!i  von  0  bis  c  stetig 
verändert,  oder  dass  der  Radius  Vector  q  den  j^anzen  Umfang  der 
Curve  von  AM  an  bis  nieder  zu  AM  durcblaulen  liabe.  l^i»*ct 
nun  deri'unkt^^  oder  {y-ß)  innerhalb  unserer  Curve,  so  ist  oifeubar 

.  A  A  tt'i — to«  ^ 

n»,  sQfo+2;r,  oi|— n»«  =^  S^r,  ^  ^  =  2. 

Lie^t  ditgeu^eu  der  Punkt  A  oder  (a/^)  ausserhalb  unserer  Curve» 
so  ist  olieubar 

0»,  SS  Olo»  »,  —  «o  =  ^»  ^  ^' 

Der  den  Gränzen  0  nnd  e  entsprechende  Excess  der  Fnnetion 

ist  also  2  oder  0,  jenachdem  der  Punkt  (a/?)  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Curve  liegt 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Gleichung  des  «ten 
Grades   

die  n  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  reellen  oder  imaginären 
Wnneln 

«-H/y      «'-»-/y'  v~^^      v^~i,  «"'+r  v-h 
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da 

kab«;  so  ist  tieluuuitlick 


Di«  den  GrüDsen  0,  e  entspreeheodeii  fizcesse  der  FuiictioDen 

y-/9'  y-^'  y-r  y-fC" 

wollen  wir  durcb  ....  bezeichnen,  und  wollen  nnneb- 

■leo,  daM  keioer  der  Penkte  (o  /?),  («'       (a"       (a'"  ^'M,  

eio  Punkt  mserer  Cunre  sei;  so  ist  noeii  desi  Vorbeigebeooen 

€  =2  oder  *  =rO, 

•  •  e'  =2  oder  e'  =0, 

tf"  =  2  oder  e''  =  0, 
oder  «""sO, 

II.  Sl  W. 

jen&cbdeni  die  Pa&icte  («      (a'/?'},  («"'/ir"),  ....  loiicrkalb 

oder  uusseriialb  der  Curve  Hegten.  Bezeichnen  wir  daher  die  Ab« 
zahl  dpr  inncrbalb  der  Cune  hegeoden  Punkte  durcb  so  ist, 
weil  die  Lxcesse  e^,  e",  ....  der  2  ficleicb  sind  oder  ver- 
schwinden, jeoacbdem  die  entsprechenden  Punkte  louerbaib  oder 
ausserhalb  der  Curve  liep^on,  offenbar 

3m  =  ^  -4-    -i-  ^'  -f-     -i-  •  .  .  • 

md  fslgiicb 


2 

Setsea  wir  otiii  aber 


•  • .  • 


also  nach  dem  Obigen 

iiiid  JiezeichDen  den  Exeess  der  FnnctioD  -y  für  die  Grftnseti  0,  c 
durch  ^{  80  i&i  uacb  f .  33.  - 

and  nach  dem  Obigen  folglicb  m:ss,\E^  woraus  sieb  der  folgende 
nerkwürdige  Satz.ergiebt:. 

Es  8ei/(a?-f-yl/^)rÄl7^FV/^=asO  eine  belle- 
bige  Glcir Illing  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln.  Wenn» 
nun  in  einer  Ebene  eine  geschlossene  Curve,  deren  Um- 
fang €  sein  mag,  beschrieben  ist,  und  die  rechtwinkli- 

Sen  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Cirrve  als  zwischen 
en  Gr&nnen  0  und^  stetige  Funetionen  der  entspre- 
chenden Ton  eineni  gewissen  Anfangspunkte  an  gerecb* 
heten  Bogen  der  Curye  betrachtet  werden  können*,  so 
Ist  die  Anaabi  der  Innerbalb  dieser  Curve  liegenden 
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Punkte,  deren  Coordinaten,  für  x  und  y  in  die  Crtei* 
.k«g/(*+,V/=T)=0  ge«t.t.  die.«  GUicfco.g  gj^- 

nügen,  jederzeit  jlem  halben  Ezcesse  der -Funetion 

für  die  Grauiten  0,  c  gleich,  wenn  nur  die  Curve  äu  be- 
tehAffen  ist,  das»  die  Coordinaten  keinee  ihre?  Ponkte» 

für  üc  ui^d  y  gesetat,  der  Gleichung  f(ai!-\r  y  1/  — 1)=0 
genügen* 

Wenn  una  nun  die  lauter  nogleiche  Wuneln  habendie  Cileij^yng 

gegebep  ist,  so  wollen  wir  jetzt  zu  bestimmen  suchen,  wie  viele 
Wurzeln  dieser  Gleichung  es  giebt,  deren  reeller  Theil  zwischei^^ 
den  Grftnaen  or»,  X,  und  ^  deren  Factor  der  imaginären^  Qrösae 

|X  —  1  awiichen  den  GriUixea  y^^  Y  enthalten  ist,  wobei  wir  aber 

annehmen  wollen,  dass  a^-k-y  \/  —  1  weder  für  07=^09  »och 
fkt  af  ±sXy  noch  fivr  y  =  y^^  noch  für  «fs=  F^ine  Watzel  nnse-' 
Ter  Gleichung  wird.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  uns  a:^,;  und 
X.  y  als  dio  recht\*inkligen  Coordinnton  zweier  Tunkte  in  eiuem 
heliebigen  rcclitwinkligen  Coordinatensysteme  denken,  und  wollen 
durch  die  Endpunkte  der  den  Ordinalen  y^,  Y  eutsprechendeii  ge- 
raden Linien  Parallelen  mit  der  Abscissenaxe  ziehen,  so  werden 
diese  Parallelen  in  Gemeinschaft  mit  den,  den  Ordinaten  y^^  Y  ent. 
sprechenden,  iiöthigenfalls  verlängerten  Linien  jederzeit  ein  Recht- 
eck einschliessen.  Die  Courdiuaten  eines  jeden  Punktes  innerhalb 
dief;es  Rechtecks  liegen  otteobar  zwisclien  den  Gränzen  rr^^  X 
und  y?  "'^d  unsere  Aufß^abe  wird  daher  offenbar  gelöst  sein, 
*'  weuu  wir  bestiinmcu  können,  wie  viel  Punkte  innerhalb  dieses 
Rechtecks  es  gieht,  deren  Coordinaten  für  und  y  gesetzt,  der 
gegebenen  Gleichung 

genügen,  aufweiche  Bestimmung  wir  demnach  jetzt  unser  Augen- 
merk allein  werden  zu  richten  haben.  * 

•  Die  durch  den  Endpunkt  Ton  gehende,  der  Abscissenaxe*  ^ 
parallele  Seite  unsers  Rechtecks  soll  als  die  erste;  die  durch  den  * 
Endpunkt  von  X  gehende,  der  Ordlnatenaxe  parallele  Seite  soll 
als  die  zweite:  die  durcli  den  Endpunkt  von  Y  gehende,  der  Ab- 
scis>('üaxe  parallele  Seite  soll  als  die  dritte;  die  durch  den  End- 
punkt von  gehende,  der  Ordiuatenaxe  parallele  Seite  soll  als 
die  vierte  Seite  unsers  Rechtecks'  angenommen  werden.  Für  jeden 
Punkt  tu  der  ersten,  aw#iten,.  dritten,  vierten  Seite  ist  rcfpeetive 

■und  WQÜ  i^un  nacJi  der  V  oraussetzung  nie 
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8cin  soii,  so  ffeiiüe-i'ii  tlie  (  oorciiuateo  keiues  Punktes  iit  liciu  riii 

hnee  uiisers  Hechtecks  der  gegebenen  *^\cichun^f{aH-i/\^^ — 1)=0, 
uod 'der  Umfang  dieses  Rechtecks  kann  also  ais  die  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtete  geschlossene  Curve  angeuommen  werden. 

Die  Längen  der  vier  Seiten  unsere  Rechtecks  seien  nach  der 
Reibe  c,,  r»,  c,,  ^4,  und  c^r, -|- r,  H-r^  sei  der  gaDse  ' 
ünfiaig  dea  Reclitecka.  Der  Kürze  wegen  wollen  wir 

setzen;^  uud  der  den  Gräuzeu  «==0,  #  =  c,  wobei  der  vorige  Pa- 
ragraph an  yergleicben  iat,  entaprechende  Bxceaa  dieser  PunctiM 
aei  no^  ist  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satae  4^  Grösse,  welche  wir  sucuen,  mul  es  wird  nun  darauf 
ankommen,  zu  zcio^en,  wie  der  Excess  £  gefunden  werden  kann. 

Für  jeden  Punkt  der  ersten  iSeite  iat  y  =  y^  und  folglich 
yf-r,  y)=:qp(^,  yo)«  f*ür  *=0  und  #=r,  ist  respertive  x=a^^ 
und  ^=  X:  also  ist  der  t)xcess  von  tur  die  kränzen 

#  =  0  und  #  =  c,  offenbar  dem  Excessc  you  y„)  für  die 

Gränzen  Jo  ==      und  ar=  X,  welcheu  wir  durch  Ey^  bezeichnen 
wollen,  gleich.' 

Für  jeden  Punkt  der  aweiten  Seite  Ist  4?=X,  und  folglich 
v)  =  9'(X,        Für  «=«1  und  #  =  0, -4-«^  iat  y=.y^  nnd 
ysrj;  alao  ist  der  Excess  TOn  9p(a7,  y\  für  die  Gränzen  #=r:^, 

und  *  =  r,-|-rj  dem  Kxcesse  von  «/^(A'^.  y)  für  die  Gränzen 
y==Ly,,  !ind  yz=^  y,  welchen  wir  durch  durch  Ex  bezeichnen  wol» 
Icn,  gleich. 

Für  jeden  Punkt  der  dritten  Seite  ist  y=  1',  und  folglich 
5p(;r,  y)  =  5p(.r,  Y),  Für  #==c, uod  #  =  r, -f- -f- ist 
4^=  A  und  ^  =  ^*oi  ^Iso  ist  der  Excess  von  y)  für  die 

Gränzen  und  #=Ca+<?s  +  ^t  dem  Ezcesse  rnn 

^'(.r,  Y)  für  die  Gränzen        X  und  j?=^o»  welchen  wir  durch 

bezeichnen  wollen,  gleich* 

Für  jeden  Punkt  der  vierten  Seite  ist  orss^To,  und  folglich 

yj=9p{Ä'„.  y).  Für  s=c^'\-c^-\-c^  und  js^jH-^j-j-Cj-f-r,— c 
ist  y=  1  und  y^^y,,\  also  ist  der  Excess  von  r/f^r,  für  die 
Cränzen  ä  =  ~h  r  ,  h  und  *  r=  c, -4- 6\ -f- -+- =  c  dem 
EjLcesse  von  y(^o>  kränzen  w=  1  uud  y=yo}  '^^l^^^^i^ 

wir  durch  Efx^  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber  ans  dem  allgemeinen  Begriffe 
dea  Excessea  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

wu 

Ey^,  Ex^  ^r, 

die  Exceaäe  der  Functiuuen 

fiir  die  Grünsen 

^?  y»>  i^;  X»  «^»j  y> 

lind,  welche  nneh  den  in  dw  iweit«i  Ahthdlung^  dieser  Abhund- 
Inng  gegebepen  Regeln  iiMMr  bereehnel  werden  können. 
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'    Bezeichueu  wir  nun  aber  die  den  (jränzen  .tr^,  X  und  f/«.  Y 
entspreehepden  Excesse  der  Fuactiooea  ^{a:^   1  j   uud  ^(^*o>  y) 
durdi  Er  und      «  >o  erliellet  aas  den  BÜgemeinui  B^gri^  d«s 
Bxeentti  anf  der  Stelle»  daas 

ist,  und  aacti  dem  Obigen  ist  folglich 

E=(Ex-Ex:)-(EY-^£y.), 
iiiid  alao  die  Grösse,  welche  wir  auchen, 

WO 

'     Exy  E^^,  Er,  JS^. 
die  Excease  der  Fnnctionen 

für  die  (kränzen 

^;  yo»  ^>  ^a>      «^oj  A' 

sind,  welche  uaclt  drn  in  dr^r  zAveiten  Abtheilung  dieses  Aiifiiatsea 
entwickelten  Regeln  jedcr^«  it  gelunden  werden  können. 

Das  in  dem  yorhergelienden  enthaltene,  von  Cauchy  gefun- 
dene, in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Theo- 
resi  iat,  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  Starn,  und  den  iai 
Obigen  entwickelten  ungemeinen  Regeln  zur  Berechnung  des  B^- 
cesses  gebrochener  Functionen,  im  riprentlichen  Sinne  als  neu  gc- 
wonncHcs  Land  in  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  betrachten, 
utid  wird  als  eine  der  wichtia:sten  Eriindungen  auf  dem  Gebiete 
der  Matlieinutik  dem  gegenwärtigen  Jahrhundert  jederzeit  zur  Ehre 
und  zum  Rahme  gereichen«  wobei  auch  noch  die  ganz  elementare 
Darstellnng,  welche  man  im  Obigen  kennen  gelernt  hat,  ^anz  be^ 
sonders  hervorgehoben  zu  weruen  verdient.  Ganz  richtig  sagt 
Herr  Abbe  Moigno  im  Kinffaugc  seiner  Abliandlnncrt  .f^agrang^ 
et  Legendre  auraient  en  effet  eu  de  lu  peine  a  croirc  qu'on  arrive- 
rait  par  des  proc^d^s  tres  dleiuentaires  ä  ddtermiuer,  |)our  une 
dqoatiou  de  degr£  qaeleonque,  ie  nombre  des  racinea  imaginairea 
dont  la  partie  rdalle  et  Ie  coefficient  de  —  1  sont  compris  entre 
des  limitea  donnte";  womit  wir  unsere  Daratelluog  dteaes  hSelkat 
wichtigen  Gegenatandea  beachlieasen  wollen. 
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Neae  Beweise  einiger  Sfttze  und  allgemeine  . 

Bemerkungen  über  eine  in  der  Analysis  in  ge- 
wissen Fidlen  gebräuchliche  Art  der  Beweis- 

fulirung. 

Vau  den 
Herrn  Doetor  Stern 

w  Gottingen. 


Kinc  p^rosse  Anzahl  coinbinatorisclier  Letirsätzc  wird  bis  jetzt 
in  den  l^ehrbiicbern  dadurch  bewiesen,  dass  man  sie  an  die  Be- 
trachtung- einer  uacli  den  Potenzen  einer  hpliehis^en  Grösse  fort- 
sclireiteudeu  Heihe  anknüpft.    Duiiin  eeliurt      ß.,  um  nur  guuz 
ElemeBtareB  so  efwähnw,  du  HUiehe  Veffahren,  wie  mn.  die  Re- 
cursionsformel  für  die  Coei&cienten  der  mten  Poteax  eines  Polyno- 
uums,  den  Zusammenhang-  der  Coefficienten  in  der  Exponentialreihe 
und  Aehniiche»  findet.     Auch  die  merkwürdis^en  Untersuchunii^eD 
über  die  Theiluu^  der  Zahlen,  welche  £uler  in  dem  10.  Cap. 
seiner  Einleitung  in  die  Analjsis  des  Unendlichen  angestellt  hat, 
,  beraiien  gänslicu  enf  Betraelitniig  solcher  Reihen  und  es  ist  bis 
jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist,  nicht  gelungen,  die  dort  gefundenen 
Sätze,  die  elementarsten  abgerechnet,  ohne  Hülfe  der  Reihen  abzu- 
leiten.   So  fruchtbar  auch  diese  Art  dpr  Rrwoisnilirung  ist,  so 
scheint  sie  doch  einen  wissenschaftlichen  Mangel  zu  halten,  inso- 
fern sie  ein  Element      einführt,  welches  in  den  zu  beweisenden 
•  Sätzen  gar  nicht  vorkommt.    Sie  hat  bierin  Aehnlichkeit  mit  dem 
Terfobfen  der  synthetischen  Geometrie,  die  Hitlfslinien  einfübit, 
welche  ebenfalls  den  zu  beweisenden  Sätzen  fremd  sind.   So  wie 
es  aber  in  neuerer  Zeit  gelungen  ist,  solche  Ilülfsconstructionen 
fast  gänzlich  entbehrlich  zu  machen,  so  scheint  es  auch  wünschcns- 
werth  1  dass  man  alle  SlUze.   die  nicht  zu  der  Theorie  der  Reihen 

freLoren,  ohne  deren  üilii'e  iinde.  Ich  hülle  bei  einer  anderen  Ge- 
e^enhelt  aadmsweiien,  wie  dien  bei  allen  eiwihnten  Bul ersehen 
Sataen  geleistet  werden  kann  and  will  hier  vorläuGg  nur  für  einen 
derselben  einen  aebr  einfaeben  Beweis  geben«  Dieser  aebr  bekannte 
Satz  sagt, 

dass  man  alle  ganzen  Zahlen  aus  den  Gliedern  der 
nach  den  Potenzen  von  2  fortgehenden  geometii- 
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scIlCD  Progressi oti ,  su  dass  Jedes  Glie<l  nur  einmal 
vorkommt,  du  r  ch  A  d  d  i  t  i  o  n  bilden  kauu  und  zwar  nur 

auf  eine  einzige  Weise.  * 

Die  AnzaM  der  Comhina! ioiieu  ohne  Wiederholunm  ii.  die  mau 
aus  den  m -i-  i  l^^ieuieuten  1.  i,  2'  . .  .  2^  bilden  kuuu,  ist 

— rr2         1.2.3  1. 

Unter  diesen  Combinationsformen  können  nie  zTüret  dem  Wertbe 
*D»ch  g'leich  sein,  wenn  man  sich  die  Elcmeutc  durch  Addition  ver- 
bunden denkt.  Die  zwei  Formen,  welche  gleich  sein  sollten, 
mfissten  entwc4f  r  bei(|e  oder  keine  >t<hi  b^den  das  Elf  m^ai  1  eii^ 
balten.  8ei  nun  die  eine 

2*x  +  2*,...-|-2*r-+-il!/, 

die  andere 

wo  M  die  Smnme  der  Ktenente  bezeichnen  soll,  die  beiden  Grup- 
pen gemeinsckaftlicb  sind,  so  dass  also  Xr,,  . . .  Xv.  /,,..'.  ^ 
sämmtlich  unter  einander  verschiedene  Zabien  sind.  Man  hätte 
mithin 

2*. -1-2*. » . . -H 2*' =  2^1-1-2'. . . . -I-2'-, 
Bezeichnet  nun  ßt^  den  kleinsten  Exponenten,  so  hätte  man 

1  +  2*.-*i  2*r-^i  =  2^-*i  -f-  2'.-*i ...  -4-  2'-.-*i, 

was  unmöglich  ist,  da  keine  der  Zahlen       —  ^i,  ...  /v  — 

—  ...  4  —  A\  e^leich  Null  sein  kann.  Jede  der  2*»^i  —  1 
Gombinationstormcn  muss  also  eioen  iinderen  Werth  haben.  Nun 
ist  der  Werth  der  ersten  und  kleinsten  Combinationsform  =1,  der 
der  letzten  und  grössten  =:lH-2-f-Ä»  . . . -ft.«^s=sa*H-i— l* 
mithin  müssen  die  dazwischen  liegenden  Corabinatioinen  nlle  gtfn* 
sen  Zählen  swii^hon  1  und  tf^"^  —  1  und  zwar  jede  nur,  einmnt 
geben. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  anderen  bekannten 

Satz  beweisen,  dass  man  jede  Zaiil  aus  der  nach  Potenzen 
von  3  aufsteiffenden  g-eomctrischen  Progression  durch 
Addition  und  Subtraktion,  und  zwar  nur  auf  eine  Weiae^' 
bilden  kann. 


In  den  \uv.  Act.  Acad.  Petr.  T.  IX.  p.  44  fiMtet  l£nier  mit 
Uulfe  der  lutegrairecbnung  den  Ausdruck 

Die  Richt'^keit   dieses  Ausdrucks  lässt  sich  auch  leicht  vermit- 
telst der  Theorie  der  Ketten brüche  nachweisen.    Es  ist  nämltfh 
1         1      -      7,5-.       11  .  9         .     15  .  13 
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SO 

«  7—7.5 

16—11  .9 

32  etc. 

Vem^'nldelt  man  (Uesen  kot((>nlinicti  unch  «1er  bekaailtea  Al6l;Uo4e 
in  eine  ftaiie,  so  erhält  man  «leu  obigeo  AusdriiQk. 


VII. 

Tarners  Eigensdiafi:  der  uugeradea  Zalilen. 

■  ■ 

Mitgetiieiit  und  bewieseu  roii. 

Berausgeber.  ^ 


In  der  VersaininlutiL;  liritti&cher  Gelelirten .  welche  im  Se|i(fm- 
bcr  1837  zu  I>iveipool  gehalten  wurde  tlieüte  Sir  W.  Haitiiltou 
folgende  von  Turner  gefundene  Eigenschaft  der  ungeraden  Zah- 
len nit: 

Wenn  mim  die  Summen  der  Isten;  der  2ten  und  3teD; 
der  4ten,  5ten  und  6ten;  der  Tten.  8ten,  9ten  und 
lOten:  11.  s.  w.  iingreraden  Zalil  bildet;  so  erhält  maD 
die  Cubi  der  natürlichen  Zahlen  nach  der  Reihe. 

Es  ist  nämlich  *  * 

2»=  3-h5, 
8«=  7-1-0+ 11, 

5»  =:  21 4- 23 25  +  27  +  29, 
0.  s.  w. 

welches  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 

Die  ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihen .  deren  Summen 
durch  die  Cubikzahlen  1%  2%  3%  4%  ....  /i^  dargestellt  werden 
sollen,  sind 

l.O-M,  2.  1-f-l,  3.2-M,  4.3-f-l,  5.44-l,...,«(«— 1)-+-!; 

welches  leicht  durcli  den  Schluss  von  n  aut  #»-1-1  bewiesen  wer- 
den kann,  indem  uämiich,  wenn  dieses  Gesetz  für  n  gilt,  da» 
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crnfp  Glied  der  artthmctischen  Reihe,  deren  Summe  nach  dem 
Turoerscheu  iSatze  durch  (m-^-l)*  dargestellt  werdeu  soll,  oacJi 
der  Lehre  von  den  arithmetischeo  Progressioneo  ofifenbar 

W*— 1)4- 1 1 -i- 1 — 1) = 1) -f-^i^i-H  1  =  1 

igt,  80  dass  also  das  bemerkte  Gesetz  fiir  m-HI  gilt,  weoo  ei  filr 

i»  gilt,  und  dalicr  allgemein  richtig  ist. 

Hiernach  kommt  es  nun »  um  den  TuroersdieD  S»tz  sa  be- 
weisen, bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  dass 

#1»  =       —  1) -I- 1  j  4- |*(» 1) -h 3t  4-        —  1) -t- 5t -h  . . . 

ist.  Die  Reihe  auf  der  rechten  Seile  des  Gleichheitszeichens  ist 
aber  eine  gewöholiche  aritbmetiselie  Reihe,  dereo  Summe  be- 
kanntlich 

ist,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

Mirtf  lst  dieses  Turnersrben  Satzes  kasn  man  nun  auch  leickt 
die  Heihe  der  Cubikzahlen  1'.  2*.  3*.  4*,  ••••  /»^  summiren« 

Nach  demselben  ist  nämlich  ofleobar 

uimI  folglich,  weil . 

also  {{;»-{^\)ti  die  Anzahl  der  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 
•nf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichent  ist,  niich  der  Lehre 
voD  deo  arithmetischen  Progressioneo 

wodurch  die  Sinmme  der  dritten  Potensen  der  natörliehen  Zahlen 

gefunden  ist. 

Als  eine  Hligcnschuft  der  geraden  Zahlen  kann  man  sich  fol- 
genden ebenfalls  leicht  zu  beweisenden  Sutz  merken: 

l»^l  =  l(l»4-l)=  2, 

5> 5  =  5(5»  4- 1>  =  22 -f- 24 -4- 26 28 30, 

U.  8,  W. 


« 
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61. 


Einige  Resultate  aus  Terglieheuen  Barometer* 

BeobachtUDgen  in  Berlin  und  Neustadt - 

Eberswaide. 

Vuo  dem 

Herrn  Professor  F.  W.  Sclineitler 

an  der  Küuigiicliea  hdbern  Fari»t-Lebr>Aiiä>talt  zu  Neustadt-Eberswalde. 


Kinc  Reibe  forllaufetider  m<5leoro!ogiscbcr  Beobachtungen,  die 
ich  in  den  Jahre»  1S35  inid  1836  auf  \  eranlassung-  des  flcrrn  Prof. 
Berg^baus  am  biosic;en  Orte  (Neustadt- Kberswalde)  sccLsmiil  täg- 
licb  anstellte,  verglicu  ich,  soweit  sie  dut»  Barometer  beiraten,  tiir  • 
den  Zeitraum  vom  I.Januar  bts  11. Marz  1836  durch  ffraphische 
Daritellung  mit  deo  gpleichieitigeu  B«obacbtaDgeii  des  Herrn  Prof. 
Mädler  in  Berlin.  Der  Nullpunkt  meines  Barometers  (Pigtor'acliea 
mikroskopisches  Heber- B.  Nr.  135,  der  hiesigen  Königl.  Forstlehr- 
anstalt  gehörig)  lag  <V4,S9  pariser  Fnss  über  der  Ostsee  bei  Swine- 
münde, wie  durch  titi<  ri  von  dem  K.  Ingenieurgeographen  Herrn 
Bertram  und  mir  bewirkteu  Anschluss  an  das  Nivellement  des 
Herrn  Majors  Bueyer  zwischen  Swinemünde  und  Berlin,  und  zwar 
»n  die  Stacion  Pimpinellenberg  bei  Oderberg,  ermittelt  worden  war.«'" 
Die  analoge  Bestimmung  für  das  Mädl ersehe  Barometer  ist  mir 
nicht  bekannt  geworden;  nur  so  viel  ist  gewita,  dass  eine  Biiben« 
difl'erenz  beider  Beohachtungsorte  vorbanden  war.  und  diese  wenig''* 
stens  i5  P'uäs  (Berlin  über  Neusfadt)  betragen  uiusstc.  (Vergl.  ^^- 
vellemcnt  zwischen  Swinemiindt  und  Berlin,  von  J.  J.  Baeyer, 
Berlin  1840,  Seite  Iii.) —  Die  Madierscbeu  Beobachtungen  ent- 
ittbm  icb  aus  der  Berliner  Vosuaeben  Zeitung,  wo  sie  fnr  +  lO^iV» 
Nornaltemperatnr  des  Quecksilbers,  tägtiä  mitgetbeiit  werden» 
aaebdem  ich  sie  wie  die  meinig^n  auf  0**  Norm  alt  emperatar  reducirt 
halte.  Die  horizontale  Entfernung  beider  Beobachtungsortc  beträgt 
olmccefribr  6  Meilen,  und  ihre  Verbiiidunp^sünic ,  von  Berlin  aus 
noi  dustlich,  fällt  in  die  Richtung  der  herrschenden  stärkeren  Winde 
und  Stürme. 

Die  Bamtaetefatilnde  wäbren4  dea  oben  beseicbneten  Zeitranma 
waren  sebr  yeränderlieb;  Perioden  böberer  und«  bober  Stände  (über 
S8Z0II)  wechselten  in  kurzen  Uebergängen  mit  ausgezeichnet  nie- 
derem Luftdruck,  der  einmal  so^nr  unter  27  Zoll  berabging  (den 
30.  Januar  Mittao^s.  wo  ich  321,92  '  beobaehtete). 

Den  gleichzeitigen  Gang  beider  Kurven  habe  icb  auf  Tafel  I. 
in  einer  Zeicbuuug  entworfen,  in  der  Art,  dass  ihre  Ordiuateu  die 
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Barometerbölion  unmittelbar  in  pariser  Mnass  läno^  zwei  mit  21"  und 
H^"  bezpirliiu'ten  Ahscisscujixcn  darstt  llci),  woraus  der  Vortheil  ent- 
stellt, ilaüä  man  den  iiaua  der  baruuietri^icUeu  Diiferenzen  sofort 
in  demtelben  Maassstabe  erolickt,  wie  ibn  die  Scala  des  InttrameDta 
anzeigte.  Obgleich  der  Zeitraum  der  verglichenen  Beobaebtuu^en 
nur  Iturz  ist,  so  »eigen  sicli  d«<A  als  dentlicb  benrortrelend  toi- 

1)  Diu  iVeustadKr  kur\p  liegt  fast  uberail  iiolicr  als  die  Berli- 
ner .  wie  «ich  ohnehin  iiuch  der  Uöhendiß'ert>uz  iieidt'r  Orte  erwar- 
tcn  liess.  Nar  am  17.,  28.,  30.  und  31.  Januar  und  am  16.  Februar 
war  der  Barometerafand  in  Neustadt  kante  Zeit  bindurcb  niedrigar 
als  der  in  Berlin,  aber  mit  so  gerirfgen  Unterschieden,  dass  sie  aei 
dem  Alaassstahe  der  Zeichnuno^  nicht  überall  sichtbar  werden. 

2)  Alle  bedeuten  den  Aufgänge  und  Niedergänge  sind 
b e  i  d  e  n  K  u  r  V  ('  n     (■  rn  e  i  n. 

3)  Aber  das  fMiäiioinen,  welches  ich  hauptsächlich  hier  zur 
Sprache  bringen  wollte,  ist  dieyerftnderliehkoU  in  derDiffe- 
rcnz  der  Barometerstände  an  beiden  Beobacbtnngsorten,  und  dabei 
das  Gesetz  dieser  V  eränderlicbkeit  in  den  mit  zahlreichen  Wind* 
und  Srurmperiodcn  durcbzopfenen  Monaten  Januar  und  Februar: 

Bei  Jedem  bcdeuteuden  und  plötzlichen  Niedergang!; 
des  Barometers  nähern  sich  die  Neustadter  und  Berli- 
ner Kurven,  zaweileo  fast  bis  xur  Kongruent  (B.n.a.deD 
18L,  2S.,  24.,  29.  nnd  30.  Januar),  bei  jedem  Aufgange  trennen 
sie  sich  wieder,  und  in  den  Perioden  der  höheren  Baro- 
mctcrstHndp  und  bei  mehr  windstiller  und  beständii^er 
Witterung  sind  die  Ab  weichune;e  n  am  g^rössten.  Ein 
Gleiches  tiudet  Statt  hei  Niedergängen,  die  allmählich 
erfolffen,  und  bei  tiefen  Barometerständen,  welche  meh- 
rere Tage  mit  geringeren  Seb'wankiingen  anbalten. 

Allerdings  kann  die  Differenz  der  Barometerböhen  an  zwei  Or- 
ten, die  nicht  in  demselben  Niveau  liegen,  nicht  konstant  bleiben, 
fsondcrn  muss  sich  vermöcr«'  Mariottisrhen  Gesetzes  hei  niederem 
Luttdruck  verkleinern;  dass  aber  diese  Ursache  nur  einen  fast  un- 
merklichen Autheil  an  dem  ho  bedeutenden  ZusuDuneugeheu  der 
beiden  Karren  ia  ihren  tieferen  Regionen  haben  kann,  ergiebt  sieh 
aus  der  einfachsten  Raebnuug,  und  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Die  in  Nr.  3  geauMibte  Bemerkung  berechtigt  au  folgenden 
Sebliisseo : 

(^)  Bei  stürmischem  Wetter,  mit  weichem  ein  sdiixllcs  .Sinken 
der  Uarouietersäule  verbunden  zu  sein  pflegt,  sind  die  Luttschichteo 
von  gleicher  Dichtigkeit  nicht  horizontal,  sondern  ihre  Lage 
nähert  sieh  der  Parallelität  mit  dem  Boden. 

In  der  Richtung  von  Berlin  her  erhebt  sich  das  Terrain  you 
100  zu  150  bis  200',  und  fällt  dann  in  das  Finowthnl  von  40'  abso« 
hitcr  Hübe  ab;  die  I^uft  wird  also  in  ihrer  Rewc^unj^  von  Süd- 
westen her  zuerst  aufgestaut,  und  sinkt  duun  in  die  tiefere  Gegend. 
Hiermit  scheint  der  eben  ausgesprochene  Satz  in  ganz  einfachem 
Zusammenhange  zu  stehen,  insofern  die  wellenförmige  Gestalt  der 
Erdoberfläche  auf  den  Weg  der  bei  windstillem  Wetter  horizontalen 
Luftschichten  von  gleicher  Dichtigkeit  unmösclicb  ohne  Eiufluss 
h1i'i)»en  kann.  Sobald  aber  dieser  Einfluss  einzutreten  beginnt,  ist 
die  Differenz  der  trleicbzeitigen  Barometerstände  nicbt  mehr  eine 
reine  Function  der  Uulieudiffereuz  heider  Beuhüchiuügsurte  im  ei> 
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entticheo  Siuue,  sooderu  sie  cntspricUt  sugleicb  der  relativen 
dbeniaf  e  dieatr  PuAkte  gegen  den  B*4e«»  Der  NnUpankt 
des  iDstnunentf ,  «n  welclie«  ich  in  Neutedt  beobachtete  , befand 
sich  6^  pericer  Fbss  über  dem  Boden;  wenn  nun  auch  das  IVlifidler* 

sehe  Biiromctpr  vielleicht  20'  iiher  der  Krdoherfläche  in  Herün  ho 
findlieli  war.  so  ist  eben  die  Diflereriz  docli  nur  so  jjrerinsr.  und  der 
l'nterscliied  der  absoluten  Hoben  wieder  no  t^r*»ss,  doss  di<<  Atitiabe- 
ruug  der  beiden  Ueubtiehtun^äikur^'en  mit  der  eben  versuchten  hr- 
kjarvog  aufs  Beste  übereittsämoit — ,AllerdiDgs  war  das  Mädleiicbe 
Barometer  mit  deai  laeioigen  aicbt  rergliebeo;  da  sich  aber  bei  fs- 
bigeoi  Weüor  die  DifTercuzeu  des  beobacbteteo  Lnfitdrucks  dem  Hö- 
beonnterschiede  der  Stationen  angemessen  zeigten  (s.  die  Zeichnung), 
so  darf  daraus  auf  gute  Uebereiostimaiuog  beider  Instrumeote  ge» 
s^iossen  werden. 

ii)  Wenn  man  die  ti uiiendifferenz  zweier  Funkte,  die  sich 
10  gleicher  oder  nahe  gleicher  Eatferniing  vom  Boden  befindeo«  aus 
eiaer  od^  einigen  gleiebxeitigeo  Barometerbeobaebhingen  ableitet, 
sa  erhält  man  das  Resultat  um  eine,  weder  durch  Rechnung  nock 
durcb  Erfahrung  jemals  mit  eiaiger  Sicherheit  zu  bestimmende 
Grösse  viel  wahrscheinlirlirr  zu  klein  als  zu  gross.  Der  Febipr 
wächst  mit  der  Gescbwin Ji^krif  des  Windes,  wenigstens  weriu  der 
Strich  desselben  uaiie  oder  ^ani  in  die  \  erhindungsliuie  der  beiden 
Stationen  &llt,  und  wenn  der  Barometergang  am  Tage  der  Beob- 
acbtaag  eine  sebaeile  Bewegung  aufwärts  oae^  abwärts  erleidet. 

l>ie  Bereebnunff  des  Höhenuntersch  iedes  deraelben 
Punkte  aus  den  durca  aieh  r  jährige  Beobaehtnog  gefuo« 
denen  mittleren  B  a  ro  m  e  f  e  rs  t  a  n  d  o  ii  giebt  um  so  gewisser 
f a I s c b  e .  n a w  1  i c b  zu  kleine  Resultate,  je  er e n a n e r  die 
mittel  sind,  d.  h.  aus  je  längeren  Beobacb  tu  nj;8zeiträu- 
men  sie  abgeleitet  wurden**}.  Denn  die  mittlere  Differenz  des 
liüftdrucks  an  beiden  Orten  (oder  der  Logariibnins  seines  nritllerea 
Quotienten)  setzt  sieb  susanaen  ans  deai  Mittel  der  nonnalen  Dif* 
nreozen  hei  hohesi  Barometersiaade  und  ruhiger  Luft,  und  aus 
den  viel  zu  kleinen  Differenzen  während  der  Sturmperioden.  Kiue 
BestätitjiinL^  dieses  Satzes  s^laube  ich  nuebweisen  zu  können  durch 
die  Zalilen  .  in  welrlim  Herr  Major  Baever  (Nivellement  zw. 
Swinemünde  und  Berlin,  Seite  \  )  die  Bergba us' scheu  Berechnun- 
gen der  Höbe  Beriias  Ober  der  OstseeflMebe  ausansienstellt,  die  sieb 
auf  swet*  bis  acnnjabrige  Beobaebtunors reihen  in  Berlin,  Swine- 
aüade,  Stralsund,  Daasig,  Königsberg,  Apen  rede  und  Altona  grün« 
den.  Diese  Berechnungen  gaben  für  die  Höhe  von  Berlin  (Strassen- 
pOaster  im  Thorwege  der  alten  Sternwarte)  resp.  14,74,  14,33,  14,75, 
14,75,  15,23,  14,92,  im  Mittel  14,78  Toisen.  mithin  sämmtiich  um 
Beträchtliches  zu  kleine  Werthe,  da  durch  das  Baeyer'sche 
jNiYeUemeot  dieselbe  Höbe  =:  17,376  Tois.  gefooden  wurde. 

Man  kann  also  diesen  Fehler  bezeicbnen  als  denjenigen,  wel- 
eben  die  nicht borisontale,  vielnebr  der  Parallelität  mit 
dem  Boden  sich  nähernde  Bewegung  der  Luft  bei  hefti«« 
gercn  Winden  b  e  rv  o rbri n ^t,  und  es  dürfte  misslich  sein,  den- 
selben durch  eine  Korrektion  beseitigen  au  wollen,  die  wohl  wieit 

•)  Diesen  allerdings  etwas  parailox  scheinenden  Satz  empfiehlt  der  peelirte 
Herr  Verf.  in  einem  aii  mich  gerichteten  Schreiben  der  ttorgfaltigcn 
Prüfung  Aer  Leser.  G. 
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unaicherer  ood  im  Allg^BMoeo  weit  betritehtlklier  ausfalleo  dürfte, 
«!•  etwa  die  Korrektioo  wegen  DÜTerem  der  Breitee,  oder  die  w^ 
gen  Abittaliae  der  Schwerkraft  ia  der  Richtung  der  Vertikalen.  Ich 

glaube,  man  würde  zuverlässiorere  Nivericnients  aus  Barometerbeob- 
aclitnno'fn  erhaUeu,  als  bibher,  weun  mau  die  Methode  der  vieljäh- 
ricfi  ii  Miitel  gänzlich  verliesse,.  dafür,  zur  Erleichteruncr  der  Fcticr- 
stellt «  die  korrespondirenden  Beobachtunffeu  graphisch  zuhuuiuieu- 
•teltte,  uttd  alsdaoB'Dsr  diejenigen  Perieden  aus  den  S^manr-  nad 
HeriiBtaionaten  auswählte  und  zur  Berechnung  der  Mittel  vcrwcn- 
'dete,  welche  durchaus  keine  pldtalichea  Schwankuagen  dee  Lnft- 
drucks  gezeigt  hätten. 

Obgleich  Ich  kaum  zu  hoffen  wage,  durch  Vorslehcndes  gelehr« 
ten  Meteorutügeu ,  zu  welcheu  ich  mich  nicht  rechueu  darf,  etwaa 
Neues  gesagt  an  kal»en ,  so  bedaure  ich  doch ,  dass  es  nir  mkAt 
Tergönat  war,  die  graphische  Vergleiehung  des  hiesigen  uad  Berli- 
ner Barometergaoges  während  eines  längern  Zeitraumes  fottsii- 
setzpn.  Bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  wäre  es  gewiss 
nicht  mehr  ohne  Interesse,  folgende  Fragen  durch  zahlreiche  kor- 
respondirende,  und  übersichtlich  zusummeugeütellte  Beobachtungen 
beantwortet  zu  erhalten : 

Wie  verhält  sich  der  gleichseitige  BaroaielerjB^ang: 
1)  Wenn  die  Station  ^  nahe  an  Boden,  die  Station  ß  ent- 
fernt vom  Boden  (z.B.  auf  einem  liohen  Thtirmr)  aber  in  dem- 
selben Niveau  mit  hcfiiidlich  >värp.  .Sollte  hier  nicht  bei  ru- 
higer f^uft  uud  hohem  Druck  ein  gleicher  Barometerstand,  aber 
während  der  Wiudperioden  bei  niederem  Druck,  in  der  Station  ^ 
ein  l^ilherer  Barometerstand  als  der  gleichseitige  in  S  an  erwarten 
sein?  Die  Kurven  würden  also  die  entgegengesette  Erscheinang 
zeigen,  als  die  der  beiliegenden  Zeichnung,  d.  h.  die  Berührung 
würde  in  den  Regionen  der  hohen  nnd  länirer  anhaltendeo  niede- 
ren, die  AbweicliiiiiL^  in  den  inedercu  von  kürzerer  Dauer,  eintreten. 
Die  Berechnung  der  Uoheudiüereuz  aus  den  Mitteln  ergäbe  nicht  0, 
sondern  ji  ticEer  als  B, 

2)  Wenn  die  Stationen  A  und  B  in  gleicher  Entfernung  vom 
Boden,  aber  in  verschiedenen  Niveaus  lägenf  Bin  Beitrag  zur  Un* 
tersuchung  dieses  Falles  war  der  Zweck  des  Toriiegeaden  Au£mtses 
und  der  heigegebeneu  Zeichnung. 

3)  Wenn  sich  der  Boden  unter  u-i  und  B  in  demselben  Niveau 
befände?  Hier  würden,  wenn  A  and  B  verschiedene  ahtahite  Höhe 
kitten,  auch  bei  schnell  ahnehmendem  Luftdruck  mehr  ilormale 
Differenzen  der  Barometerhohen  sU  erwarten  sein,  mithin  die  Kur- 
ven bei  den  Niedergängen  nur  geringe  Konvergenz  zeigen,  und 
die  Berechnung  der  Höhendili'erenz  aus  den  barometrischen  Mitteln' 
liesse  die  relativ  zuverlässigsten  Resultate  erwarten. 

4)  Wie  unterscheidet  steh  der  gleichzeitige  tiaug  der  Barome- 
terstände, jenacbdem  die  Verbindungslinie  der  Statioaen  in  die 
Richtung  der  herrschenden  Winde,  oder  mehr  rechtwinklig  mit 
dieser  .Richtung  fällt?  Auch  dürfte  die  Lage  des  Beobachtungs* 
ortcs  ,  nuf  einem  lunggestreckten  Frdrücken  oder  isolirten  Berge, 
welcher  den  bewegten  unteren  Luftschichten  ein  Ausweichen  zur 
«Seite  gestattet,  nicht  weniger  wesentliche  Modillkatiunen  in  die 
Brscheinungen  bringen. 
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I 

lieber  Reisebarometer. 

V  on  üein 

Herrn  I'rottssor   F.  W.  Sciineider 
an  der  Königlichen  üöheru  Forst-Lehi -Anstalt  zu  Neii&udu£berswalde. 


BektantHch  ist  die  Rednction  der  BaronieterstSnde  auf  eine 
feite  Nor«al(emperatar  des  Quecksilbers  eine  so  wicbtige  Korrek- 
tion, dass  die  Vernaclilassijn^ung  derselben  barometrische  Beobach- 
tungen für  wissenschaftliche  Zwecke  fast  wertMns  macht.  Man 
versii'ht  desshulh  jedes  Barometer,  das  zu  srcnauen  Untersuchungen 
dienen  suii,  mit  einem  Thermometer,  ßeiiuls  der  Tcmperaturungabe 
eiser  Masse  QueckeiilierSf  welches  in  einer  kamen  Rdhrt »  von  glei« 
chem  Dorchmesser  mit  dem  der  BurometerrÜMire,  sich  so  nahe  neben 
dieser  befindet,  dass  eine  gleiehe  Temperatur  beider  voransgesettt 
werden  darf. 

Leider  aber  wird  noch  tortu  älirend  im  Bau  der  Uurometer,  na- 
mentlich der  zu  Beobachtungen  aut  Reisen  bestimmten,  ein  Verse* 
ben  beffaogen,  durch  welches  die  Sicherheit  in  der  Korrektion  der 
QnedMilberCemperatnr  liedentend  geiübrdet  erscbetnt.  Ich  meine  die« 
jen igen  Instrumente,  welche,  wie  die  sonst  so  vortretöicben  Greiner« 
scliPM  und  1*  1  s  t  o  rsc  h  e  11  iiiikroskopisclieri  Heberbarometer  ,s  mit 
einer  etwa  auf  l-  der  Länge  fesf  in  einen  Holzrahnien  versclilossp- 
nen,  im  IJehrigen  frei  dem  Luttzuge  ausgesetzten  Quecksilberröbre 
verbehen  sind.  Üei  der  schlechten  Wärmeleituug  des  HuUes  bedarf 
es  offenbar  einer  längeren  Zeit  (oft  sind  ^  Stunden  nicht  ansrei- 
ehend),  bevor  die  Temperatur  des  eingesebloasenen  Quecksilbers 
sich  mit  der  Lufttempe  ratur  ins  Gleichgewicht  setzt,  während  dies 
bei  dem  im  oberen  1  heile  und  im  kürzeren  Schenkel  enthaltenen 
Quecksilber  viel  eher  gosriieften  muss.  Hat  man  sich  nach  einer 
im  Freien  gelegeneu  Beobachtungsstatiou  begeben,  ist  vielleicht  das 
Pntterar  des  Barometers  and  somit  sein  ganzer  Inhalt  durch  die 
anfprallenden  Sonnenstrahlen  bedeutend  erwärmt,  worden;  so  neigt 
innerhalb  geraumer  Zeit  nach  dem  Aufhangen  des  Instruments  dat 
■  Thermometer  desselben  eine  um  melirrre  Grade  liohere  Temperatur 
als  die  umgebende  Luft,  da  doch  ohne  Zweifel  (hrjenige  Tlieil  der 
Quecksilbersäule,  der  in  den  durchbrochenen  Räumen  der  Holzfas- 
snng  liegt,  bereits  einen  der  Luftwärme  näher  kommenden  Grad 
angenommen  haben  muss.  Blau  bat  daher  durchaus  keine  GewShr-  ' 
aehaft,  da»  d«i  QueckaUber  de«  Barometers  gleichfSrmig  er* 

TMII.  5 
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ivärmt  sei ,  wenn  man  Dtebt  einen  oft  eehr  lästigen  Zeitrerlnet  * 

durch  stundentaogea  Warten  sich  hingeben  will.  Selbst  dann  noch 
möchte  unter  gewissen  ümstHnden  zweifelhaft  sein,  ob  die  Tempe- 
ratur der  verschiedenen  Theile  der  Säule  nnfer  ciuunder  und  mit 
der  Temperatur  des  Thermometers  bis  auf  Zehotelgrade 
übereinstimmen»  und  es  bleibt  eine  Unsicberbeit,  welebe  der  tonnti« 
gen  Binrichtung  de$  Instruments  (der  mikroei(opiecbeD  EinstelhliBg 
and  dem  Nopiui  auf  50tel  Linien)  'wenig  nnigeBesten  iit 

Beim  Gebrnueb  Abnlicber  Barometer  zu  Beobachtungen  im  Zim- 
mer verliert  zwar  der  erwähnte  Nachtheil  an  ErhehÜrhkpif ,  sobald 
man  in  untri'Iiciztcn  Zimmern  hpoharlitet,  wo  sich  die  Temperatur 
langsam  ändert;  in  geheizten  Zimmern  aber  ist  der  Uebelstund  um 
Bp  grösser,  weil  man,  an  bestimmte  Beobachtnngszeiten  gebunden, 
die  Ausgleichung  der  Tenfieratur-DiffBreonen  nicnk  nbwnrten  knnn. 
Ba  entsteht  also  die  Frage  ^  ob  nicht  bei  der  Vef£ertlgnn|^  der  Bn* 
romnter  folgende  Grundsätze  zu  befolgen  wären: 

1)  Die  Quecksilbersäule  muss  nach  der  ganzen  Längte 
bciiler  Solicnkel  frei  liegen,  entweder  in  einem  durch- 
broclieuen,  durch  schmale  Metall  l)an  der  zusarnrncnpre hal- 
teneu Gestell,  oder  vor  demselben,  und  so  weit  davon 
entfernt,  dnss  sie  ringenn  von  der  Lnft  beetrieben  wer« 
den  kano. 

2}  Eine  ganz  gleichartige  Lage  muss  die  Queckail* 
berröbre  beben,  in  weleber  etcb  die  Rngel  dee  fixen 
Tbermometers  befindet. 

Da  es  längst  transportable  Barometer  giebt,  deren  Röhren  frei 
vor  der  Holzwand  liegen,  so  fällt  der  i!)inwand  weg,  dass  die  par- 
tielle Einschliessuüg  zur  Sicherung  des  Instruments  unvermeidlich 
sei.  —  Uei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auch  uuch  hehauiileu, 
daas  ein  Thermometer  der  Ska4a,  womit  man  genauere Inefiu- 
niente  an  verseben  pflegt,  ganz  füglich  entbehrt  werden  kann.  Denn 
wenn  angenommen  wird,  dass  die  Längenausdehnuog  des  Messinga 
beträgt  von  der  Ausdehnung  der  Quecksilbersäule,  so  genügt  es 
selbst  bei  den  genauesten  3!essungen  .  die  Temperatur  der  Skala 
nur  in  ganzen  Graden  zu  wissen,  und  um  ganze  Grade  wird  das 
Thermometer  der  Skala  nie  vom  Theirmometer  dee  Uneeksilbers 
abweichen,  wenn  letaterea  nicht  im  HoUe  eingeaebioseen  ist.  Man 
kann  folglich  die  Temperatur  der  8kala  vom  Tbermometer  ,dea 
Quccksilliprs  ablesen  ,  ohne  fiircliten  zn  müssen  ,  tlie  reducirte 
Barometerhühe  niciit  mit  eben  ho  vielen  Huuderttbeiien  der  pariser 
Linie  zu  erhalten,  als  wenn  mau  die  Tem|»erutur  der  »likaia  beson- 
ders gemessen  hätte. 
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Das  Binomialtbeoreni  für  positive  ganze  Expo- 
oeoten,  als  speoieller  Fall  eines  allgejaeineni 

Satzes  betraehtet 

i'OIB 

Herausgeb  er. 


Längst  ist  den  Mathematikero  der  merkwürdige  Satz  von  dem 

ßinomrril -  Copffiripntcn  bekannt,  auf  welchen  l^uler,  Segn<»r, 
L'Uuilicr,  RutJic.  llusse  und  andere  neuere  Geomefer  deti 
kürzesten  und  cinicuchteiidsten  Beweis  des  iiiuomischen  Leitrsatzes 
in  seiner  grössten  Ailgcmduheit  gegründet  haben.  Nicht  so  allge* 
mein  bekannt  dürfliB  ober  die  Bemerkung  sein,  dass  in  dem  in  Rede 
stehenden  Satze  von  den  Binomial-Coemcieoten,  wenn  man  densel- 
ben nur  auf  eine  Twprkmiisslefe  Wrisf  erweitert,'  der  Hiiiomiscfae 
Lehrsatz  für  positive  ganze  Kxponcnten  selbst  als  ein  s|»fM  ie!!er  Fall 
entiiaiten  ist,  welches  zu  zeigen  der  Hauptzweck  des  vuriiegeuden 
kleinen  Aufsatzes  ist. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  CIriieBe 

fii:n  -^  k)     -H  2X)  ...     -f-  (y  —  1)  ^) 
1  •  2 .  3  . 4  . . .  ;9  » 

wo  u  und  /c  beliebige  Grössen  sein  können,  p  aber  eine  positive 
ganae,Za)il  bezeichnen  sol^  durch  tip  bezeichnen,  so  dass  also 

und  folglich  für        — 1 

A    «1»—  i.2,Z,k,.,p 

ist,  welches  Letztere  die  bekannte  Form  der  BinomlaUCotfBete»» 
teniet  '  ' 

Nncli  I.  itt     .  ■ 

*       Mn  +  k)  (t?     2/)  . . .     -h  (p     1)  /  ) 

^  =3        :    T727s7iT77p~  * 
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uuü  tuiglich  utleubar 
Weil  nach  1. 

*  n 

».  =  r 

iit)  io  «UM  M«D»  wenn  die  R^tioa  3.  bocIi  filr  |is=sO  gelteii 
■oll»  offenbar 


MtftiBD,  welches  im  Folgendea  auch  immer  getchehen  wird. 
Macli  1.  ist  ferner 

 1.2.3.4...;,  ^ 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

*   {n  -^-  k)  {n  -h       ■  ■  •  (^^  +  7>X0  « 

ist, 

welche  Relation  auch  nur  dann  noch  tut  psszO  gilt»  wenn  man» 

ff?ie  schon  in  4.  geschehen  ist»  allgemein '«« =  1  setzt. 
Nach  3.  ist 

und  folglich 

Nach  5.  ist  aber 

i^  =  (»  +  Xr);^i  .  —  oder  (m -f*         =      «  — . 
Also  ist  naeb  dem  Vorhergehenden 

6.   (m4-/r)^l-l-(is4i^)y=i»  .  ^^.^^-^-^^ 

eine  für  das  Polgeude  sehr  wichtige  Relation.  Setzt  man  in  der- 
selben ^  =  — 1,  so  erhält  man 

worin  ein  selir  bekannter  Satz  von  den  Binomial  -  Coefßcienten  ei^t- 
heiten  ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  uns  ann  mit  der  Summi- 
rong  der  in  vielen  Beziehnngen  wichtigen  und  merkwürdigen  Reihe 

beschäftigen.   Der  Künte  wegen  bflsei«|iBen.  wir  diese  Snmme  darch 
und  setzen  also  .      ,  -  i - 
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Die  -SniUBe  f\p)  kann  aber  auf  folgende  Art  ffefuD^eii  werden. 
Es  ist,  wovep  MD  sich  dsreh  eine  gnec  eiii£BcIie|leebiipBg;  auf  der 
Stelle  niienengeii  wird»  "  'V 

m^n^pk  m-^pk  n 

 m-^^{p^2)k  n-^^2k 

PH-l  . 

IL  8.  W.   '  < 

y/i  -t-  2^      ^  _l_  (;?  —  2) 

Multiplicirt  buid  duii  '  anf  beiden  Seiten  der  Gleiebong  8.  mit  der 
Grüise 

Indem  man  dabei  für  diese  Grösse  auf  der  rechten  Seite  deiGleiclH 
beitszeicbens  in  der  Gleichung  8.  iiire  ubigen  ZerJegdngen  nndi  der 
Reibe  ^infölirt;  ao  erhält  man  die  Gleichung 

«       m^(P'^2)k  *    ^*        *  ^^2ifc 

tt»  S«  W. 


1.  •  "  /// 


P 


Weil  nun  nach  3. 


m     *  *  n-\-pk 


*     *M-M      *     m^pk  p^  1      *  p-f-1 

•  — TTi — h""      '      P      •  ?hhI    *^  >  -h  1* 

*        m-{-ip  —  2)k  *        m-i-ip—2)k   p-^-l  *        p—  1 

p^l  .  :  — «^P-^     ,1-1  •^^Ti""*^* 
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und  gau£  auf  ähnliche  Art 

n      _^  I 


m  1 

1  P-hl 


*  I 

■ 

*  1 


,    U.  8.  W. 


iit;  80  wt  nach  den  Obigeo 


___ 


q;  9.  w. 


m 


*'^f^\p^i 

*      *  2 


p- 1 
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*     *        f  1 


So  wie  nun  üben  in  8. 

*****  »  * 

J'\j/  j  s=  mp  -h  ^i'H^i-  •  »1  •+".  «*p-2 .     -h     -+-^»  •  «^P-« 

i  ^  * 

gMttet  worden  jHt^.nutei  utiblkh 

*  *     *       *       *       *       *  ^ 

^        '  r  *        *  .  A       *         -4  :.  - 

gesetzt  werden  ,  und  aus  dem  Vorhergebenden  ergiebt  sieb  daher 
BopiUe^^r  die  folg^ode  Relation: 

Weil  IMD  offenbar 

iit;  S4»  ist  nach  dieser  Relation  ^ 


II.  8.  W. 


Wie  man  auf  diese  Art  water  geben  kann ,  ist  klar ,  und  dos 
Gesetz ,  nach  welcbem  die  obigen  Ausdrücke  fortschreitea ,  üegt 
deotlick  vor  AngeD.  Also  isUMÖiUger  AUgeneinheU  ^ 
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in    /  /  \     (i^l+^i)(^H^^»-lr*)  (w-h»-h24r) ...  (X  |  #H  (p— 

lU.  /0^)  =   l.2.Z.4....p^   . 

d.  i.  nach  1« 

und  folglicli  nach  8. 

■4-  «>i  .      1  Hh  «jB  j 

eiae  auf  jcdeo  Fall  höcbBt  merkwürdige  RelAtiaa.  Für  /r  =  —  1 
wird  dieselbe  , 

«-1  ^  »I  -4 

13»  (n  I  ii)[yjaaMj»"|"aii^p>-i«<ii  il'Wty    •     Hh •  i 

welches  der  oben  erwabote  längst  bekanate  Sala  van  den  Biamaial* 

CoeiBcieDtcn  ist. 

Setzt  mau  aber  in  der  GleichuDg  12.,  wie  es  veratiittet  ist, 
i&asO;  so  arbält  aiaa 

0  0  0      *90  «  00 

(ja  I  Ji)p8psafp*4~      t  •  •!  "f"  ai/>  g  <     •fr'  •• .  Hh  »»j  .  li;»^ 

0        0  0  ' 

Weil  ann  oacli  I.  fibarbanpt 

.0   

iit;  aa  iat  wegen  Toratebender  Glelcbung 

laj  ■  «  .  itf» 

2)"*'  1  •!..(;>— 1)  l.-p' 

und  folglich,  wcuu  iu«m  uut  beiden  j^eiten  mit  \...p  multipUcirt, 
d.  i,  nacb  1. 

—1  -4  -I 

In  welcher  Gleichung  das  Biaomi^ltbeorem  für  positive  ganze  £zpo- 
uenten  enthalten  ist. 

ffiarant  aiebt  man  alio,  daaa  die  nericirirdiga  a]lge»eiiia  Re- 
latioD  X%  das  Binomialtheorem  für  posttiTe  gaase  Bsponenteii  all 
einen  apeeieUea  Fall  In  aidi 
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XI. 

Bemerkung  zur  TrigoBometrie. 

Vom 

Herausgeber« 


Wenn  der  Winkel  Uder' Bo|;eB  9»  mhfeltt  der  Gleichmig 

z=i  A  «der  sin  ^  =  A 


20  findeo  ist,  und  der  uh^olutc  Wcrtli  voo  A  der  Einheit  sehr  nahe 
komint,  so  kann  97  mittelst  der  gewöhDlichen  gooiometrischen  Ta- 
feln nickt  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  berechnet  werden, 
weebalb  nwn  nnch  beim  tri||onom^trimüieii  Celciil  soleben  Formeln 
den  Vorzog  zu  gelten  pflegt,  bei  denen. die  gesuchten  Winkel  .ille 
mittelst  ihrer  Tangenten  oder  Cotangenten  gefunden  werden.  Wie 
es  mir  scheint^  kaun  man  sieb  über  iu  eolchen  Fällen  wie  die  obi- 
gen jederzeit  auf  folgende  Art  helfen. 

Mau  berechne  einen  Hüli»winkel  @  mittelst  der  Formel 

tang  ©  =  ^, 

welrTies  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Crennnigkeit.  geecbeben 
kann^^lst  dann 

cos  y  =  A  ^  ' 
io  ist  coK        tnng  0,  und  folglich 

1  —  cosy        1  —  tangO 
abo  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 


mittelst  welcher  Formel  9  jederaeit  mit  der  erfiirderlieben  Gennnig^ 
keit  berechnet  werden  kann.  Ist  dagegen 

sin  9p  s  Ay 

•0  ist  äio  y  =  taug  0,  und  folglich 

1 — ^\VLtf          1  —  tangO 

l-f-sin^)  l-f-tang8' 

alao  nach  bekannten  goniometriacben  Formeln 
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tang(45«-|9')*  =  tang'(45»-Ö),  tang(45°-{9))  ==b  |/tang(45'»-0), 

mittelst  welcher  Formel  (p  wieder  jederzeit  mit  der  erforderlicüea 
Genauigkeit  gefuudcu  wcrücu  kauii. 

üm  eiu  Beispiel  zu  gcbeu ,  so  sei  uus  zwei  Seiten  a,  b  eines 
ebenen  Dreiecks  und  dem  Gegenwinkel  a  der  einen  a  dieser  beiden 
Seiten  der  Gegenwinkel  p  der  »nderen  Seite  b  zu  finden,  und  es 
sei  gegeben 

•  CS  W  .  14' .  0^  »,4  1^  4  =s  0,^1^ , ,  ^.^ 
Weil  nun  bekanntlick  ein   s=     ein  «  ist,  eo  i»t 

log  4  «0,5046112 

log  ein  g  =  9,4KB883 
log  rin  f  CS  9,9909995* 

Ein  Blick  in  die  Calle  fachen  Tafeln,  drren  ich  mich  hier  be- 
dienen werde,  zcfg-t,  dass  /S  in  diesem  Falle  mittelst  seiiiee  Sinus 
nicht  mit  der  eriurderlichen  Genauigkeit  ireiunden  werden  kann, 
weshalb  nuin  nun  die  Reekoinig  auf  folg-ende  Art  Uhren  wird: 

'  Io|p  tan|^  0  =  9,9990995 

45*-dÄ  ^    0.  W% 

lo-  tanir(45«— 0)  =  3,7647562   ;      '      ,  " 
log  tang(45'»— ^/S)  =  6,8823781  '  '  • 

;45»— ==  0«.  2^.  37",  ao  , 

OO-H»        0.  5.  14,  78  ' 

=:  89.  54.  45,  22 

Uebrigens  bot  /?  im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  a-^h  ist, 
zwei  Wertlic.  deren  Summe  180^  bofrKsrt  Oer  zweite  Werth  ist 
die  ErgänzuriLT  des  durch  dir  vorhrrgchende  iiecbniHig  gefnudenen 
Werths  zu  180%  nämlich  90°.  5 . 14',  78. 


;  •#  II   ,   •  ,      ■  •  '   {  X      = '  ■  ' 


I 
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»  •  •  "  •  r    »  p  ■  *  * 


•  XII. 

MivellemeDt  zwischen  Swinemttnde  nnd  Berlin. 
Auf  diensfliehe  Veranlassung  ausgeführt  von 
J.  J.  Baeyer^  Major  im  Generalstabe.  Mit 
einer  Uebersichtskftrte.  Berlin.  1840.  4 

Hefauagebcr. 


I 

■  ■ 


Die  aus  cu  verschiedenen  Zeiten  angeitellteo  baranetrische« 
Mes&uagea  und  Vergleklmugen  für  die  Höhe  Berlins  über  dem 
Meere  ^eiogenen  Resultate,  welche  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
M  MiBen^vi  jeder  Besi^haiiff  Mehit  t^ittbam  Werk«  siisaiB* 
OMMtelit,  waren  bisher  h9<£st  ächwanlcend,  vimI  en  herraehte 
cetade  diier  dieses  Ktement  noch  immer  die  ^össte  CagewissheiC; 
Als  mm  tlrtsselbc  hei  rler  im  Friihjalire  1S;?5  von  Besse  I  vorsfenom- 
nieneD  Bestiiumun^  di  r  Lan^o  drs  SecuDdeu(>eDdels  auf  der  Herliner 
Sternwarte  als  ein  wichtiges  Heducdonselentent  zur  Sprache  kam, 
ersuchte  Alexander  von  Humboldt  den  Chef  des  Geaerulstubes 
der  Armee  ttnd  General  der  InlMAerw  Herrn  Kranaeneck,  s«t 
endliehen  Entaeheidang  der  Sache  ein  tri^onometriiehea  Nivellement 
zwischen  der  Ostsee  nnd  Berlin  anafiihren  au  lassen.  Letaterer,  stets 
bereit  wisscnscliaftlichc  Zwerko  krUftiirst  zu  unterstützen  und  zu  for- 
dern, princ:  sogleich  mit  der  g^rossten  Bereitwilligkeit  auf  drii  \  fjrschla^ 
ein,  und  ertlieilfe  dem  Verfasser  den  Auftrag-,  in  Gemeinschaft  mit 
dem  in  Neu-\  orpommern  eben  mit  Messungen  beschäftigten  Inge- 
mear-Geogra|dien  Herrn  Bettra«  als  aweitem  Veobaeliter  die 
Arbeit  M  Laufe  det  Semmers  1835  aasauföhren.  Im  September 
1835  war  die  ganze  Operation  beendigt  Die  Reehannffen  sind  mit 
Hülfe  des  Lieutenants  von  M^rner,  eines  jungen  tliätigen  und 
kenntnissreichen  Offiziers,  sämmtlich  nach  Resaels  Vorschriften 
ausj^efuhrt,  welcher  Letztere  sich  der  Sache  überhaupt  anf  dai 
Eifrigste  annahm  nnd  seinen  Rath  nie  fehlen  Hess.  i  i 

Die  Instramente  waren:  1)  Ein  Tlreadolit  von  Brtel  in  Miinp» 
.  eben  mit  15  aölligem  Azimuthaikreis  und  8  sölligem  Whaakrein» 
deren  Nonicn  unmittelbar  respective  2  und  4  Secunden  angaben. 

2)  Ein  Theodolit  von  Ganbe^ia  PaiPis  mit  einem  12 zölligen  Azi* 
muthalkreise  und  einem  eben  so  grossen  Höhenkreise,  deren  Nonien 
eine  unmittelbare  Ablesung  der  Winkel  von  3  Secunden  gestatteten. 

3)  Ein  Box-ChronoDieter  von  Tiede  in  Berlin,  und  4)  ein  Taschen- 
Chropometer  vuu  Tiede.  Mit  St,  1.  uud  3.  beobachtete  der  Ver- 
fasser, mit  Nr.  %  und  4.  Herr  B«#»fM*-  '  -t  t  » 
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Die  DreiecksverbinduDg  zwischen  Berlin  und  Swinemünde  konnte 
diireh  AnseMieMimg  aa  «iae  trigonoinetriiciia  VermeMung  der  Oder 
bewirkt  werden,  welche  das  Königliche  Ministerium  für  den  Han. 
del,  die  Gewerbe  und  das  Bauweien  in  den  Jahreo  1820  Wie  1824 
durch  den  Premier -Lieutenant  Asmann  hatte  ausfiihren  lassen. 

Die  Ublietiiiiessun^en  wurden  natüriich,  um  den  Einfluss  der 
StrahlenbrcchuDg  so  viel  als  mö&;lirh  zu  beseitigen,  auf  bekannte 
Weise  durch  gleiebseitige  iieobitcbtuag  gegenseUig£r  Zenithdistan« 
neu  au8||refiihrt^  und.  bei  der  Berecl^nung  die  folgenden,  den  Wesen^ 
liehen  nt^h  A  es  sei  angdiSrenden,  Yon  dem  veifhiMr  abeir  in  to- 
zng  auf  praktische  Ammiking  erweiterten ''und  iVfiter- «nli^iekelteii 
Formeln  in  Anwendung  gebracht. 

Die  Höhen  zweier  Punkte  Jt  und  //  über  dem  Meere  seien 
A  und  A'^  die  in  A  beobachtete  Zenit hdistanz  von  ß  sei  die 
gleichzeitig  in  ß  beobachtete  Zeuitlidistanz  von  ji  sei  Be- 
seiclinen  wir  nun  die  entsprechenden  Re&actionen  durch  und 
ko  sind  die  wahren  Zentdidistansen  ¥on  B  und  A  respeetive 
•X  +  A*  und  V+^x^  wobei  man  niisht  zu  übersehen  hat,  dau 
durch  die  Strahlenbrechung  die  Höhen  vergrössert,  die  Zenithdistan- 
zen  also  vermindert  werden.  Obgleich  nun  ein  Durchschnitt  der 
Vertikallinicn  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  nur  bedingungs- 
weise Statt  ündet,  so  wird  doch  mit  Rücksicht  auf  die  geringe 
ICerschiedenheit  der  Lage  zweier  von  einander  sichtbaren  Punkte 
der  Fehler  nn^erücknciili^  bleiben ,  und  »an  wird  also  den  tou 
den  Vertikallinien  der  beiden  Punkte  A  und  JS  eingeschlossenen 
Winkel  sowohl,  als  auch  den  Durchschnittspunkt  d&e  beiden  in 
Rede  stehenden  Vertikallinien  durch  C  bezeichnen  können.  Denkt 
mau  sich  nun  das  Dreieck  ABC^  so  wird  auch  ohne  Figur  öut  der 
Stelle  ersiclitlich  sein,  dass  dessen  äussere  an  A  und  B  und  der 
Seite  AB  liegende  Winkel  respective  *-+-A*         V-H/^V,  die 

innm  Winkef  dieses  Dreiecks  abo  180«--(;s+A«)>  180<>— (a'+A«0 
und  C7sind,  weleh^s  die  ^*  * 


m^rk-c-^ {%  «' -i- A»0 = ISO»  . 

oder 

giebt.  Setzt  man  nun  Ax  +  A^'  =  /rC,  wo  nach  Gauss  der 
Coefficient  der  Strahlenbrechung  ist,  unter  welchem  die 
französiHfhen  Mathematiker  gewöhnUch  ^  verstehen ,  40  erhält 
mau  die  Uieichuug. 

s + nf  — 180*  ar  (1  —  jt) 

Bezeichnet  r  den  Radius  der  Erde .  die  wir  liier  als  eine  Kugel 
betrachten  wollen,  uud  s  den  dem  Winkel  C  entsprechenden  Bogen, 
d*  h.  die  horizontale  Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  so 
hat  man  die  Pkvportioo 


sin  l'':  4  =  1  •  C> 


und  fblglteb 

r  «m  1*^ 

•dar  wenn  issS06m,8  gewial  «Ird« 
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wodurcb  man  C  in  Secuuden  ausgedrückt  erLiilf.  t  iiiirt  mrm  uuo 
(iieseu  Ausdruck  von  C  in  die  obige  Glmciiuug  xwificlie&  *,  x\  Xr,  C 
eis,  so  ergiebt  sich 

l-*=£;(«+«'-180«), 

welche  Formel  den  Coefficienten  der  Strableubrecliuiic-  liefert,  aus- 
gedrückt durcli  die  gegeuHeiti|r  gleichzeitig  beobacbteteo  Zeoitb- 
ustamen  und  4le  Bntfisniuog  der  Ueobachtungspunkte.  Natttrlicb 
MSB  nun  auch  in  dieser  Gleidinng  die  Griisse  «  +  — 1S0<^  I« 
Secunden  ausgedrückt  gedacht  werden.  Hat  aian  auf  diese  Weise ' 
/'  crefunden,  so  kauD  *aueh  A**t-A*'  gatedeu  -werden,  weil  nach 
dem  Dbigeu  ^ 

ist.  Um  nun  aber  und  ^x'  selbst  zu  Gnden,  ist  siiaii  nach  dem 
jetzigen  Stand  der  Sache  genöthigt  ^s=zi\%'  en  setsen,  welches 

freilich  nur  rtälierungsweise»  und  zwar  mit  desto, grösserer  fienauig. 
keit  richtig  ist,  je  geringer  der  Höhenunterschied  der  beiden  Be- 
obachtungsortc.  und  mit  je  ^rösserm  Recbte  also  die  V  oraussetzung 
gleicher  Dichtigkeit  der  Lutt  an  beiden  Beobacbtungsorteu  zulässig 
ist.  Auf  die  Gleicl^UDgeo  ^»  =  und  A*  A^'  ^  gestiitst, 
erhält  man 

A»  =  Aa'==i^^; 

wodurch  also,  da  ^  nach  den  Obi^n  schon  bekannt  ist»  die  Re-  * 

firactionen  A*  **"d        sich  ergeben. 

Das  Dreieck  AHC  liefert  nun,  indem  wir  jetzt  zu  der  Be- 
stimmung des  Hühcuunterscliieds  der  beiden  Beobacbtungsorte  selbst 
überffebeu,  nach  einem  bekuuuien  Satze  der  ebenen  Trigonometrie 
die  Proportion 

AC-^BC  t  AC—  IiC=coi  IC  :  taog  ^(Ä  — 

oder,  weil  offenbar  AC:=:zr-{-     BCz=,r^  h'  ist, 

V+^-^i^  2       ^sscot  |C  :  tangi(iir— 

«nd  folglich,  weil  nach  desi  Obigen 

= Ä -I- A» — ä'— A«' 

ist»  , 

:  ^  — A'  =  cot  \C  :  taug  i(* -|- A«  —  *' *— A*  )» 

also 

oder,  weil  man  A«=:A*'  setzt,  und  bei  nicht  sehr  beträchtlichen 
•  Höhen  offenbar  4^ls  eine  verschwindende  Crrösse  betrachtet 

werden  kann, 

h  —  h'  —  2r  taog  \C  tang       —  %% 

oder  OAÜiiich»  weil  ^  tang  ^C^4  geaetat  .«orde»  kann» 


Digitized  by  Google 


Führt  BMI  io  diese  Gleictoa^  ffir  4as  mm  dmm  Objgen  nck  «r- 
gebesdn  Wertli 

oder  endiicü  aucii  nacii  dem  Obigen 


wo»  ü>  den  abicreii  Wertli  ixar. 

isif^.       eribält  warn  mm  4ca  Mo«  aatk  ktda  4m  äcüm 


dmogett 


«fctclft  frete&er  ik  Kefragüsacn  ni4  ^  Wfliumk  wcHcs 
kdaMSy  weim  die  Höhen  der  Icifca  P^mkte.,  tkre  korizootsle  E^t* 
lefMBgf  vnd  die  gteichxeitig  gegenseitig'  gemessenen  Zenithdistu* 

T.P'.n  hf»kannt  sind.  P:inkrp  \r\  der  N.ih  ^  ;l<'r  Mppfi'skSste  ,  deren 
Höhen  vnm  Str.inti'"  aus  u r);i.i;:i;inTi!r  von  einander  niveUirt  wCfdcJi 
luMMien,  eignen         im  Lo;;uuj:  dieser  Aoigah«  am  besren. 

Wir  hahea  hi<^r  die  «^hi^e  1  heorie  der  ßeätimiuuüg^  Utir  Höhen» 


wm  glücfciiitig  gii'^iiMf  gegensettigett 


ngVB  la  gelangen ,  w  der  Kine  Talbtaadig  ent- 

Wiekelt.    In  Bezvg  anf  verschiedene  ander«  instnictire  und  praktisch 

wi**lih'!y<»  ^ofgahen.  rück«jrltt!lrh  df»'«  Oetni!-?  der  Me^^'^uos:  und  der 
bei  derseib*»«!  ator  l'-rreichunsc  niozliebst  ^^ro^ser  Gf^ri juigkeit  uultp- 
waudteo  ^  orüiciit-Hoiaassregein  musc^en  wir  aut  das  aasgexetcbuete 
Werk  selbst  verweisen,  indem  wir  ans  begnögen,  einige  der  wich« 
lilfilw  MM  d«r  MeinBg  gesogeMo  Btmliate  ia  FalgeodeB  «■•■■- 
•emMtollen. 

Dm  stitlere  Fiirean  der  Ostsee  bei  Swinemünde  findet  bei  tU 

nem  Vf^^\%\nnA(*,  von  0,5636X01360  Statt,  und  dies  ist  der  Xnlt- 
jpionkt,  auf  weichen  sich  d.is  iranze  Niveilemeut  bezieht.  Die  neun« 
"briger»  monatlichen  Mittfl  des  Standes  der  Ostsee  bei  Swinomünde 
die  auffallende  Lr&cheiaung  dar,  da^s  das  iNiveau  der  OaUee  in 
Bilfite  des  Jahrs  vm  S  Zell  oiedriger  iai  eU  ia  der  sweües 
E»  tUf«  M  wiMNiM-»  a«ck'  mm  wmhsm  Bifeii  4er  Mm 
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Mlffittlige  BcoMHuDgen  Iber 'den  SIHmI  4«liielben  la  erM^M, 
wm  xa  eraitteln ,  ob  der  nambaft  ^eaMC&tafr  «onderbma  Erschein 
MBg  eine  locale  oder  eine  atlgemeine  Ursache  zum  Grunde  liegt. 

Folgende  Höhen  einiger  Funkte  vou  Berlio  über  der  Oitsee, 
d.  h.  über  dem  vorher  näher  bezeiclinetea  NuUpuiiiita  (Ur  AtesRunj^» 
dürften  von  allgemeinerem  luter.eti»e  seio» 

Obere  Fläche  des  Saiidtteiii|ifeilen  auf  der  Plateforme 
der  Berliner  neuen  Sternwarte  in  nordwestlicber  Rieb* 
tung  vom  Centrum  des  runden  Thurms  .     .     .     .     +  23,9512 
Fussboden  des  magnetischen  Häuschens  bei  der  Sternwarte  17,609$ 
Sirassenpflaster  unter  dem  Thorwege  der  alten  Stern- 
warte + 17,3761 

iStraiaeDpflaster  am  Fasse  des  Harrentbemis  •    .  *  •    ^  17,9210 
NulIpanM  des  Pegels  an  der  Fiscberbrücke    .     •     •    '+ 19(9743 
Memalwess^rstund  der  Spree,  welcher  iUr  die  Somer- 
iMaate  lom  Mai  bis  Sjepteober.  .gilt: 

Oberwasser    •••.••••«+  16,6163 

Unterwasser  --{-  15,9789 

Aef  dem  erwähnten  Pfeiler  auf  der  Platefurm  der  neuen  Berli- 
Mr  Blerirwarte  stead  der  Tbeedelil  Der  webrsdieiiiliebe  Feble» 
der  flöbeobestimmnnflr  dieses  Stationafmoktes  war  0,317  Toisen»  so 
wie  denn  die  wahrscheinlichen  Febler  für  alle  Nivellemenfastationen 
berechnet  und  in  dem  Werke  mitgetheilt  worden  sind. 

Den  Coefficieoten  As  der  tcireatrieebeB  Streblenbrechaoff  letieii 

;  die  Fn-IHndor  .     .    ^.     .     .  .  0,2000 

die  Franzosen  .  .     •  .     0,1600      i  '* 

Corabcuf    .     .     .     .     .     .     .  0,1285 

die  ostpreussiscbe  Gradmessuug  .  0,1370  , 
Ganss  .     .     .    ...     .  . .    0,1306  * 

struve .  .        V".  .  v^mr— 

Der  Bestimmnng  desselbeD  wer  die  Vo«  Herrn  Baejer  eusge- 
fihrte  Operation  im  Allgemeieea  oicbt  sehr  günstig,  weil  der  Haafit« 
zweck:  eine  möglichst  genaue  Ermittelung  der  Höhe  von 
Berlin,  die  Bedingung  aiuerlegte,  die  Entfernung  der  einzelnen 
Stationen  nicht  sehr  gross  anzunehmen,  und  in  der  Tbat  wurde  . 
auch  eine  Entfernung  von  2  bis  3  Meilen  nur  du  überschritten,  wo 
es  die  Lacalität  durchaus  nicbt  anders  jgestattete.  Bezeichnet  man 
aber  dea  Fehler  der  tfumme  der  beobacbtetea  Zeaitbdiateniea  dvrck 
if(«+V),:den  Febler  von  k  dvreb  dJk\  ae  ist  wegea  der  aaa  deei 
Obigen  bdkaBBten  €leiebnn|r  ' 

1— X:  =  —      +    — 180«), 

«wa  wmm  diMislW  4UI«fwtUrt, 

-rf*<s=  oder  rf*=»— ^  rf(»H-V>, 

woraus  man  sieht,  dass  der  Finfluss  der  Beobochtungsfehler  in  der 
Samme  der  Zenitbdistanzen  auf  den  Coefücienten  der  Strahlen- 
breebung  in  densetbea  Verbältaisee  almimait,  ia  welekem  .i|ie  Bat* 
ftraang  der  Beobaelitaogspiiakte  aeaimmt  Ungeachtet  dieser  nicbt 
eben  günstigw  Umstände. Iial  aber  -der  Verfasser  doch  aus  seinem  ' 

^ebaabtai^a  und  Meeaaigev  aia  wiabtigee  Kaanltat  an  iipj|^i""ni 
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dgmnBt,  welcbet  wir'  hier'  mm  SchloM  inmIi  ttüllieilen  wiilleiry''te« 
Seil  wir  )fcngleich  diejtDigen»  welche  dazu  CM«g«iibeit  iMbett«  M 

mer  Dähern  Prüfung  desselben  auffordern. 

Dass  die  Strahlenbrechung-  an  jeden  Tage  sich  nicht  g-leicb 
bleibt,  sondern  im  Allgemeinen  vom  Morgen  gegen  den  Mittag  hiu 
abnimmt,  und  vom  Mittage  gegen  den  Abend  hin  wächst,  ist  schon 
früher  meht  vnbekaiiDt  gewesen*  Dies  hat  den  Verfiiaser  sv  einer 
Vergleichnng  seiner  BestiaiatODgen  von  ^  mit  den  Tageszeiten» 
welchen  dieselben  entsprechen,  veranlasst,  wobei  er  von  der  Hypo* 
thcs^  auscrebt,  dass  die  Werthe  von  ^  den  Abständen  der  entspre- 
chenden Tageszeiten  vom  wahren  Mittage  proportional  sind,  und 
eben  dirsc  Hypothese  ist  es,  deren  Withrscheinlicbkeit  er  aus  seineu 
Beubatlitungeo  darzuthuu  sucht,  wobei  er  auf  folgende  Art  verfährt. 

Er  drückt  die  Abstände  der  Tagesseifen  von  wahren  Mittage 
in  Theiicte  des  halben  Tagebogens  ans,  so  dass  0  dem  Mlttasre,  1 
dem  Sonnen-Auf»  oder  Untergänge  entspricht  Ist  nämlich  T  der 
Abstand  der  Tageszeit  vom  wahren  Mittage  und  //  die  Ta«reslänge, 
beide  in  einerlei  Zeitmaas  ausgedrückt,  so  erhält  man  den  Abstand 
der  Tageszeit  vom  wahren  Mittage  in  Theilen  des  halben  Tagebo- 

2  T 

gens  avsgedrüciit  durch  die  Forsiel  -j^^  welche  wir  in  f  olgeaden 
dnrch  if  bezeichnen  wollen.  Ist  dann  die  obige  flyiiotbese  richtfgy 

so  musti      eine  cunäUiute  Grös&e,  oder  es  muss 

sein,  wo  a  eine  eonstantc  Crüssc  bezeichnet.  Die  TJebereinstim- 
miing-  dieser  Hypothese  mit  wirklicli  ancrestellten  Beobachtungen 
wird  uian  aus  dem  folgeudf  ii  von  dem  Vertrsser  mitgetheilten  Tä- 
fielcheu  zu  beurtheileo  im  Stunde  sein: 


Anzahl 
der  Be- 
stimmun« 
ffen  von 

{■ 

Zeit  in 
halben 
Tagebö- 
gen 
A 

Beobachtete 
Werthe  von 
k 

k 

Berechnete 
Werthe  von 

Fehler. 

1 

4 
10 
19 

15 

5 

0,376 

0.^60 

0,040 
0,738 
0,849 

0;0791 

0,1003 
0,1205 
0,1347 
0.1543 
0,1912 

*  0,2104 

0,2180 
0,2171 
0,2105 
0.2091 
0,2252 

0,0802 

0,0981 
0,1183 
0.1304 
0,1573 
0,1810 

+  0,0011 

—  0,0022 

—  0.0022 
H-  0,0017 
-f-  0.0030 

0,0102 

54 

Mittel  . . . 

:  0,2132  =, 

a 

Dass  der  von  dem  Verfasser  aufgestellten  Hypothese  grosse 
Wafirsebeinlichkeit  zur  Seite  steht,  unterliegt  hiernach  keinem  Zwei- 
iel,  Ull  i  es  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  durch  vervielfältigte  Beob- 
achtungen dieselbe  näher  geprüft  und  der  Werth  von  a  genauer 
bestimmt  werde.   Bis  jetzt  wird  man 

it  =  0,2132.^ 

zu  setzen  haben,  wo  6  die  obin-c  Bedeutung  bat.  Bei  Sonnen-Auf- 
oder  Untergang  ist  nach  dieser  Formel  Xr=: 0,2132,  für  den  wah* 
reo  Mittag  ergiebt  sieb  nach  derselben  =  0.  Der  erste  Werth 
ton  At  stijnmt  nach  des  Verfassers  Versicherung  mit  mehreren  an* 
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dern  von  ihm  ftmacbten  BMÜMiuDfffeii  wthr  ««Im  ÜMMiiii.iton 

zweiten  Werth  von  /-  hat  er,  was  freilich  sehr  za  wünschen  pfe- 
wescn  wäre  und  andern  lieohat htern  gaox  besontlrrs  empfohlen 
werdea  muss,  bis  jetzt  noch  uiclit  ^uwch  <Ure«te  fieobaclituDgeii  zu 
^rüten  Gelegenheit  gehabt 

-1.  Allen  ^  die  Mi  filr  trif^nemeftriaele  Ni?elleBe&ta  istereeiiren 
»od  Mveettich  selbst  dergleichen  Arbeiten  nneiullttirett  beabtiehti» 
oea,,  wird  das.  in  jeder  Beziehung  höchst  aehiUbare  Werk  dea 
Herrn  Baeyer  die  vielfachste  Belebffsng  darbieten  und  sie  bei  ihren 
Ari»eitea  weseptlicb  nnterstötzea. 


XUI. 

Mourey's  Beweis  des  Fundameutulsatzes  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 


Nadi  zwei  Abbandlungen  dts  Herrn  LiouTille  in  dem  Journal  de  Matb£- 
mitiquea  puns  et.api)liqu4''C8,  puMie  par  Joseph  Liouville.  T.IV«  p«S01 

T.  V.  p«  31*  frei  bearbeitet  von 

dem  Herausgeber. 


*      ¥  t  4  *  r  ^  ■ 

Der  Fundanentalaats  der  Tbeorie  der  algebraischen  Gleicbnn* 

fjen,  welchen  in  neuerer  Zeit  vorzügclich  Gauss  und  r;n>c])y  zum 
Gegenstände  ihrrr  scharfsiDnigeo  IjutersucUungea  g;eiuuchl;  iiabea, 
ist  Dckanntlich  der  Satz: 

dass  jede  algebraische  Gleich  u  au.,   deren  Coefficien- 

ten  sämmtlich  die  Form  »-4-<5»l^ — l  haben, wo«  und  ä 
'Tl!etle  Grössen  sind,  die  aueh  veffeebwinde»  können, 
'"»lilideatena -e^M  W»riel  yen "defaelbem- Pe^Cfli  bAben 
'*  'Arnes. 

Einen  sehr  einfachen  und  beachtung-swcrtben  Beweis  dieses  in 
jeder  Bezieliunp^  liöi!hst  wichtigen  Theorems  hat  iietr  .Alüur(  v  in 
einer  iin  Jahre  1828  unter  dem  Titel:  Vraie  theorie  des  cjuuutit^s 
negatives  et  des  quuntites.  pr^tendues  imagiuitires;  erschieucueo 
Scbrift  gegeben.  Da  aber  dieser  leweis  bis '  jetzt  nur  wenig  be* 
Üannt  geworden  «n  iey«' tfebeint,  so  bat  Herr  Liouville  in  den 
beiden  oben  genannten  Abhandlungen  von  Nenem  auf  denselben 
aufmerksam  gemacht,  und  hat  ihn  zuErloirli  in  einem  Punkte  vcr- 
roflständigt,  w<»  er  der  A  ervollständi^  iing  sein  bedurfte.  Diese  bei- 
den Abhandluugen  des  Herrn  I^i{)u\  illc  leeren  wir  unserer  folgen- 
den Darstellung  des  in  Rede  stcheudea  beuierkeuswertben  Beweises 
des  oben  genannten  "Wicbtige»  Satzes,  dessen  Beweis  n^lm;  anf  so 

TJieU  h  6 
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n 

»  vkl«  »wtdhiedi—  Arten  ^ra  4cd  IwrMiwtotteii  IMMUialilim  4wr 

Moern  Zeit  TflMcbt  worden  ist,  zam  Graode. 

AI»  bekannt  Mtze«  wir  bei  diMr  DarstelluDg  die  folgenden 
^ätze  vorauB,  welche  in  jedca  etWM  ▼•IMuKlIgeB  Lebrbuche  «in* 

Algchru  Ix'wiesen  werden: 

1.  l'iitcr  der  Voraussetzung^  dassjedr  nlß-ebraische 
Gleichung  do»  /^teii  und  jedes  niedritfern  (jraües,  df>ren 
bticbst«»  (illed  die  Feinheit  zum  Coei'ticieutea  bat,  uud 
deren  abrige  CoefftcieBien  «fttaMtlich  ^ob  '4mr  ^'mwm 
aj^/j\/ — 1  gind,  mindestens  ef»r  Wiirs«!  toiI  tfertelV«» 
Form  hat,  liisst  sieb  die  Function  einer  jeden  soleben 
Gleichung  des  nten  Grades  in  i»  Factorcn  zerlegen, 
welche  sämintlich  fr^nze  rat^#«al(>  al er ebraisclic  Functio- 
nen des  ersten  Grades  der  unbekannten  Grösse  4  der 
Gleich|ing  von  der  Form  s — p  —       — 1  sind. 

2.  Jede  algebraische  Gleichunp^  des  //  ten  Grades 
kann  höclistens  rt  säoimtÜcb  unter  einander  verschie- 
dene Wurzeln  haben. 

In  . einer  Ebene  nehme  man  jetzt  zwei  rechtwinklige  Axen  der 
a:  und  y  nn  und  denke  sieb  In  derselben  Ebene  eine  beiiebig:e  völ- 
lig t(escl»los8enR  Cuivc  crezogen.     ^/  sei  ein  beliebiger  Funkt  auf 
dieser  Curve.   und  ^/  sei  ein  beliebiger  innerhalb  oder  ausserhalb 
derselben,  nicht  auf  ihr,  lieiyender  Punkt  in  der  in  Rede  stehenden 
£benc.    Vüii  dem  i^uuktc  A  aus  denke  mau  sich  eiue  mit  dem  po- 
sitiTen  Theile  der  Axe  dnr      (mraUele  und  naeb  derselben  6elle 
wie  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  ^  von  dem  Anfange  der  aey 
aus  bin  gerichtete  gerade  Linie  ge)togen>  nud  betrachte  alle  mit 
dieser  f.inie  von  der  Linie  uiiff  eingeschlossenen  Winke!  als  posi- 
tiv oder  als  negativ,  jcntirlidem  dieselben  von  der  von  dem  Punkte 
y/aus  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der.r  parallel  und  nacit  der- 
selben Seite  hin  gezogenen  geraden  Linie  an  bi»  lu  der  Linie ^J/  auch  - 
der  8eitef  der  positiven  oder  negativen     hin  ^eziblt' worden  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  nun  einen  der  von  der  Linie 
j4J9f  mit  der  von  dem  Punkte  j4  ans  mit  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  .r  parallel  und  nnrli  derf^elljen  Seite  bin  gezogenen  gera- 
den Linie  eingeschlosseneLi  Wiukcl  durcii  ,  und  lasse  sich  den 
Punkt  M  auf  tier  in  der  hbeue  der  a://  gexogenen  geschlossenen 
Curve  immer  nach  derselben  Ricbtuog  hin  bewegen,  hi»  er  wieder 
in  seine  erste  Lage  suHickkebrt$  so  wird  der  Winkel  <a  sich  stetig 
verändern,  und  möge  durch  diese  stetige  Veränderung,  wenn  der 
Punkt  M  wieder  in  seine  ursprüngliche  La^  zurückkelirt,  den 
Werth  ct>'  erhalten.  Zwischen  den  beiden  Grössen  w  und  w'  wollen 
wir  nun  eine  Gleichung  aufsuchen,  und  wollen  dabei  oj  und  als 
durch  Kreisbogen  tur  einen  der  fciinhcit  gicicben  Radius  g(  au  ssen 
annehmen.  Wir  müssen  aber  bei  dieser  Untersuchung  4ie  iulgeu- 
den  Kftlle  untencbeiden. 

Wenn  der  Punkt  A  innerhalb  der  ii^  der  Ebene  der  a:y  geze»  - 
genen  g^chlosse neu  Cun'e  lieg^,  und  der  Punkt  ßi  sich  auf  dieser 
Curve  naefi  derselben  Richtung  hin  bewegt,  nach  welcher  mau  sich* 
bewegen  muss,  um  von  dem  püsitiveu  Theile  der  Axe  der  durch 
den  von  den  positiven  Tbeileo  der  Alten  der     undy  eingeschlossenen 
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rMh(«iiriVilikflf  bln^rch  sa  den  poutiveii  Tbelle  d«r  Ai«  der  y  in 

gelMgen;  fo  wird  der  Wiokehitf,  «ag  derselbe  nun  posiHT  oder 
iieg^afiv  sein,  jederzeit  stetig  zunehmen,  und  es  wird  iiuf  der  Stelle 
erbeilen,  dtis  in  diesem  Fiüle  twiseben  a>  und  ianier  die  Slei- 
ebHDg     '  '  '  . 

WO  n  seine  bekannte  Bedeutung^  but,  Slatt  findet. 

Wonn  der  Punkf  A  Avieder  intiorhalb  der  in  der  Kheue  der  .ry 
ffezogeoen  geschlossciHM^  Curif  l]<  irt,der  Puukt  xM  sicli  über  aut' 
dieser  Corve  '  nücü  derselben  Richtung  bin  bewegt  nach  welcbcr 
■MD  sieb  bewegee  mas,  nn  ron  dem  positive o  Tbeile  der  Axc  der 
w  dtiMsb  .des  tövi  dem  |»osiiiv«D  Ttieüe  der.  Axe  der  ar  «ttd  dem  ee<* 
gativen  Tbeile  de^  A)ce  der  y  eingf  schlosseneo  recbten  Wiakdl 
bindurcb  zu  dem  oegiitivcu  Tbeile  der  Axc  der  y  zu  gelana^e;  so 
wird  der  Winkel  w,  niair  derselbe  nun  ponitiv  odor  tipcfativ  sein, 
jederzeit  stetig  ubnebiaea.  und  r.s  wird  auf  der  Sfr  ile  crltelleil,  dess 
in  diesem  Falle  zwiscbeu  tu  und  u'  toimer  die  Gieicbung 

<«i'  =  to  —  %jr^ 

we  n  wieder  seine  bekannte  Bedeutung  bat,  Statt  findet. 

Wenn  der  Punkt  A  ausserhalb  der  in  der  fibeae  der  ^y'gezo- 

genen  gesrhlossoniMi  fiirve  Hcc^t ,  so  findpf.  W(>v»>n  man  sich  so- 
gleich iibor/eugcu  ^vird,  wonti  man  nur  diesen  Kall  an  einer  1"  igur 
etwas  uahf  r  betrachtet,  zwisciieu  den  (arössen  ct>  und  Ui'  jederzeit 
die  Gleich uug  ' 

Statt. 

'  Hieraus  ergieht  sieb^  dass  zwiscbea  des  Grössen  m  nnd  oi'  «je* 
deneit  die  Gleich  uo^ 

ft»'=ctf=t:2}r  oder  üi*^t» 

Statt  findet,  jendebden  der  Penkt  ^Jnaerbailb  «der  «vsaerbalb  der 

in  der  Ebene  der  Wff  gezogenen  gescblnsseoeii  Curre  liegt,  uml 
dass  man  in  der  erste«  dieser  hei&n  Gleichungen  das  obere  oder 
untere  ZcirliPTi  zn  nehmen  !int.  jenacbdem  sicli  df»r  Punkt  V  auf 
der  in  der  Kbcne  der  a:i/  gezog;enen  gescIiiossctM'n  t'urve  nach  der.  > 
seihen  Riciilunpf.  nach  welcher  man  Hieb  bcwe^(Mi  uiuss,  um  von 
dem  uosiliveu  Tbeile-  der  Axe  der  a;  durch  den  vou  den  (positiven 
Tbeilen  der  Azen  der  4r  »od  y  eingeaeblesseaen-  reehteo  Winkel 
'  bindurcb  «n  dem  positijven  Tbeile  der^Aze  der  y  itt  gelangen,  oder 
nacb  der  entgegengesetzten  Riebtang  bin  bewegt. 

Dies  führt  aber,  ferner,  indem  alle  rorhergebendeo  Vomsietzun- 
gcn  auch  jetzt  no^h  ihre  Gültigkeit  behalten,  unmittelbar  su  dem 
folgenden  Satze: 

Wenn  die  Punkte  A^y  ^i,,  -Z..  ...  f  i  slimintlirh 
in  der  K h e n c  der  .ry  liegen,  von  jedem  derselben  aus 
eine  mit  dem  |)ositivcn  Tbeile  der  Axe  der  a:  parallele 
und  nacb.  dei^selben  Seite  hin  gerichtete  n^eriide  Linie 
tf)ft«ogen  eedaeht  wird,  die  mit  diesen  Linien  yoiI  den 
Linien  AM^  A^M^  A^M^  A^U^  • . .  j^n—iAT  eingesisblösscnen 
Winkel  respectivc  durch  w,  a/j,  lo^,  w^,  ...  oj,  i.  die  Werthe 
aber,  w  c  I  ch  e  d  i  e  s  e  W  i  n  kel ,  wenn  sich  der  Punkt  auf 
der  in  der  Cheoe  der  jey  ge&chlosseueu  Curve  immer 
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oacii  derselben  Richtuug  hiti  iiis  wieder  iu  seiue  u/n 
sprUnffHcbc  Lage  bewegt,  durch. il^r«  mit  dle»€f  Bq.itq* 
iruDff  des  Punktes  M  verb^ttdeiie  atetige  V erändcr«««, 
ifidein  deri€lbc  wiederin  seioer  ursprü  BglicbcD  L«ffÖ  ä»^ 
konunt,  erbalten,  respeetive  durch  w',,  w',,  . . 
bczeicbnet  werden,  qod  x  die  Anzabl  derjenigen  der 
Funkte  K  4„  ^„  ^„  •  •  •  ^n-\  ist,  welche  innerhalb  der 
in  der  Ebene  der  a:y  gcaogeneo  gcschlo8.8enen  Curve 
liegen;  so  ist  immer 

fl>,^ai\Hh«'»  +  *«*  +  ^''^i  =  ^'^'^»"*'*^""^**"^^'*~*~ 
W«nn  man  nur  io  dieser  Gleichung  das  obere  od e^r  un- 
t«re  Zeichen  nimmt,  jenacbdcm  sieb  der  Punkt  M  auf 
der  in  der  Khme  <l e r  .r?/  gexog:enen  geschlos«cnen  Curve 
iinrh  dersclhrn  Richtung,  nach  welcher  man  sieh  bewe*» 
een  muss,  um  von  dem  poiitWe»  Theile.  der  Axe  der 
durch  den  VOD  den  positive»  Theilen  der  Axeo  d«  ^ 
und  y  eingesebloBieneo  Winkel  hindarck  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y  zu  p^elangen,  oder  nach  der 
entffeirenffesetzten  Richtung  hin  bewegt  bat. 

weiss  man  also,  dass  von  den  Punkten  A,  A^^ 
A  .  An-\  wenit^stpus   einer  innerhalb  der  in  der 

Eb*ene  der  a:y  gezogenen  gescblosseoen  Ciirir«  Hegt,  se 
wird  man,  wenn  man  nnr  den  Punbt  auf  dieeer  Curve 
seine  Lage  der  Grösse  und  der  Richtung  nach:  auf  die 
erforderliche  Weise  verändern,  auch  nöthige  nfa!  Is  sei- 
nen Umlauf  auf  der  in  Rede  stehentlrti  Tuive  mehrere 
Mal  vollenden  lässt,  die  Sn  mme  w-hw,-f-Wa-hw,-|-...-+-f'J«~i 
jede  beliebige  Zunahme  oder  Abnahme,  überhaupt  jede 
beliebitje  Veränderung  erleiden  lassen  kSnnete;  . 
welches  sich  ganz  unmittelbar  aus  deB|_vorigen  Satae  erffiebt,  wenn 
man  nur  bei  der  Anwendung  des^selben  «ugleich  nicht  aus  den 
Auffen  wllert,  dass  sich  die  in  Hede  stehende  Summe  so  wie  jerler 
ihrer  einMinen  Theile  fortwährend  htetiü^  verändert,  wenn  sich  der 
Punkt  i»  auf  der  in  der  Ebene  der  ary  gesogenen  geschlossenen 
Curve  ohne  rnterl»rechung  beweist.  \    .       n  .    .  . 

Auf  diesen  wenigen  an  sich  höchst  einfachen  Priilcipien,  von 
deren  Richtigkeit  man  sehr  leicht  die  vellkonunenste  üehemcugnog 
gewinnt,  bernbet  ▼orauglicb  der  Beweis  des  Herr«  ftlmey,  den 
wir  nun  sogleich  nftber  kennen  lernen  werden.  .  \ 

B«  «ei 

irgend  eine  Gleichung  des  iiten  Grades,  deren  Coettcienten  sämnit- 
lieb  von  der  T^tUi  a^lV^l  sind.  Für  ,» ;=!  lial  diese 
Gleichung  otfenbar  'eine  Wnrzel  von  derselben  Jorin,  und^cs  wird 
alse«  tttt  das  wichtige  Fundaraentalthcorem  der  Theorie  der  blei- 
ebttnirett»  van  dem  in  §.  1.  die  Rede  gewesen  ist,  im  Aligemeinen 
zu  beweisen.  Moss  daraut  ankommen,  7«  zeigten,  dass  dasselbe, 
wenn  es  Jur  jede  Gleichung  von  einem  uiedngern  Grade  als  dem 
«ten  richtig  ist,  dann  immer  auch  lüi;  jede  Gleichung  des  «ten  Gra- 
des gelteu  muss.         .  -     ..  ' 
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für  jede  Gleicouog^  von  eiDen  niedrigem  Grade  ols  4em  i»tiMi  gilt. 
Unter  dieser  VoraoMetoDg' lint  •ich  OMÜI  -  dem  ^tse  1*  in'^f.  1. 
«tte  Fnn^tioii  ,  •  ,  .j ' 

-H  A*-*  +  0»""^ -f- » •  • -I- T 

Mifieifc  mU  jüh  «iü  m^l  Factoraii  beiiteheai|es  Frodo«^  tqh  d«f 

Fom  "  . 

darstellen,  und  es  wird,  um  unsern  Satz  zu  betveiseo,  dud  darauf 
ankommeD,  dass  mau  zeigt,  duss  es  immer  mindestens  einen  Werth 
TOD  *  von  dMetbe'li  Form  wie  die  Ceeffidenteo  der  gegelenea 
Gleicbung  ^eben  mnas,  fnr  welchen 

—  i      ~      •  I 

oder 

Dm  diei  m  beweiieb^  Mte^  mmr 

* 

und  stelle  sich  ar  ünd  y  als  die  rechtwinklii^en  (  uurdiDateo  eines 
iNinktes  M  in  ein^r  Ebene  hi  'Bezug  auf  zwei  beliebige  auf  einan*  ^ 
der  senkrecht  etebeade  Coordinstenaxen,  deren  positive  Tbeile  0^ 
nnd  Oy        mSj^eor  vor.  Fetner  seien  -^9%  ,^.Jlm^  die 

dvynob  die  Coprdinnten 

•i»  ^1 ;  «»9     »  •  •  •  <rfi-i,  ^n-i 

in  Bezug  auf  dasselbe  Coordiuutensystein  bestimmten  n — 1  Punkte 
In  dieser  Bbene.  n>-aei  einer;  der  von  dem  Eodius  Vector  OJIfs=Q 
mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  ^  eingeschlossenen  Winket; 
10  ist,  wie  sof^eich  erbelleii  wjf^-'iir  völliger  Aligemeinheit 

Ä  SÄ  <F  H- y  l/T^l  =  ^  (cos  w -f- «in  ö>  V'^-^ ). 

Sind    nun   ferner  a>j,  tu,,  «.^  o)„—i  die  too   den  Vectoren 
^,ilfs=s^,y A^JÜ=Q^,  , , ,  j§M—iM.^^Qn—x  mit  den     •  . 
von  den  Plilikten  ..«^».i  aus  siit  dem  positiven 

Tbeile  der  Axe  der  je  parallel  und  nach  derselben  Seile  bin  geEO- 
genen  geraden  Linien  .eingeschlossenen  Winkel;  so  ist  nach  den 
einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  dfr  VeoKandlnng  der  Coordina» 
ten  oflenhar  in  völliger  Allgemeiabcit 

«— — Ä ,  |/^=»p— is,-Hy—  Ä,  )\/^^^i=q^  (cosoi , +sin  o) ,  l^^), 

»— — \/. — lz=za:—a^-^j^if—f*  ^ )        =Q  » (cos        sinw  »l/'^ ), 

s.  w. 

=  ^„-i  (cos  Wn-i  +  sin  to^-i  V/  —  1)  -, 

nnd  folglich  nach  einem  bokanoteii  Skt^ie-atts  der  Mre  von  den 
iMagiBiliteCl0iiB4l»t'>i  r 

4 

/ 

t  I 

I 
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Weil  iiacli  dem  OUigeu  uns  nun  zu  zeigen  obliegt,  dass  sich 

fiit  xr=i:r-\-y\/ — 1.  wo  .r  und  y  reelle  Grössen  sind,  imoier. 
miüdesiens  ein  Wertli  uugeben  lüsst,  tur  welchen 

ist;  so  werden  wir  jetzt  zu  zeigen  haben,  duss  sich  fitr  or,  y  immer 
■iMestens  «in  Sjateni  sweier  reelUr  Werihe  ^n geilen  lässt',  fiir 
welches  ,  •  . 

+  sin  (a> -f- w , -f- . . Wn-i)  V^— 1 J 

ist.  Nach  der  Vorniissotziirfir  ^md  nach  der  Lohre  vei  den  inmgi* 
Daren  Grössen  kann  aber  immer 

-T- l7=:Jl(coaa-+-ihial^-*'l)  •  •  •  . 

gesetzt  werden.  Daher  wird  das  Obige  bewimtt  teis,  wenn  Mii 
zeigen  kann»  diis<  sich  fiir  or,  y  inner  mindertens  ein  Sjaten 
zweier  reeller  Wertbe  angeben  lasat,  durcli  ireibbea  die  mtideji 
Gleichungen 

zugleich  eifiiilt  werden,  wuvou  mun  sich  auf  folgende  Arl  über- 
seugen  kann. 

•  Weil  nach  4eoi  Obigen  ■ 

'  ^,  =s  V/(^  cos  w  —  »J*-i-(^sinw  —  f*^Y\ 

'   _    ■  k 

it%  ^  Vif^  eonitf  —  ein  im  — .^.)*,  ... 

=  V/(^  cos  CD  —  ff 4-     sin  — •  ^i»,)», 

^«-1  ==        cos  Ol  —  «H-i)'  4-    sin  ^  — 

ist;  so  ist  das  Produkt  ^  ^,^3 . . .  qn-^^  dessen  Wertk  iuMier  posl- 
tBPf  i^t,  liir  jeden  bc»tininiten  Werth  von  01  eine  stetige  Function 
von  ^,  weicne  fiir  (|pae:0  verschwindet  und  für  ^  =  00  uneadlick 
wird.  Daher  muss  es  otTenbar  für  jeden  bevStintmten  Weirtb  ven  0» 
qiindestens  einen  Werth  von  q  gehen,  für  welchen 

also  die  erste  der  beiden  obigen  Gleicbungen  erfiillt  ist.  Denkt 
smn  sich  folgliob  in  der  Ebene  der  jtf^  yon  dem  J^afwi^  0  der 

Coordinaten  aus  eine  stetige  Foi^e  gerader  Linien  gezogen,  so 
wird  es  auf  jedor  diespr  geraden  I^mien  einen  Punkt  y^/  geben,  des- 
sen Entfernunp:  vüiu  Anfange  der  Coordinaten  oder  dessen  Radius 
Vector,  für  q  in  die  Gleichung 

■gesetxf,  derselben  genügt,  und  es  frügt  sieh  jetit  ■<nitckitj  nk  alle 
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diese  Punkte  eine  steüffe  völlig  geschloateoe,  den  Punkt  O  nlaonack 

uKea  Seiten  bin  ohne  rtiterbrecbuiig  umgebende  Cune  bilden.  Duss 
dies  aber  wirklich  der  Fall  iat,  kann  auf  folgende  Art  goieigt 
werden. 

Weil  nach  dem  Obigen 

q  =  V  je*  -f-  y*, 
II.  I. 

ist,  so  ist  die  Gleiebiing 

oder  Tielmebr,  wenn  man  diBselHe  ntional  aaebt,  die  Gleicbung 

offenbar  sowohl  in  Brrujr  auf  als  auch  in  Bezug"  auf  y  vom 
2y;»ten  Grade.  Die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  hat 
die  Form 

y=:;^  +  f»  oder  a;  =  >l* 
Denkt  ann  sich  im  erstell  Falle  in  der  Gleicbnng 

für  y  den  Ausdruck  Xa: -+>  fi  gesetzt,  so  erhalt  man  eine  bloss  die 
unbekannte  Grösse  .z*  cnthwltende  Gleichung,  derrn  höchstes  Glied 
aifenl)ar  .r^»  und  die  also  vom  2/#ten  tiradc  ist,  folglich 

nach  dem  Nutze  2.  in  §.  1.  höchstens  2n  reelle  Wurzeln  haben 
kann,  zu  deren  jeder  wegen  der  Gleichung  y==^^4"/^  oui* 
bestimmter  reeller  Wertii  von  y  gekört   Im  sweiten  Fall«  erkält 
man,  wenn  men  in  der  Gleiehnng' 

die  Grösse  ^  =  X  setzte  eine  bloss  die  unbekannte  Grosse  y  ent- 
hulleode  Gleichung  des  2/i(en  Grades,  welche  also  nach  dem  Satze 
2.  in  f.  1.  wieder  höchstens  2»  reeHe  Wvrxeln  haben  kann.  Bier- 
«BS  ergiebtsicb,  dass  von  der  dnreh  die  Gleiohnng. 

charocterisirteD  (  \  e  keine  g-erade  l^ini«»  in  mehr  als  2/*  Punkten 
geschnitten  werden  kann,  und  da&s  aUu  diese  Curve  jedenfalls  nicht 
der  Gattung  der  Sptraien  angehört,  w^cbe  ohne  jemals  in  sich 
Mlbsft  «mücki^ilkehren  ip  unendHcb  vielen  Windungen  einen  feiten 
PaaM  HfligebeD.  BestSmle  aber,  die  durch  die  Gleichung 

characterisirtc  Curve  aus  gewissen  von  einander  gesonderten ,  also 
in  keinem  stetigen  Zusamoienhavge  stehenden  Thellen,  würde 
sma  Too  dem  Pnokl«  O  an  dwreh-  4»«  ZtmiheBrlliime  awisehen  den 
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Jtch  wjßtt  entfeniteii  Pntfkfte  Oi  einer  etetice  Cäm-  ziebes  künnen, 
nnf  Welcher  der  Rading  Veetor  keines  Pnnittei  der •CU^ehnng- 

geuügeu  würde,  welches  UD^ereimt  ist.  Denn  die,  dem  diese  Cunre 
oeschreibeDdea  Puukte  entsprechenden  Yectoren  ^  verändern  sich 
etetig  von  0  bis  GD  i  and.  es  werben  sieb  also  aucb  die  entsprachen» 
d^n  Werths  der  Grdsi»  .  '  . ' 

stetisc  vcr;Li)ilern.    Weil  nun  q  QiQ^  •  •  •  C«— 1 

für  ^  =  0  verschwin- 
det, so  ist  la  der  Nähe  des  Puaktes  0  die  Grösse 

oftenbar  negativ;  positiv  ist  diese  Grösse  dagegen  in  der  Nithe  des 
Punktes  0^^  weil  ^  ^1^9  • .  .^m-i  fiir  ^  =  00  uneDdlich  wird.  Da« 
her  iBUss  die  Grösse 

C^i^»  •  •  • 

irgendwo  anf  der  Cnfve  ÜÜ^'  Toar  Negativeii'Bnm  Poiiäveo  ober- 

feben^  weklies  wegen  der  stetigen  Veränderung  dieser  Grösse  nur 
ann  gescliehen  kann,  wenn  dieselbe  dtircli  Null  Iiiudurcli  gebt, 
woraus  sieb  also  ergiebt,  dass  jederzeit  tür  einen  gewissen  i^unkt 
auf  der  Curve  00, 

ifQiKz  . .  Ä=0  oder  .  .^i».i  =  it 

sein  muss,  welches  gegen*  das  dbige  streitet.'  Folglieb 'ist  die  durch 
die  Gleicbnng  -r:  j      . . .  ^ 

cbaracterisirte  Curve  nothwendig  eine  stetige  geschlossene,   den^  . 
Pnnkt  O  nach  allen  Seiten  bin  ohne  Unterbrechung  umgebende 
Cnrye.   *  • 

Von'  den  Punkten  0,  ji^»  •^tt        •  •  •  i'iogt  immer  min- 

destens einer,  nämlicb  der  Punkt  0,  innerlialb  der  in  Rede  stellen- 
den Curve.  Ferner  lässt  sicli  leicht  zeigen,  dass  keiner  dieser 
Punkte  auf  derselben  liegt.  Von  dem  Punkte  O  versfoht  sieb  dies 
voo  selbst.  Lä^c  aber  z.B.  der  Puukt.i^  aui  der  Curve,  äu  würde, 
da  fdr  jeden  Rnnkf' derselben- die' Ofeicbnng 

erftilU  ist,  dies  auch  für  den  Punkt  ^i,  der  Fnl!  sein,  welches  aber 
ungereimt  ist.  Weil  man  nämlich  unter  diesen  V  oraussetzungen 
den  oben  im  Allgcpieinen  durcb  J/  bezeichneten  Puukt  als  mit  dem 
Punkte  zusammenfallend  betrachten  muss,  SO  würde  oflfenhar 
Q^  ssfAt/lSF=i^t  nod^  fofglieb  aneb  q  QiQz  , . .  ^^is=sO  sein«  da 
doch  offenbar  Jt  nie  verstbvHnden  kann-,  Weil  natürlich  I7'als  nickt 
"vehiebwindend  angenommen  wird.  Nimmt  man  nun  aUes^dleses  ztti» 
sammen  ,  so  crgiebt  sich  aus  dem  letzten  Satze  dos  vorigen  Para^ 
grapben  unmittelbar,  dass  auf  der  in  Rede  sti-henden  Curve  der 
Punkt  M  immer  so  angenommeu  werden  kauo,  das^  die  Summe 

^  jbdlfn' beliebigen  Werth' erblilt,'btM'niicbF> so»« d^      i.  -  *  ./^':M 
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> 

W       ta^  -f-  OJ  j  -f-  .  .  .  -4-  Wff^i  « 

ist.  Da  QUQ  D]icli  dejVL^Obigeii  fiir  j^i^n  Pmik^  iunierer  Car?e  die. 

GieictiuDfir  '   '  '   '  '  ' 

^  erfQllt  ist,  so  sieht  man,  dass  sich  auf  derselbeo  immer  cio  Punkt 
tsgpebea  liuNit,  dareh  dwsen  CoordiBaten  die*  beides  liileiehaiigMi 

zugleich  erfUlU  werden;  auf  den  Beweis  liie^ea  >>iiUeä  mt  aiter  ubea 
der  Beipcw  des  FamteneotdlMties  te'triietffw.  der  alg^bmiedi^a 
Gleiehoogen  8iifiickK«fdhrt  worden,  >eo.dm  aiio  ftvn  Mcb  dlwr 
wiekigie  TaideneBteUaite  sellirt^  veU<tft»di|^  lieviefe«  iit»  . 


Üeber  eioe  merkwürdige.  JRtßljQ|.^qa.  zwischen 
den  r«chtwiii)i;Ugeia  CoordiqateiD^ j[on  yier  Pick- 
ten in  einer  Ebene  und  den  drei  Winkeln,  wel- 
che die  Tier  von  diesen  Punkten  nach  einem 
fünften  Punkte  in  derselben  Ebene  graogenen 
geraden  Linien  mit  einander  einscUiessen,  und 
Ober  zwei  wichtige  geodätische  xiufgaben. 

•     •        Von   ^ 

-  •         .  .»  »      .  •  ' 

V       dem  HerAJisgeber. 


Ks  seien  ,  u'/',,         vier  Punkte  io  einer  Ebene,  deren 

Coordinaten  in  Bezug  uul  ein  belieliiges  rechtwiukli^ea  Coordinu- 
teosyiten  respeetite' «^'^  ^iiVt  \  y  ^  \  y  %  s^in-  mögen*. 
'  Bin  fünfter  Pankt  in  derselben  Kbeoe  wtk  Ay  und  ^  ^  seien  diO) 
Coordinaten  dieses  l'nnktes  in  Bezug  atlf  dasselbe  System.  Durch 
den  Punkt  A  denke  man  ^icb  ein  dem  primitiven  paralleles  Coordi- 
nateusystem  der  ^  »;  cfetrrrt,  und  bezeichne  die  Coordinaten  der 
l^HiKte  A\  A'^,  A',^  A' ^  lu  liezug  aui' dieses  neue  Sysfeui  rrs|)rc- 
tive  durch  J',  fi\\         i/,;         ij',;  so  hat  uiau  uach  den 

'MMksHim  Pttfuela  dnr  Lehre  tod  der  VeHnindluogf  der  Co#rd&n 
Bateo  die  folgendeB  GleiebnDgen: 
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a?',  s=  J?  +  S'„  y',  =  y -H  if*,  I 

Die  von  den  Linien  uiA\  Au4\^  AA\^  A  i'.,  welche  durch 
^>  C»>  ?i  bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  s  elng-eschlosjietu'n  Winkel,  welcljc>  Nori  dem  positiven 
Theile  der  A^e  der  ^  au  durch  den  vuu  den  putiitiven  Thttiieu  der 
MstMUk  der  {  «nd  ^  eingeiclilonritn«»  ieo^itoii  Wiakel  kMureb  isMr 
Mb  SieviUlbflni  Aiebtane  bin  von  0  bis  3M*  gezftblt  Werden >  wol- 
len wir  durch  SP  +  <^  9*^ß*  benMinen«  isdtni  wir  dar- 
auf besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  ^  dass  die 
durch  «,  Y  bezeichneten  (Jrösscn  zwar  nicht  in  allen  Fällen  die 
180»  nicht  iiherateigenden  Winkel  A'AA\y  A'AA\,  A'AA\  selbst 
sind,  aber  doch  aus  diesen  Winkeln  jederzeit  leicht  gefunden,  und 
daher,  wenn  dieselben  etwa  bei  einer  geodätischen  4^nfnabme  at- 
metien  worden  sind,  immer  nis  beltannt  nnffenommen  werden  kon- 
ven«  Dies  vorausgcietit  ist  offenbar  iq  völliger  Allgemelnbeit 

1^  =Q   cos^,   *      tf  z=s^  uin^'^ 

?i=Qi  co8(f/)4-a),  1^1=^1  »in  (5p -+-«); 

nnd  ttittelst  der  Gteiebtingen  l.  ergeben  m€b  deller  Jeiat  die  SblgeBr 
^  den  ISIeietemepea:  .    '  •    '  .    i  < 

1jc'  s=^-f-^    cosy  jf*  sin  y;  , 

^,  rcA  -t-^,  cp8(sp  +  «),  y',  =y-i-^j  8iD(9)  +  a)| 
^r'iOTfl'-l^ei  ^•<9'-fr-y)»  ✓.«y+^t  ain(9^-|-y). 

Durch  Eliminafion  der  Grössen  ^,        (»3,  ^,  aus  diesen  acbi 
Gleichungen  erhalt  man  die  vier  folgenden  tileicbaogeu : 

IOTsin^  —  |fcos9  -  tae  sin^-^-^cosjp; 

sin     +«)  —  y  cos  (sH-a)  =  a?*,  sin  (y-f-a)  —  y'»  cos'(9+a) ; 
^sin  (5p-f-/9)  —  y  cos  (y-j-/^^)  =        sin  (jp-f-^)  — y'^  cosly-f-/?); 

MW  denen  sieb  femer,  wenn  man  aas  4er  ersten  und  zweiten,  aus 
der  ersten ' und  dritten,  aafe  der  ersten  and  viertea  die  Grösse  y 
elimlnirt>  leicbt.  die  drei  Gleichungen 

iarsiii a  =  |cr',sin(y-|-«)— y',co.s(r^-f-rt)|  cosy — {x's\n(f — t/' cof^f) cos(f-i-«), 
a:8in/Jss|a;',»in(y-HS)— y'2Cos(</H-/5j|  cosy— (or'&iü (f—t/' co&f) cosCy-^-^S), 

ergeben,  die  dann  darcb  ElimiiiatiiHi  von  a:  sogleicb  i«  den  beiden 
Gleicbungen 
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oder 

(l+cotat«iifi^5o) -y',  (rottt- taDg9)-(jr't»iig^?-y')(cota-t«Dg9) 

1+ cot  pf  taog  5p  j  -  y  ,(cot -  taog  y  )-(^taDg  f^-yX^^ot  -  tang  9  ) 

oder,  wie  man  nucU  leichter  Rcclmung  idndet,  zu  den  beideu  Gleichungen, 

=^,-(y'i-y')€Ot;'  +  |(ar',-a/)cot/'+y',-y'j  tangy-t-iy^tangy»; 

oder,  wenn  mao  in  diesen  Glelchungeo  die  leti^  euitt4et  jg^fsiciieii 
Ciüeder  aufhebt,  zu  den  beiden  GleicLungen 

=  .T-',— — 7/)  cot;'-!-  I ^-'j  cot/  +  f/,— i/j  tangy 

fahren«   Ava  dieacn  beiden  Gleichungea  folgt  aber  leicht 

 ä^i—x't^iy'i—f/)  cot «H-Cy'y—y')  cotß 

y  (*'  1 — cot  a — {a^  cot/»' 

Inner,«—  «^t— (1^.-^')  C^M-f"       »  ^ f.  ' 

m  ^'  1 — •r'a  —  (y'  1 — y )  cot tf  -f-  (y*a~-y )  cot  /i 

^  ■a^'a—g;'»—  (y"»— y')       -f-  (y'»— y')  coty 
y'»-*-  (^»— -a^')  cot^  —  (a:' o?")  coty ' 

Bringt  lilan  aber  diese  Gleichung  auf  Nnll,  so  erhält  man  nach 
einigen  leichten  Verwendlungen  die  folgende  nerkwilrdige  Glei- 
chung! 

8.  0=K^.--jr';)(y.^y'.1-(4r^.w-r',)(y,-y.)Jsina«^ 

-f-  K-a:'— ^,)(^•',-^^)  +  (y'— y',)(y'*-y',)l  coBasin/^siny 
+  |(^— 'a;',)(ar',— or'J-f-iy'— y,)(y',— y,)!  sina  cos/? sin/ 
+  l{a:'-^,)(a:',-a/,)4-(y'-y',)(y'i-y',)l  linasin/Joos/ 
(y-y.)  -  (^---ff',)  (y-y.)}  flu«  eos/J  cesr 
-f-       — o/,)  (/-y  ,)  —         ^«Xy*— y'.H  eeSÄBin^cosy 

+  — (^'t  -^'»i  —»yiJi  ^^"^^ 

N«di  weitem  M«rtaieliuig4iliait        CMehitig  tfe  Foni 
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also 
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-f-  i^^y  ^^'%-^y'y'z-\-^'  z  -^'i+y'a  y'i )  sin sin  (>— «) 

—  (^Ya— y'^a)  cos/f  gin(y— «) 

 -fV '*-.(^iyfcT-#f',J»^,>p»P'ca»(a--/?^       -  -  .-LZ 

und  diese  Gieicliuag  ISssi  sich  endlich,  wenn  naD  die  Prodneto  der 
gonioiDetrNeben'PuDctiotieii  auf  bekannte  Wefae  in  Ags^regate*  Von 
CosiD^aae^  j^nd-  Slawen  TerfranMtf  ^incb  nn^  dfiK  Calgendeir  Ge- 
aalt daratelleji: 

10/0= ) 

+  i(ar'-<J(^'.-y;.)-(y-y,)(a?',-^',)l  ain(-iH-/H-r) 

MUteUt  der  Sfß,  yorhergchenden  entwicl^elti^D  Formeln  lasse^ 
sich  zwei  wichtige  gcodätlsclic  ProblcrTin,  die  in  der  Praaia  bäia^g^ 
mit  Vortheil  in  Anwetiduo^  gebracht  werden,  auflösen. 

Bei  der  unter  dem  Nomen  des  Pothcnotschen  Prol)lcnis 
bekannten  Autgube  sipd  drei  i'uukte  ihrer  Lage  noch  gegeben,  uod 
die  Lage  eioea-vierfen  .Pmokta  soll  l^eätinkmt  wertfenV'wenn  in  die- 
aem  Punkte  die  beiden' Winkel  gemessen  worden  sind,  welche -die 
drei  von  demselben  nach  den  drei -gegebeaea  pnnkten  geaogeaeo 
Linien  mit  einander  einschliessen« 

Nehmen  wir  an,   dnss   4%  ^4'!^  die  drei  ironfeheneu  Punkte 

'sind  und  u4  der  .gesuchte  Punkt  ist,  so  sind  die  tiu  Obiffen  durch 
y;  a:'^^       bezeichneteu  Cook-dinateu  und  die  beiden 

Winkel  bekannt,  und  . die  beiden  Coordinaten  werben  ge* 
aucbt  ^eil  nun  nacb  6.  'j^,  , 

ist,  so  kann  der  Winkel  ip  aus  den  gegebenen  Grössen  gefunden 
werden.  Da  mau  jedoch  nur  weiss,  duss  dieser  Winkel  SÖO^  nicht 
ttbersiei^t,  so  fragt  es' sich,  ob-iMn:  denselben  iwieeben  O^And' 180* 
oder  swischen  180^  und  360®  zja  nehmen  hat..  .Eine  Eotsaheidung 
hierüber  kann  aber  leicht  auf  folgende  Art  gegeben  werdeb. '  Nach 
3i.  bat  BAD  die 'fetjgend^ßa  Gteichiinl^en  t  '  - 

Äsar-i-ß,  cos(fyi-h«).  y\  =y-J-^,  sin(gp-4-^);  " 


% 
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— ^r*,  =  (J  cosy — 0^  cos  fr/- 4- f/j,  y— y'j  SS^BItig)  —  Qx  s\Tl{(p-^a)-y 

tesd  bieiBiu  die  beidn'folgeiicitn'  Aiitilrtteke  rharQ  ergeben': 


13. 


 H-^)  — (y  — // 1)  cos(y-f-g) 

^ —  '    |sie  «  •  '        J  • 


Da  DUO  die  beiden  Wertbe,  welche^  haben  kann,  jederzeit  von  der 
Ferm  9)  und  9?+ 180*  nad,  so  siebt  maa,  dasa  diese  beiden  Wertbe, 
für  9  in  einen  der  beiden  vOritcrgebeaifeli  Ausdrücke  ffesefzt,  fdr 
Q  jederzeit  swei  Wertbe  mit  ea4gi^[^^ett|M|.  Varaeiiäiafe'lieferB, 

nhpr  o  sf'iiior  \?»(nr  nach  positiv  ist,  so  mass  man  für  rp  im- 
mer tleojciiigi'D  seiner  beiden  Werdir  setzen,  welcher  für  g  einen 
positiven  Werth  liefert,  und  kann  aUo  auf  diese  Art  jrntiH  r  mit  a  öl- 
liger  Sicberbeit  cuUckcideu,  ob  oiaa  ^  zwi^ciieu  0  und  180!^  oder 
swiscben  180*  and  360*  xu  aehaiea  bat 

Hat  aian  (p  nad  g  auf  diese  Weise  geftindeB,  io  ergebea  fleh 
die  gesuchten  Coardiaaten  of,  allt^tit  der  an»  l^^iiaflseBden 
Formeln 

14.  jfzssa^^iftw^t  y^y'— ^sia^; 

nnd  and  erbäll  man' nnn»  IlftirB^r  feiclit  aitifefst  der  folgenden 
«ich  ebeafalla  naauttelbaf  ana  12»  ergebenden  Emmeln: 

^ »     ,  eos  {'f  -H»)       sin  (yH-c«)' 

41      .  ■ ,  sTt  y 

Auf  diene  Art  ist  jetxt  das  i^otbenotscbe  Freblem  voÜatändig 

aufgelöst.  • 

Eine  andere  geodätische  Aitfs'abe,  deren  Aunösun(2;  sich  aus  den 
im  Obigfen  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lätist,  ist  das  folgen^ 
scliöne  Lambertsche  Projiiem: 

Man  soll  die  gegenseitige  Lage  von  acht  Punkten 
jä^  ^1,  ujf,,  ji,  und  A'^  bestimmen,  wenn  in 

jedem  der  Punkte  A,  A^y j^^itt,jiy/^it  Winkel  gemessen 
worden  sirid  we  I  c  h  e  d  ie  ron  diesen  Pnnkten  naeb  den 
Punkten  i,  f\-*gezo'ge^en  geraden  Linien  mit 

einander  einsch lie^sen.<  ~; 

Man  nehme  den  Punkt  A'  als  Anfangr  der  Coordinaten  an,  und 
-  aetae  aiso  a/==0,  y=±=0,^  so  wird  die  Gleichung-  9.        ■     •  • 

"     ,|  ,     0  =  (a:',ar',  +  y',y',)sina8in(jJ— „     .  " 

'    '       H-{a?'j^,+y,y'j8ln/ain(a— /i) 
-f-(a/,y',  — y",  jr',)  sin«  cos(/i?— . 
(^1  y^i— y.  ^1 )  »if^ß  C0S(/— o): 
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Setzt  Bau  nun,  wM  olEmte  vmMM  Ibt»  i«eli  n4iek  f\»9| 

Th^a  i^t  8in(^-aJ— cos(;'— a)j  sin /J 

und  folglicVi^ttB 

*=(«'^.-4*-y'»y'i)8it»«8iii(/^— r)    *  : 

..   »t ~^y,^,)siiiaco8(/9--;')  > 

!  sin a  sin  -t- sin/? Bin 

-H  ^1  CO«0^;^)  —  MB^  cos  (r— a)  I 

(or',  sin(a-/J)-^«giii(a— cüs(a~/Sjj  sie;',  ' 
odj^>  wie  litaii  leicht  findet,  weil 

BiB  «  sio  + sin sin  (jf—ne)         «|it;r  ftin 

ist 

,        17.  0=:(;s^,-|-y'.y,)siBapiii</jL_y). 

+  4r'i     «II  y  *08(a— 

.   H-'^r'i  y',  cos/ sin(a — ß) 

weg'en 

l*,   0  SS /»risa  «Hl  (/?—/) 

j       :     '       ■  »        -4- »7  siu  «  COs(/?— /)  '  \  \ 

+  r  sin;' cos(a— /J)        *  ^  , 
..    ....  ,  -h#'coay»iD(a-/?> 

+  f  sin  ;^  sin  (o^^). 

üeberleg^t  map,  dafp  diese  Gieicliung'  #ich  auf  Jen  Punkt -4 
bezielit,  uod  da.s  man  für  die  Punkte  A,,  A^,  A,  «flenbar  iranz 
äbniielie  Ulelcbun^en  bilden  kann;  so  erhellet,  dass  die  Data  der 
Aufgobe  immer  viv  Gleidkungen  tJrbdes  zwischen  den 

funt  unbekannten  Grössen  p,  r,  #,  t  von  der  obigen  Fom  Keferoj 
nuttplst  welrlnr  man  also  die  Verhältnisse  der  Grössen  n.q.r.9.$ 
unter  einander  bestiniMeii  icBDD.  Unber -wM  ittnhi  - 

■etieii  kfionen,.  wd^ii^,,X3,Xr,  beJt»Bjite  CbÖssen  sind,  ^^etzt  man 
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06 

dann  noch  =:  1 ,  lo  ift  «3=:^,,  mi4  die  OtoiebaagiB  IS.  erkal- 
ten die  folgende  Farn: 

Dies  sind  vier  Gleichungen  mit  vier  unbekannten  Grössen,  die 
sich  also  mittelst  dieser  Gleichungen  bestimmen  lassen.  Durch 
mination  von         wenn  man  nämlich  den  Werth  dieser  Grösse  aus 
der  dritten  Gleidiuap;;  in  die  beiden  ersten  Gleichni^C^  eintührt, 
erhalt  man  leicht  die  drei  folsrendon  Gleichungen: 

21,  {        s— Xr^or'j^^iy 

1-*'.+»=*,^,; 


und  durch  Elimination  von  »  erhält  man  ferner  die  beiden  Glei- 
chaogen 

r(l- ^0 .2^,  =z l-h /v .  — ^, y*,, 

YWiiehea  den  Coordioaten  o:',  und  y^,.  Fuhrt  man  den  Werth  veit 
o/,  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  in  die  zweite  ein,'  äo 
erhalt  man  für  p'^  die.  folgende  Gleichung  des  zweiten  GrAdee: 

23.  0==s(H-ifc,)(jb,H-it,) 

und  sieht  also,  y',  im  AligemeiueD  swei  Werthc  hat,  die  aber 
auch  heidi»  unmöglich  werden  können.  Hat  man  auf  diese  Art  //^ 
gefuuiicUf  so  ergebeu  sich  o;',,  x,  or',,  y,  leicht  mittelst  der  Glei- 
ehungen  22.,  21.,  16.  nid  2d.,  wobei  umi  ioiniifr  feet  gii  hellen  hat, 
daat  a:^,=sl  geseiat  worden  ist.  Die  Coerdioaten^,  y  dei  Punk* 
tat  j4  findet  man  nun  ferner  gaos  anf  dieselbe-  Art  wie  oben  bei 
der  Pothenot'schen  Aiif£r;ihe  ccezeigt  worden  isf,  und  auf  ganz  Klin 
liehe  Weise  ergeben  sich  auch  die  Coordinaten  der  Pankte 
•^ij  -^i» 

Alle  uubekuoat.c  Frössen  siod  hier  durch  die  Grösse  u.- 1  als 
Einheit  ausgedruckt  wor4en»  aad  mehr  als  die  Verhältnisse  derga* 

suchten  Grössen  zu  der  Grösse  als  fiinbßit  lässt  sich  anch  ans 
den  Datis  der  Aufgabe  in  der  That  nicht  iinden,  weil  die  aämpit'* 
lieben  Data  der  Aufiz^abe  nur  Winkel  sind.  Handelte  es  sich  um 
absolute  Grösseuhcstiuiinun>ren ,  so  mUsstc  mindo^^tens  noch  eine 
der  in  der  Figur  vorkomütentlen  Linien,  etwa  die  Linie 
welche  uoter  den  oben  geinachteo  V  oraussetzungen  otfenbar  die  EoC- 
fernuDg  dör  beidi^n  Punkte  JC  uad  A\  von  einander  ist,  gemessen 
werden« 


?  I 
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Tafel  der  pythagoräisehen  Dreiecke. 

-  Twm  im 

Ucrm  Professor  C.,  A.  Bretsclmeiiier 

in  G^l/diM* 


t  . 

Um  4ie  tu  4tm  ScMs^mIicb  Ta&la  Bd.  IL  Smtt  M£  sster 

Icr  Aufiiebrift  rationale  Trig^ODometrie'*  entlialteoe  Tafel 
4er  fiytb^goräiAcbeo  Dreiecke  io  einicloeD  Resuttateii  bedeuteatte 
Fehler  enthnlf.  v,'ir<\  allen  di-n  I^efir^rn  (fpr  TrlironoBietrie  nirlit  ud- 
hekannt  neirj.  ilif  diehe  Tafft  zu  Auttr'il'f'n  liir  ihre  Schüler  bpntit7.t 
hiibfri.  NeufTiiitt^H  liat  jedoch  Herr  Frutessor  Kunze  in  VVeiuiar') 
ilucilgeHieHeu,  ilaü»  die  Meuge  der  io  jeper  i  ubelle  Torkommenden 
Fehler  f»  bedeoCeail  ist,  data-  letcler^ ;  Miir<A  feat~niibniii^bar 
mM,  Mm  MW  gleicivwofcl  4m  Ldirer  diif  aabr  hrattehhaw  BAf 
ffielfaMBinagr  für  reclitwiaklicbe  und  ßcbiafiirifeliiieha  Drcicttke  4m* 
Imtft,  ao  liabe  :ieb  mich  der  kleinen  ilUbe  unterzogen,  sie  Bacb» 
naU  zu  bereclinen  und  dabei  die  Winkel  :iTif  /rhnfrisecundeD 
ttenun  zu  bestirninfn.  Da  jrdps  Resultat  mittelst  der  i'ttllot'scben 
Tafeln  doppelt  !j<  rtclirii!t  und  <li«',  Wnikt*!  bis  aut  iiuudf ritiicile  der 
^ecundeii  geäuultt  worden  sind,  woiit'i  die  do^^ieUen  Wertbe  höcb' 
«teaf  nur  nm  O,'^  lUffeiirea  duifien,  so  nöctatan  die  .«ilNiUeaea 
Eeanltate  wobl  yollea  Zatrauea  Terdieneo. 

^  Bezeichnen  duber  m  und  n  relative  Primzahlen,  ton  denen  im- 
■er  Ditr  dta  ciite  ankernde  scjn  darf,  und  ftnan  aetat  di!n*  eiaen 
Catheten  a  eioei  reehiwbklicheB  Oreiedtes  gleich  Saan/so  ist  dar 
andere  Catbcte  ä  gleich  — n'/dic  Hypotenuse  A  gleich  jw*-i-^*, 
WoriiuB  sich  die  den  Cathetfra  a  uad  ^ 'ige^eoDberliegi<ndea  Winkel 
^  und  ü  dorch  die  GleichonfcenV  • 

*      '        tang  i  ^  =i  £  und  taug  i  Ä  ==?  ^y-T     '  "  '    *  ' 
ergeben.  Die  Tafel  aelbit  ist  nun  folgende: 


.  •)  Ii»  f!f  r  Vf  rrcdf  rii  Clir.  Gottl.  Trübst  Tafel  der  Sinus,  Tangenten  und 
S«««iiUu  ecct  ieua  184(1  bei  üocbhausen.  181  S«  12. 
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39  18  27,  5  50  41  32,  5 
65  2813,6  24  3146^  4 
76  18  52,  0  13  41  8/0 


85  45  28,  1 
15  1121,  4 
29  51  46,  0 
56    8  41,9 

86  3  0,  4 
7   9  9,  6 

21  14  21,  5 
34  42  29,  0 
47  1531,5 


TkdIL 


4  14  31,  9 
74  48  38,  6 
60  8  14,0 
33  51  18.  1 
3  56  59,  6 
^2  5050,  4 
68  45  38,  5 
55  17  31,  0 
42  44  28,  .5 
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94 


23  2 
4 

6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
1 
5 
7 
11 
13 
17 
19 
23 
SSI  2 
4 
6 
8 

12 
14 
16 
18 
22 
24 


92 
184 

276 
368 
460 
552 

644 
736 
828 

1012 
48 
240 
336 
528 
624 
816 
912 

1104 
100 
200 
300 
400 
600 
700 
800 
900 

1100 

1200 


525 

533 

24150 

513 

545 

47190 

403 

565 

68034 

465 

593 

85560 

429 

629 

mm  KJ 

98670 

385 

673 

106260 

333 

725 

107226 

A  VF  ff  AFMV  VF 

273 

785 

100464 

A  VF  VF  T  VF^  K 

205 

853 

84870 

129 

929 

50340 

45 

1013 

22770 

575 

577 

13800 

551 

601 

66120 

VFVF  X  JVVF 

527 

625 

88536 

455 

697 

120120 

■  *f\F  X  *^VF 

407 

745 

126MS4 

287 

865 

117090 

* 

1105 

25944 

*»VF  *F  »'s 

621 

629 

31050 

f#  A  VF  W 

609 

6  li 

60900 

^F  V/  iF  V" 

589 

(161 

88350 

561 

H2200 

/i81 

760 

144300 

429 

821 
881 

150150 

369 

147600 

301 

949 

135450 

141 

1109 

77550 

49 

1201 

29400 

Oo^ö'iU^l 
19  4353,8 

29  14  30,  3 
38  21  28,  8 
46  59  49,  7 

55  620,2 
62  39  26,  6 

69  38  56,  3 
76  5  38,7 
82  1  5, 4 
87  27  14,  2 

4  46 18,  8 
23  3211,7 
32  31  13,  5 
49  14  49,  7 

56  53  9,  1 

70  37  20,  8 

70  44  5,  9 
87  33  44,  1 

9  8  52,3 
18  10  50,0 
26  59  29,  3 
35  29  2!.  6 

51  16  5  5,  2 
58  29  51,  5 
05  1418,6 

71  3028,0 

52  \\  44,  0 
87  ^942,2 


80«  3'37"^9 

70  10  0, 2 

60  4529,7 

51  38  31,2 
43  0  10,  3 
34  53  39,  8 
27  20  33,  4 
20  21  3,  7 
13  54  21.  3 
7  58  54^6 
2  3245,8 
85  13  41/2 
66  27  48,  3 
57  28  46,  5 
40  45  10,  3 
33  6  50,9 
19  2239^2 
13  1554^1 
2  2015,9 
80  51  7, 7 

71  49  10,  0 
63  0  30,7 
54  30  38.  4 
38  43  4,  8 
31  30  8,  5 
24  45>ll,  4 
18  2932,0 

7  18  16,  0 

2  20 17, 8 


Eine  i^enaue  Verg^leicliung  dieser  Tafel  mit  der  Schulzcschen 
leitet  iiuD  allerdings  sehr  viele  und  zum  Tlieil  hcdeufrnde  Kecb- 
Duogs fehler.  Oer  Verfertiger  der  Tafel  bat  unter  200  Dreiecken 
nicht  weniger  alt  08  DnitcKe  ^•pifelt  b«rechnet,  weil  er  verkannt 

bat,  dass  die  Werthe  t4loir  -=--^^  =  ^uDd  taD£r4Ä  =  ^^^ — ^  zu  dem- 

^2  n  °  *  m-\-n 

selben  Dreiecke  gehören.  Von  diesen  68  Dreiecken  sind  wiederon 
23  falsch  berechnet,  "während  unter  den  64  Dreiecken,  welche  bloss 
einmal  vorkommen ,  9  grösstentheiis  total  falsche  sieb  befinden. 
Ausserdem  sind  nicht  weniger  als  18  Dreiecke  vorhanden,  in  wel- 
chen die  Winkel  gerade  um  0/^5  zu  gross  oder  zu  klein  angegeben 
und,  so  data  denaaeh  aaf  132  wirklich  von  «inander  versäiedene 
Dreiecke  32  ganz  falache  nnd  18  ungenaue,  zusammen  also  50  fehler» 
hafte  kommen.  Für  diejenigen ,  welche  die  Schulieschen  Tafeln 
besitzen  ,  folgen  die  nüthigen  Verbesserungen  im  nachstehenden 
Schema: 
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100 


EH5 

niuttttifllifs: 

38"*>r28" 

3h*'21  29" 

12    l  ä 

50  41  33 

50  41  32 

1^  «A  so 

*MF 

12  49  49 

2ß  6  2 

55  «20 

19  95  10 

EW  *W 

1^  25  11 

61  10  29 

61   9  30 

1  *i   1  1  24 

15  11  2f 

J  *^     X  A  mit. 

fi  1  r^ri  r^T 

61  55  30 

1t»  16  24 

IV      J  \f  MTV 

16  15  37 

64  56-32 

64  56  33 

17  2S  35 

17  32 

6S  45  39 

68  45  38 

17  r*6  44 

17  56  43 

72  56  16 

72  56  IS 

*>i  i;i  :iK 

21  14  22 

M^J.      X'X  m0m^ 

70  39  21 

70  37  21 

21  33  55 

21  34  7 

74  48  38 

74  48  30 

23  45  22 

23  46  38 

75  45  54 

75  45  0 

2i  32  1  \ 

^^4  31  46 

78  12  U 

78  U  l« 

25  :i5  25 

25  3f>  31 

79   S  50 

79   7  10 

2ti  59  25 

26  59  29 

79  35  56 

79  36  10 

33  23  51 

33  23  55 

81  12  2 

81  12  9 

35   2  4i 

35   3  4 

81  49  43 

81  49  44 

* 

IHifer  den  Drcjeckaieiteii  befiode»  rieh  folgende  Fehler: 


anstatt 

muss  sein 

perp. 

hyp- 

bas. 

perp. 

hyp. 

bas. 

12»  1'  r 

78 

76 

13  41  8 

308 

317 

317 

;108 

30  30  37 

23 

33 

42  44  28 

203 

207 

60  30  46 

183 

193 

70  V)  '2S 

929 

949 

71  40  ai 

47tii 

468 

Unter  der  Rohrik  endlich  utang  ^  a>  in  Decimaltheilen'^  sind 
folgende  Fehler  gefunden  worden: 


anstatt 


uss  sein 


tang  |^ii>  SS 


0.260S(M>1 
0,2941 17<> 
0,3070938 
0,3157303 
0,5909001 
0,6080965 
0,6956526 
0.7058823 
0,7619047 
0,9523809 


0.2608696 

0.2941176 

0.3076923 

0,3157895 

0,5909091 

0,6086057' 

0,6^6522 

0,7058824 

0,7619048 

0,9523810 


In  der  oben  stellenden  neu  berechneten  Tafel  ist  die  zuletzt 
erwähnte  Ciiluinne  der  Schulzescheii  Tutel  wegf^elassen  und  dafür 
eine  Culuinue  lur  die  Flacheuinbalte  der  Pythagoräiscben  lireiecke 
beigefügt  worden,  da  die  letzteren  dem  Lehrer  nötbiger  sind  als 
der  Werth  ?on  tang  ^ji  in  Deeimaltheilen.  Die  Einriehtnng  der 
Schttlieschen  Tafel  aber,  welche  die  Dreieekswinkel  ^4  und  B  zu 
Argumenten  hat,  'ist  gänzlich  verlassen  worden,  weil  man,  wie 
Uerr  Professor  Kunze  sehr  richtig  bemerkt,  bestimmte  Dreiecke 
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wenig^er  ifacii  «If^nt  Winkel,  als  vielmelir  nncli  deji  hettiuiateii  und 
bestimmenden  \  erUältuissfn  von  //  ;  aufzusuchen  pflegt  Die  Ta- 
fel fi^ewäiirt  bei  dieser  \  *•  raiHin  uutr  zugleich  den  Vortlieil,  das« 
man  sie  jeden  Augeublick  uei(;er  turtiieUeu  kann,  obriu  sie  völlig 
wvordneD.  su  m^sien,  bei  4erv«BSckiili«i;«traffclMBBinricb- 
tttng  Bficbl:  gesebekeii  kiiOB. 

L 


XVI. 

Ueber.die  Verwandlung  eines  gewölinticben 
Bruches  in  einen  Decinialbrucli. 

Von  dem 

Uerrn  Ductor  J.  A.  Arndt, 
äubrector  und  Lebrer  der  Matbematlk  und  Physik  am  Gymnasiuio  zu  Torgau. 


Das  Verfabren  selbst  ist  bekuiint ,  ebenso  ,  dass  zuweilen  ein 
gewülinliolier  llrucb  sieb  vollkommeit  iti  einen  Decimalbrueb  ver- 
uaudehi  insst,  zuweilen  nur  näbernns^sweise,  und  dass  im  letzteren 
Falfe  eine  Periode  entsteht ,  welche  nie  mehr  Ziffern  haben  kann, 
als  der  Nenner  des  Bruches  Einheiten  enthält  weniger  eine.  Hier 
seilen  die  Fragen  beantwortet  werden: 

1.  Wann  entsteht  eine  Periode,  wann  nicht? 

2.  Wann  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem  Komma 
an,  wann  nicht? 

Oer  in  einen  Decimalbrueb  zu  ferwaudelnde  gewölmliche  Bruch 

sei  — ;  es  werde  aDgennmmen,  er  sei  auf  seine  kleinste  Benennung 

gebracht,  ebenso,  er  sei  ein  achter  Bruch,  indem  die  u  nachten  Brüche 
sogloicli  in  vermisclite  Zahlen  verwandelt  werden,  die  Gänsen  aber 
sodaDU  unberücksichtigt  bleiben  können. 

Da  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  —  in  einen  Decim^lbrneh 

der  ZShIer  des  Bruches  nadi  und  naeb  immer  mit  10  multipKcirt 
und  dieses  Prodnct  dann  durch  den  Nenner  dividirt  wird,  so  kann  . 
die  Division  nur  dann  anfj^eben,  wenn  der  Neuner  p  in  10  oder' 
einer  Potenz  von   10  uutü;cht;  nun  ist  ahrr  10  oder   eine  Po- 
tenz von  10  nur  durch  %  und  5  theilbar»  es  kann  daher  der  Bruch 

nur  dann  vollkommen  in  einen  Decimalbrueb  verwan*  . 

'  dell  werden,  Wenn  der  Nenner  keine  andern. Primfjieto- 
ren  eiitbäU,         vnd     .  j^tt«||.la#st  •ich  duicli  d|ie  Erlegung  • 
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da«  NeBami  itt  seine  FrimfMlMii'  leielic  benrtheileii ,  wieviel  Deci- 
■alitelUn  derDecimalbruch  haben  werde;  p  muss  nämlich  eine  toD' 
fol^nden  Formen  bubent  3«,  5*>,  ^,5^»  2^.5<*,*)  we  m  iäuner 

hLlemer  oder  hnchstens  sein  so!!. 

Von  welcher  Form  der  Nenner  p  aber  auch  sei,  immer  wird  er 
in  2« .  5"  =  (2  .  5)*  =  10«  ,  nicht  aber  in  eiuer  niedrigeren  Potenz 
von  10  uutgehen*  !V1an  muss  de»inach  den  Zähler  des  Bruches  luit 
lO*»  multipliciren ,  damit  die  Division  durch  den  Nenner  p  autgehe, 
worana  unmittelbar  folgt,  dass  der  Quotient  dieser  Division  ans  m 
Ziffern  bestehen,  der  üecioialbruch  also  n  De ci malstellen ,  d.  fa.  so 
viel  Decimalstellen  haben  müsse,  als  der  höchste  der 
beiden  Expofienfen,  mit  wolclien  nach  dcrZerleg^nng 
des  Nenners  in  seine  Primt'actoren  die  2  und  5  versehen 
sind,  Einheiten  enthält. 

Biern^ch  gehen  die  Nenner  2,  5,  lU  einen  Decimalbrucb  mit 
einer  Decimalsteile,  die  Nenner  4,  20,  25,  50,  100  mit  zwei  Deci- 
malstellen, die  Nenner  8, 40, 125, 201^,  250,  500*  1000  mit  drei  De- 
cimalstellen,  die  Nenner  10,  80,  400,  025,  1250,  2000,  2500,  5000, 
10000  mit  vier  Decimalstellen.  n.  s.w. 

Enthält  der  Nenner  des  Bruches  andere  Primfactoren  als  2  und 
5,  so  kann,  wie  aus  dem  Vorigen  erhellet,  da  diese  nudern  Prim- 
factoren nicht  in  10  oder  einer  Potenz  vou  10  autgchcu  würden, 
der  Bruch  nicht  vollkommen  in  einen  Decimalbruch  verwandelt  wer- 
den, sondern  muss  einen  periodischen  geben. 

Hierbei  lassen  sich  zwei  Pälle  unterscheiden,  jenachdem'  der 
Nenner  p  gar  keine  2  und  5  unter  seinen  Primfactoren  enthält  oder 
nicht.  Im  erstem  Falle  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem 
Komma  an.  Die^  Form  der  Rechnung  sei  diese: 

|9ir0|0,^y,f»^  9k  , 

JäL  

r,0 


* 

r^O 

r  .  • 

so  dass  also      =:       (1%^%^^  •••9k  *  ist* 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  den  Resten  r,,  r,,  r,, 
'Tki  ri  keiner  eher  wiederkehren  kann,  bevor  nicht  einer  gleich  dem 
Zahler  geworden  ist,  <l'iss  also  n  weder  =  r,,  noch  =  /•,,  noch 
=  r,  U.S.W.,  noch  z^ru  sein  könne.    Nacjli  der  Natur  dey;  Rech* 
nung  ist 


Setzt  man  m^O,  sn  hat  man  als  besondere  llUle  fiir  die  beiden 
letstem  Formen  <iie  beiden  ersteni  Fonueo« 
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103 

10  r 

10 

10  r« 


f% 


rg  =  10  r/  —  pqj 


n  =  10  r«' —  p^i: 
War«  nun  n  z,  B.  gleich  rg  ,  so  müsste  auch 

10  r/  —  p^f  =  10         1»^,  also  auch 
10  r/  —  10      s=5  p^f  —  oder 

10  (r/  —      )  —  ;^  (^/^  —  ^  )  »«in. 

Da  p  Dicht  in  10  aufgibt  und  auch  nicht  in  r/ — rx- ,  indem 
IV  and  r/i  kleiner  uia  p  sind,  so  kann  es  auch  nicht  in  10  (ly — r^), 
d.h.  in  der  linkes  Seite  der  Gleichung' 

10  (r/  —  Tk)  =  p  (q/  —  gk)  aufgehen,  alio 
 '        nicht  —  q/  —  qk  sein,  da 

10 (r/  —  rjk)  .   .  rr  II     '    t  v  • 

^  ^   keine  ganze  Zahl  sein  kann,  t// — aber  eine  ganze 

Zahl  sein  muss.  Ks  kann  deinnacli  nicht  10  {rf — rk)  ^=  p  {^// — ^k) 
d.  h,  n  nicht  gleich  rg  sein.  Da  aber  notbwendig  eine  von  den 
Zahlen  r,  r^,  u.  s.  w.  wieder  als  Rest  erscheinen  muss,  so  kann 
'  dies  nur  die  erste  r,  d.  b.  der  Zähler  des  Bruches  sein ;  dann  ab^r 
kehrt  auch  der  lluotieni-f*  und  die  aaf  iliB  fal|;andan  naeh  der 
.Eeihe  wieder«,  fes  fängt  also  die  Periode  sogleich  naeli 
dem  Komma  an,  wenn  der  Nenner  gar  keine  £  oder  5  an* 
ter  f?einen  Primfurt<»re  n  erithrih. 

liititlialte  nun  p  unter  seinen  i'rimt'actorcn  ausser  anderen  auch 
2  uiul  5  und  sei  z.  B.  =  2«  ,  5"»  .  ^  oder  =  2'»«  .  5*» .  ^,  wo  n 
nicht  kleiner  aU  m  sein  soll  und  t  eine  nicht  durch  2  oder  5  theil- 
bare  Zahl  ist;  man  bat  demnach 

Nun  ist  10''  immer  durch  2^  .5"  und  durch  2^.5"  tbeiibar  und  dar 
Qnotient  oder  ^m^Uft  '^^^^  durch  v  beseicliDet$  dann  ist 

^  =  ^  •  10« 

r»v 

Der  Bruch  giebt,  da  t  keine  2  und  5  als  Primiactoren  ent- 
hält, einen  periodischen  Decimalhruch,  dessen  Periode  sogleichnach 
dem  Komma  beginnt;  nun  mnss  aber  ^  noch  darek  10«  difidirt, 

das  Kamma  aUa  n  ZiEeru  nach  der  iinken  Hand  hiu  gerückt  wer- 
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den,  es  wird  datier*^  einen  Decioialbrucb  geben «  dessen  Periode 

e#iit  Dach  n  Ziffern  d.  h.  nncb  eo  viel  Ziffern  anfängt,  als 
der  höchste  der  beiden  Bxponenfcen,  mit  weleben  nach 
der  ZerleguDg  des  Nenners  in  seine  Priinfaetoren  die  2 
und  5  versehen  sind,  Eirih^^iten  enthalt. 

Fasst  man  Alles  zusaiiunpn.  so  liat  man  folg^ende  Bestimmunfifen: 

1)  Ein  U/'uch  iässt  sich  voilkuiniuen  iu  eioen  Üecioittlhruch 
verwandeln,  wenn  der  Nenner  de«se1ben  nn  seinen  Prinfacinrett 
nur  2  und .5  enthält,  und  zwar  ist  die  Anzahl  der  DeeimaUtelle» 
immer  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten  gleich,  mit  welchen 
nach  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  Prinfactoren  die  %  und  5 
versehoti  sind. 

2)  Ein  Brucli  a:iebt  einen  itertodischen  Dccimalb  ruc  Ii,  wenn 
der  Nenner  nicfit  bloss  'Z  und  5  zu  Primfuctoren  entlialt  und  zwar 

a.  die  Periode  »lang  l  äogieich  nach  dem  kumma  an, 
wenn  der  Nenner  zu  Prinfactoren  gar  keine  2  oder  5  enthält 

h.  die  Periode  fängt  nicht  ffleich  nach  den  Konma  an, 
wenn  der  Nenner  ausser  andern  rrimtuctoreu  auch  noch  2  und  5 
enthält,  und  zwar  ist  dann  die  Anzahl  dor  der  Periode  vorherge- 
henden ZittVrn  crleich  dem  höchsten  der  beiden  Eximncnton ,  mit 
weichpiii  TKicli  /(triegung  des  Neuners  in  seine  Primtactorco  die  2 
und  5  verseheu  sind. 


XVII. 

.  *  # 

Uebuagsaufgaben  für  Schüler. 


([Der  'Heraesgeber  bittet  um  recht  vielliiciie  HittheUung  solcher  Aufga^ 

hen  in  möglichst  grosser  Mannigfaltigkeit.  Es  kann  seiner  Meinung  nach 
einer  solchen  Mittheilung  nicht  unhedingt  der  l^Tismiid  entgegen  stehen, 
dass  sich  die  Aufgaben  schon  anderwärts  gedruckt  tiudeu,  wenn  dieselben 
nur  weniger  bekannt  sind  und  in  irgend  einer  Beziehung  ein  besonderes  lu* 
teresse  darbieten.  Auch  können  späterhin  besonders  elegante  Auflosungna 
in  dem  Archive  mitgetheilt  werden.  Die  folgenden  Aufgaben  sollen  nur  ein 
Verijiich  s«Mn,  th-Tt  Artikel:  .,ÜebTingsaufgaben  fi'i  r  Schüler'*,  bei  des- 
sen Ltiberiiclu-ilt  mau  es  übrigens  mit  dem  Zusätze  für  Schüler  niclH.  all« 
zu  genau  nehmen  muss,  zu  einem  stehenden  in  den  Archive  zu  machen,  und 
der  Herausgeber  hofft  in  dieser  Beziehung  vorzüglich  auch  auf  ünterstützung 
durch  seine  Herrn  Mitarbeiter.  Die  frilgendcn  Lehrsätze  sollen  natiirhrh 
immer  bewiesen,  die  Aufgaben  aufgelöst  werden,  worüber  eine  besondere 
Bemerkung  späterhin  nicht  weiter  ifemaeht  werden  wird.) 

1.  Wenn  zwei  gerade  Unien  sich  unter  Winkeln  von  00^  in 
einem  g^cwisscn  Ptinkte  schneiden,  so  ist  der  Ereometrische  Ort 
dei^  SpitzcQ  aller  gleichseitigen  DreieciLe,  deren  (Grundlinien  zwi- 
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Bchen  den  Sefaevkeln  der  in  Rede  stehendeii  Wiakel  von  86%  uait 
deren  Spitzen  auf  derselben  Seite  ihrer  Grundlinie  wie  der  Punkt  S 
Kegen,  eine  durch  den  Punkt  tS  gehende  und  gegen  die  beiden  ge- 
gebenen geraden  liinien  unter  Winkeln  von  tö**  geneigte  gerade 
Linie. 

Dieser  Satz,  welcher  zu  Yerschiedenen  geometrischen  Betrieb» 
tungeti  Veranlassung  geben  kenn,*  foll  bewteeen  mnd  mittelst  des- 
ielkeii'd#an  die  folgende  Aufgalie  aufgelöst  werden. 

2.  (ileicliseitia^e  Dreiecke  zu  beschreihen,  dereo  Spitzen  in  drei 
gegebenen  durch  einen  Punkt  gebeudiii  ^^eradeu  Linien  liegen. 

3.  Wenn  man  ein  Rechteck,  dessen  längere  Seite  sich  zu  sei* 
ner  kürzern  wie  \X2'1,  d.h.  wie  die  Ding^onale  eines  Quadrats  zu 
seiner  Seite  verhält,  durch  eine  mit  seinen  kiirzern  JSeiten  parallele 

teradc  Linie  hulbirt,  die  erhaltene  Hälfte  auf  ähnliche  Wei^e  wie* 
er  hulbirt  ^  und  diese  Operation  in^a  DnendÜcke  fortaetzt ,  so  er« 
hält  man  eine  Reihe  von  Rechtecken,  die  gämmtlich  einander  ähn- 
lich sind,  und  deren  längere  Seiten,  sieh  wie 

1>  1  ,   1   >   1    .    *   .    1  . 

ZU  einander  verhalten. 

4.  Es  ist  ein  Kreis  und  inneriiaih  desselben  sind  zwei  Punkte 

gegeben;  man  soll  durcli  diese  itciden  pcep^el^eneu  Punkte  einen 
>reis  dergestalt  beschreiben,  dat»ä  diu  gerade  Linie,  welche  seine 
beiden  Durchschnittspunkte  mit  dem  gegebenen  Kreide  verbindel* 
durch 'den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  geht. 

5.  Ueber  zwei  £»e^enul>ersielienden  Seiten  eines  Vieituks  als 
Grundlinien  äind  Lwei  einander  gleiche  Dreiecke  construirt,  deren 
Spitzen  in  denselben' Punkt  tallen;  man  soll  den  geometrischen  Ort 
dieses  Punktes, bestimmen. 

6.  Die  folgenden  goniometriscben  Formeln  sind  zu  beweisen. 

1».  sin  (a-h/J— rt-h sin  (a+y W  -f-Mo -♦-y— «) — sin  (e^ß^y) 

=  4stn  a  sin sin 

2^,  cos  (a -H^ — cos  (a-J-/ -■/?) -|-  cos  {ß-hy  -  «)  H- cos  («+/?-+-;') 

= -icosa  cos/?coiiy, 

a»,  tang(<HiH-/>4-tang(cH-g-r)+taDg(cH*H-r)4-*g(-<^ 


  2sin2(«H-^^^)^sin4«H.^sinV«|-Mn4y  . 

4Gos2acos2^cos&j^+eos4ir-|-60s4^-Hcos4}^^ 


4».  4sin(aH-i^-+-;')sin(aH-/5-;')sin{a--iJ-|-;')8»n(— a-H/J-f-;^) 

=  2cos2acos2/?c(is2/  —  cos2a*  — cos2/?*  —  cos2y»-f-l, 

5».  4cos(a-|-/J+/)cos  y)  cos  {u—ß-^y)  cos  {—u-^-ß-i-y} 

=  2cos2aco82^cos2/-f-cos2a>+cos2/S»-hcos2/>— 1, 

8sini(a+/M-/-4Qsini(a+j'~/-H')stoi(a— /M-r 

.sini(— «^-i^-l-^'-H^) 
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9».  eo«(a-/?)-H!0<a-rH<Oi(/?-r)=4€«^(a-/y)cosi(o-/)co»^ 

=2  { 1 — c<»ß(a— 1^)  cos  (i»— /)  ^){, 

Äl-f-4cö«(a— /J)€OB(a— /)co8(/J— 7),  • 
12«.  Cösi (o-h/H'/'j*  4- cos i  (tH-/S— /)  =     ca«  1^ (ar-/J-f>;') » 

=:  2  (1 H-  sin  o  «M 
IS*.  •iiii(iH-/M-y)»+8ini(a-4-/?-,')»-f-8iü  ^-H')» 

=  2(1  — sin  a  sin  ßain  y)^ 

=2  j  1  H-8io(cH-/?)sin(a-4-;')8inO?-h/)|, 

=  2i  1— 8in(<H-/?)iw(a-|-y)»iii(^jJ/) 


7.  Ein  dreifleitiges  Prisaa  mit  einer  Ebene  so  s«  dnrehsebnel- 
deii»  dnss  der  Schnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  wird. 

8.  Zu  Gnden,  an  welrlipn  Tagen  des  Jalirb  die  Soone  zweien 
Oertern,  deren  Langen  uuii  Breiten  gegeben  bind,  in  demselben 
Angenbticke  anfi*  oder  untergeht. 


•)  Dirsf"  p'OTi'niiif^tri.schen  Fnrtnoln  finden  sich  nebst  noch  vielen  andern 
aul"  eiueui  unter  den  Pafiierfn  des  Terstftrbenen  Froffssors  Mo!l\Yeide 
befindlichen  Blatte  verzeichnet.  Aus  der  lianditclirifc  \ässt  2>icb  jedoch 
mit  Toillger  SiehMeit  erkennen^  dass  dteKelben  Ton  dem  ebealells  TSr- 
storbenen  Professor  ßuzengeiger  in  Freiburg  herrühren.  Der  su 
fr&he  Tod  dieser  ^pidpTi  tr^fflidifti  Männer  wird  von  den  M^thfmfftv- 
kem  mit  Recht  schmerzlichst  empiuudeu  und  bedauert.  G* 


Digitized  by  Google 


107 


XVIU. 

Bliscelleiu 


VoD  dem  kürzlich  verstorbenpn  berähmten  fraozösipchen  Ma- 
thematiker Poisson  erzählt  mau  tol^cndrn  Zus^.  Im  Juhre 
kam  eio  Rekrut  zu  ihm,  gab  sich  für  seinen  Patlieii  aus,  und  er- 
suchte  ihn,  ihm  eine  Summe  von  500  Francs  aufzuheheuj  koaioie  er 
in  Kriege  um,  so  solle  si«  seioer  Scliwester  sogehöreo;  bleibe  er 
aber  9111  LebeD,  so  werde  er  das  Geld  selbst  wieder  abboleu.  —  • 
»,Gsns  recbt,  mein  Freund antwortete  Po  isson  „legt  es  nur  dort 
hin,  und  lasst  mich  arbeiten,  denn  ich  habe  viel  zu  thun.'^  Der 
Rekrut  legt  den  Sack  mit  den  5(K)  Francs  auf  ein  Biirliergestell, 
und  Poisson  legt,  um  ihn  vor  IJesiichendeu  nicht  sehen  zu  lassen, 
einen  ßatul  des  Horuz  darauf.  Zwanzig  Jaiire  später  kommt  ein 
Manu  mit  sonnverbranntem  (üesich^,  und  verlangt  »eine  500  Francs 
inrüdL.  Poisson  kann  sieb  nicbt  eriDoern;  Jener  scbwdrt  Stein 
iittd  Beiu,  dass  er  ihm  das  Geld  zugestellt  habe.  ,lWie*^ 
eodlicb  Poisson  voll  Wuth  ,.lhr  hättet  mir  die  Summe  in  (U6 
Hände  gelegt?"  —  ,.Nein"  crwiedcrtc  der  Soldat  ,,aber  auf  jenes 
Biirlierni-eslell ;  Sie  sel!>st  haben  dieses  Buch  darauf  crlcerf/-  Bei 
dies<  ti  ^V()rten  iiebt  er  den  Klassiker  auf,  und  fliuit  t  Iiinter  dem 
bestaubten  Octavband,  zu  seioer  niciit  «geringen \eiwuiitl<'rung,  den 
Sack  mit  den  500  Francs  so  wieder,  wie  er  ihn  vor  zwanzig  Jah- 
ren bingelegt  batte. 


Der  berfibnite  engliscbe  Physiken  und  Cbemiker  Micbael 
Faraday  ist  der  Sohn  eines  gewöhnlichen  Grobschmiedes,  der  ibn 
zo  einem  kleinen  Buchbinder  in  London, in  die  Lehre  that,  ols  er 
erst  neun  Jahre  alt  war,  bei  dem  Farad  av  bis  zu  seinem  zwei- 
undzwanzigsten Jahre  blieb.  Die  llmstiitide,  welche  veranlassten, 
dass  er  die  But  Lttinderwerkstatt  mit  dem  cliemischen  Lahoraturium 
vertuuüchte,  werden  aut  iuigeude  Weise  erzählt.  Ned  Magrath, 
jetzt  Sekretair  bei  deoj  Atbenäum,  kam  vor  etwa  fönf  nnd  zwanzig 
Jabren  zu  dem  Bncbbinder  Ribeau  nnd  sab,  dass  einer  der  Ge- 
sellen eifrig  in  einem  Bncbe  studirte,  das  er  einbinden  sollte.  Er 
trat  näher  und  sah,  dass  es  ein  Haod  der  Encyclopaedia  britannica 
war,  aufgeschl acfen  bei  dem  Arfikel  ,,EIertricität.*'  Kr  liess 
sich  mit  dem  eitrigen  tiuchbindergcsellen  iu  ein  Gespräch  eiu  und 
wnndeffte  sieb  aicbt.  wenig,,  bei.  deniMlben  jückt  geringe  «Jiemiscbe 
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ketiutuisüc  £U  liaiieu.  br  guU  iüiu  tii^raut' eiue  Eintriit^karte  zu  den 
) orle^iungen  üttvyU  m  d«r  Re^ral  Institiitioii,  und  hier  konnte 
man  nun  jeden  Tng  den  Bvehbindergesellen  dem  Vorlesenden  £^e> 
^euüber,  mit  der  g«s|MUinteetett  Aufmerksamkeit  sukdread  oder  bis- 
weilen scbrcibeud.  sifzen  sflipp.  Die  Vorlesunjjcn  riabmon  ein  Ende. 
lihvr  K  i  t  a,!  iv"s  l^eisl  halte  einen  neiirti  Anstoss  hckdtnitH'n ,  der 
UUi  dui\J»  uH'  i;nKsste  Xotli  hatte  unwirksam  ij;eiiiucht  werden  köu- 
lui.u;  dtiiA,  wuiue  jeducb  durch  die  UereitwiUigkeit  verbiodert,  uiil 
\kt;kb4Hr  Uavj  dem  verwandten  Geiste  za  Bülfe  kam.  Kr  ernannte 
lF'ar«4av  an  seinem  Gehulfen  in  dem  Luborutorium,  und  nach 
biai  drei  Jahren  konnte  er  ibn  als  Sekretair  gebrauchen.  Jetzt 
%k^ht  d«>r  ehiMiialiffC  BurlibiiniorGfesell  an  der  Spitze  der  Chemikor  in 
lud.  Difse  wenig  oder  iiar  nicht  bekannten  \otizeu  sind  einer 
>Lit  (M)tlebnt,  in  der  muu  sie  niclit  sucUen  aaUte»  iiäaiUch  Ar 
Hi^di  »  Hi«tory  of  book- bindiug. 


In  der  Bloffe'de  Lambert  in  den  Yoiiveaux  M^moirea  de 

TAcademie  royale  des  sciences  et  belles-lettres.  1778.  p.  84.  wird 
bei  Gelegenheit  drr  Urniftirtir  dieses  berühmten  Mathematikers  nach 
Herlin  der  folgeude  cbaractc  ristische  Zug  von  demselben,  erzählt: 
ttoi  le  fit  uppeler  ä  Potstluiu  au  mois  de  Mars  fl76V).  C'etoit 
uue  cunjougture  bien  critique  puur  le  sort  de  M.  Lamberti  et 
d*ahord  eile  pa'rut  ddcider  pour  la  negative.  Le  ton  trnnehant  de 
aes  reponses,  Taasurance  avee  laquelle  il  r^pondit  sans  b^siter  a  !a 
question:  „^ne  suvez  tous?*'  ,»Tout,  8ire^*  —  et  ii  Tiu- 
sfatM'c  ,,Comment  Tavez- vous  appris?"  —  ,,De  inoi •  mdme'^, 
cn  frappant  des  oreilles  ,  ]»('u  faites  a  ce  langa£((' ,  ponvoiont  faire 
juger  que  la  plenitude  de  suu  cervean  en  avoit  altere  rpielques  res- 
hurts.  L^eutrevue  demeura  donc  infructueuse  et  puiuissuit  lievuir- 
Tdtre  sans  retour;  roais  le  Roi  mia  an  fait  de  la  singularit^  de  ce 
caructere,  qu^un  de  nos  dignes  Confreres ,  bouore  des  entretiena 
journaliers  de  8*11.  Lui  assura  reasembler  k  celui  de  La  Fontaine« 
ne  voulut  pas  priver  son  Arad<fmic  d'un  Meinbre  dont  eile  avoit 
tant  k  se  promettre.  II  y  fut  dnnr  a^-«rn^ge  avec  une  pensiou,  et 
prononga  son  discours  de  reception  dans  TAssemhlee  publique  du 
mois  de  Janvier  1765.  Depuis  ce  tems-lä  le  Hoi  lui  u  dunnc  des 
marques  frdquentea  et  diatingu^ea  de  son  eatime,  en  le  pla<;ant  dans 
la  Commiasion  dconomique  de  TAcad^mie,  et  dans  le  d^partemeot  des 
Batimens  avec  le  titre  de  Conaeiller  aup^rieur,  et  en  augmeolant 
oonaiddrabiement  sa  iteneion. 


Mas  habe  m  beliebige  Punkte  ji^,  A^^  .1«,  .  jin  im 
Räume.  Wenn  man  diese  Punkte  io  einer  beUebiffen  Ordnung 
nirnnüt,  und  von  dem  Isten  nach  dem  2ten»  von  dem  Stnn  nach  dem 
^en>  von  dem  3ten  nach  dem  4teB»  u.  i.  w*  von  dem  <»— *l)alaii 
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nach  dem  //ten,  von  dem  nteu  nach  dem  Istcn  c^erade  Unien  zieht, 
so  wollen  wir  deo  (ganzen  auf  diese  \\  eise  Lriiulteocn  Zug  eine 
PolygoDlioie  oenoeo,  und  man  kann  mm  trageo,  darch  wie  viele 
Terschtedeoe  Polygonlinieii  die  gegebenen  n  Punkte  sich  mit  ein- 
ander verbinden  lasten.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  kann  leicht 
anf  folgende  Art  gegeben  werden. 

Da  die  Anzahl  der  Permutationen  der  gegebenen  /«Punkte  be- 
kanntlich 1  .  2  .  3  . .  .  j»  ist,  so  giebt  es  ii;itnriich  üherhau^tt 
1.2.3...//  Pülygonlinieu ,  und  es  entstellt  jetzt  hlo.s;»  diC 
Frage,  ob  diese  Polyguuliuieu  äammtlicb  vuu  eiuuuder  verüchieden 
sind,  oder  ob  anter  deaselben  sich  nicht  vielleufat^einisre  identische 
finden.  Um  hierQber  zur  Gewissheit  sn  kommen  t  denke  man  sich 
eine  beliebige,  aber  bestimmte  Permntation  d^er  m  gegebeaeo  Punkte, 
a.  B.  die  Permntation 

Ai  ji^         j4 ^  ••••  jin» 

Nun  erbellet  zunächst  aut  der  stelle,  dass  alle  aus  den  fulgeuUeu  Per- 
mutationen der  n  gegebenen  Punkte  entspringenden  Poljgonllnlen 
unter  einander  identisch  sind: 

A^  A%  A4  •  •  •  .  An  Ai 

A%  A^  ♦  •  •  •  An  Ai  A^ 

A ^  •  ■  •  •  An  Ai  A^  A  X 
n.  8.  w. 

An  A^  A2  A^  •  •  •  •  An—t' 

Ferner  geben  aber  offenbar  auch  alle  die  Permntntionen .  welche 
aus  den  vorhergc  Im  n(i(  n  entspringen,  wenn  man  die  Buchstaben  in 
uinirpkehrtcr  ürdiiui)^  schreibt,  sranz  dieselbe  Polys^oulinie  wie  die 
vurhergebenden  Permutationeu ,  und  es  erhellet  also  hieraus  nun 
mit  völliger  Denilicbkeity  dnss  unter  den  1 .  %  .  3 . . .  m  Polygooli- 
nien,  weTche  es  überhaupt  giebt,  eine  jede  nothwendig  2n  Mal  vor- 
kommt, so  dass  .man*  also,  wenn  die  Anzahl  der  säoimtUch  wirklich 
von  einander  yerschiedenen  Polygonlinien  durch  p  beseiehnet  wird» 
di^  Gleichung 

hat,  aus  der  sich 

♦ 

_  ^  «^«3....«        1.2.3..»(l>— 1) 

^      -       2«        —  8  - 

1.2 

ergiebt.  Für  ^»=3  iht  z.  B.     =        =  1.       >  .  . 

Für  I»  =  4  ist  pz=s    *       =  3«  . 

Für  «  ==  5  ist  ;>  =  lli^—  =  12.  Von  der  Richtigkeit  diesei 
Resultate  kann  man  sieb  leicht  auf  praktischem  Wege  iUieneng^ii, 
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Auf  der  OberÖäche  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  wir  der  Ein- 
fechlieit  wesren  der  Einlirif  gleich  setzen  wollen,  sei  ein  spliärisclies 
Dreieck  yl  B  C  beschrieben,  dessen  Seiten,  so  wir  sie  den  Win- 
keln y/,  C  gegeoUberstebeo,  wie  gewöhnlich  durcb  0,  c  be- 
zeichnet werden*  Dvrcli  die  PflDkte  C  ziehe  ma  nun  an 
die  Seiceo  des  Dreiecks  ABC  sechs  TaegeoteD , '  hezeicbne  die 
Dorchscheittspaiikte  der  beiden  an  die  Seiten  c  gezogenen 
Tangenten  respective  durch  u4 r*, ,  und  verbinde  diese  drei 
Punkte  durch  gerade  Linien  mit  einander,  so  erhält  man  ein  e!ten«'s 
Dreieck  A.U^  C^,  dessen  drei  Seiten,  so  wie  sie  den  Winkeln 
A^i  //j,  gegenüberstehen,  resuective  durch  a^,  bezeich- 
net werden  solleo.  Die  Seiten  vnd  Winkel  dieses  ebenen  Dreiecl&s 
Ai  Bx  wollen  wir  nnn  durch  die  Seiten  des  sphiirischen  Drei- 
eckt ABC  auszodrikken  suchen» 

Zuvörderst  ist  nach  bekannten  Fermelo  der  ebenen  Trlgoiio«> 
Bietrie,  wie  sogleich  erhellet, 

STi*  =  tnng^        tang  ^    — 2  fang-^  ^  tang^  0  cos  A^ 

^,  *  s=  tang  I         tang  *-     —  2  tang \ c  tang|  «i cos  By 

c,  *  :z=  taiiu'  \      Hh  tang  '  b-  —  2  tang  \  a  Ujntr  i    cos  C. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärische^  Trigono- 
metrie 

-     eoa  m — cos  £  cos  ü 
coa  Atsi '  '       w  .  ^ 
sm  0  tin  e 

iat,  so  ist,  wie  tmu  ieiciit  üoUt^t,  wenn  naii 

.  •     '       sin  4  Ä  ^       ,         sin  i  r 

und 

sinds=;2sin^^  eon^if  sitt'esr2sin4tf  cos|-c 

2sfal|A*  coa ^r» -1-2 cos  4     sin^^c*  — (cos  a  —  cos  6  cos  c> 
^*  —  2cos^^'  cos|c»  '  * 

Setzt  man  nun  ferner 

cos  a — cos  6  cos  c  =:  cos  a  —  (cos  |^ *  —  sin  ^6^)  (cos  -Je*  »sin  ie*)^ 
ao  erhält  man  nach  einigen  leichten  RednctioneD 

-  1  —  cos  a  sin  i«' 

*       2cos|A*  cos^c*  cosJPcosIc»* 

Und  Ibiglieb,  zugleich  mit  gehöriger  Tertansehung  der  Bnekatalien, 

sin  -  sm  y/  -  ^'m \c  '  . 

cos  \b  coS  ic*     *      cos      cos  ~~  cüs  ^  cua 

Ans  diesen  drei  Formeln  erhält  man  leicht  • 
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«I  -*-*'•-»- ^1  —2  CO«  4ä  €0S|4  •Mi*' 

.  Bin  A-^sine  —  «in  m 

_i_         z        sin  c  -f  -  «in  g  —  »in  ^ 

+ ,  sin  «-4- sin  ^  —  sine 

'        *      2  cos  ^  cos  4^  cos  i^c 

Ist  ^1  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ui^  so  ist  bel^ontlich 

md  folglieb  nach  dem  Obigen 

.     ^^(«^D4M■8^ni^^^s^nc)(8^n^-^sinr— siiitf)  (sinc-Hsino— sin^)(sia#4-fliD^— sing) 

IG  coü  i»=  cos  \b*  cos 

Ancb  ergiebt  sieb  sogleich  die  folgende  Relntion 

sinjg  gin^^  sio^     t^ngjo  tang^  tang^c 

llj  «Tj  COS^*  CO«^^'  608^*  €0S^  €OS|C 

Nacb  der  ebenen  Trigonometrie  ist  beknnntlieb 

— äT^; — » 

und  folglich,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  a^, 
ftx,  einfilbTt,  .BBcb  einigen  leicbten  Verwandinn  gen,  zugleich  mit 
gebSriger  FertwiaebaBg  der  Bucbstaben, 

-       sin  k*  -H  sin    —  sin 
eos  ^,  =        «irtTSg  » 

sin  c*  -I-  sin  sin 
eoa  ^1=        ssingsina  * 

^       sin  g''  4-  siii     —  sin  g» 
2sin<»  sin^ 

Die  weitere  Verfol^iing  der  Vergleichung  der  beiden  Dreiecke 
ABC  und  B^  L\  mit  eiuauiler  üherlas«eu  wir  dem  Leser, 
bdem  wir  diesen  Gc^ffenstand  aU  eine,  Irie  es  ans  sebeint,  zweck- 
iiiBiige  üebnng  illr  Scbüler  in  der  ebenen  und  spbäriacben  Trige* 
nometrie  hier  nur  haben  andeuten  wollen. 
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XIX. 

Beiträge  zur  Wahrscheinlicbkeits  -  Rechnuiig. 

VoD  dem 

I 

Herrn  Professor  Dr.  L.  Oet tinger 

XU  Freibu^i.  Br. 


I. 

Der  Werth  der  Erwartung:  im  Verhältniss  zu  der  Art, 
dic  zu  wagende  Summe  auszusetzen. 


u^will  die  Sumoie  ra  wagen.  Die  Wabrficlieinliclikeit  zu  ge- 
*   ffg  ff 
wiDDen  ist  ,  die  in  yerliereo  ist  — So  eft  A  irewinnt, 

erhält  er  den  Einsatz  ^mal  als  reinen  lilewinn.  Es  fragt  sich: 
Soll  A  die  Numme  ra  in  einem  Versttclie,  soll  er  sie  in  r  hinter« 
eioander  folgenden  oder  gleicbzeitigisn  Versuchen  waffeol 

Um  die  Torlie&ceade  Krarre  zu  beantworten,  ist  cler  Werth 


der 

iff  zu  bestimmen,  die  Jemand  bat,  wenn  er  die  Summe  ra 
in  einem  versuche  oder  die  Summe  n  \n  r  Versuchen  aussetzt  und 
die  erhaltenen  Resultate  sind  unter  sich  zu  vergleichen. 

a]  Setzt  A  die  Summe  in  einem  Versuche  aus,  so  ergiebt  sich 
bekanntlich  der  Werth  seiner  Erwartung  durch  das  Product  des 
Genrlnnes '  in  die  Wahrscheinlichkeit  diesen  Gemnn  sn  erhalten* 
Der  gesuchte  Werth  ergieht  sich  hiernach 

1}  E=gr»  . 


m 


ö)  Dje  genannte  Summe  wird  auf  r  hintereinander  folgende 
Versuche  vertheilt  und  in  jedem  die  Summe  a  ausgesetzt. 

Folgende  Fälle  können  eintreten;  A  gewinnt  in  alleo  Versuchen, 

oder  in  (r  —  1).  oder  in  {r  —  2),  oder  in  (r  —  3),  ...  oder  in  % 
oder  in  einem  Versuche.    Hicdurch  sind  alle  für  den  Unternehmer 

fiiostig-en   Falle   crsrliöpft.     Der  (»csammt  Werth   dor  Kruartuni»*, 
er  sich  hierauf  griiudet,  wird  gcfimden.  wrnn  derjenige  der. ein- 
zelnen Fälle  bestimmt  und  die  Summe  aller  ermittelt  wird. 


TiieU  I.  8 
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Die  WalinelieiDlicbkeit,  in  alleii  Veisaebea  so  gewiaMa,  ist. 

In  diesem  Falle  gewiont  die  i^umme  q  *  rm*  üer  Werth  der  Er« 
wartiiog  ist 


Die  W'alirscheiulicbkeit,  in  Versuchen  zu  gewinnen,  setzt 

voraus,  dais  A  einmal  verliere.  Die  WahrBcheUlichkeit»  dasa  beide 
Ereignisse  anf  die  genannte  Weise  eintreten,  ist 


In  diesem  Falle  gewinnt  A  die  Summe  (r  — l)^«r«  Der  Werth  der 
Erwaftuog  iüt  daun 

Die  Wahrschein! tflikcit,  in  fr — '1\  \ CrMirlirn  7»  irewinnen,  «?pfit 
voraus,  da^s  das  eutgei{en!re>i'Ute  Lreiguiss  zweimal  eiatreten 
werde.    Die  WulirscbeinlicLkeit  liiefür  ist 

/•.(r  —  l)  mr-'i 


In  diesem  Falle  gewinnt  A  die  8ttniDe  (r^2)^  Der  Werth  der 
Erwartung  ist 

Werden  diese  Schlusie  fortgesetzt,  sa  ergiebt  sich  durch  Analm 
sämmilicher  für  A  günstigen  Fälle  filr  den  Gesaoiaitwertb-  der  Er« 
wartnng  folgende  Daratellung: 

m     r    w— 1  r  —  1      w— 2 .  n 

<w  •     {m  -f-  t 

aUo 

Das  gleiche  Resultat,  wie  unter  2)  ergiebt  sich ,  wenn  die  Versuche 
gleichzeitig  gemacht  werden.  Die  Vergleicbung  von  1)  und  2)  führt 
in  Folge  Ucr  eben  angeföhrten  Bemerkung  zu  folgendem  8atee: 

3)  Der  Werth  der  Erwartung  oder  der  matbematischen  Hoff* 
nung  bleibt  derselbe,  man  ma^  eine  zu  wagende  Summe  in  einem 
"  Versuche  oder  gleirlilieif lirli  auf  melirere  Versuche  aussetzen,  voraus- 
pce-^erzt  dass  die  Waiiischeiulichkeit  zu  gewinnen  >  in  allen  Fällen 
gleich  gross  ist. 

Hierher  gehört  auch  folgender  Fall,  der  eine  besoadere  Art 
von  Versueben  in  sieb  begreift^  nlmKcb  diejcuigco,  Troria  kei^e 
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Wiederhuiuogen  eintreten  kunoeu,  wie  sie  bei  dem  eben  belrachte- 
tiii  Fall  vmntgesetst  Warden. 

Iii  einer  Urne  sind  m  Kugeln,  die  mit  den.  Zahlen  1,  2,  3,  ' 

4  • .  •  •  «1  bezeichnet  sind.    Es  werden  p  Kugeln  hintereinander 

gezogen  und  nach  geschehener  Ziehung  zusammen  in  die  Urne  za« 
riifkfTPworfen.  Jede  Zahl  kann  mit  einer  belicbicfen  Summe  be- 
setzt wtrden.  Erscheint  die  besetzte  Zalil  unter  den  gezoefencQ, 
so  wird  der  Einsatz  ^  tnai  als  reiuer  Gewinn  bezahlt.  v>  iii  die 
Suinuie  ra  wagen.  Soli  er  sie  auf  eine  Zahl  setzen,  oder  auf  r 
Zahlen  in  einer  und  derselben  Ziehung  gleicbKeitltcli  yertheilenl 

Ancb  hier  bemht  die  Beantwortung  der  Terliegenden  Frage 
auf  swei  Fällen  und  es  ist  der  Werth  der  Erwartung  zu  bestim- 
nen,  wenn  die  ganze  Summe  aof  eine  Zahl  gesetzt,  oder  g;1eie]|* 
heitlich  auf  mehrere  Zalitm  derselben  Ziehung  vertbeilt  wird. 

a)  A  setzt  die  Summe  ra  auf  eine  einzige  Zahl.  In  diesem 
Falle  s^ewinnt  er  den  y  fachen  Einsatz.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  sich  die  besetzte  Zahl  unter  p  gezogenen  beünden  werde,  ist 

mwr_         (//?  —  \  )P-'i\—V    Jp 

^ — ^"        mP\~\        — m 

Der  Werth  der  Erwartimg  ist  für  diesen  Fall 

b)  Die  Ermittelung  des  Werthes  der  Erwartung  von  A  fiir  den 
Fall,  dass  die  Summe  ra  glei^&bheitlich  auf  r  Zahlen  einer  Ziebung^ 
vertbeilt  wird,  beruht  auf  der  Untersuchung  folgender  Fälle.  Alle 
besetzten  Zahlen  erscheinen;  r— 1,  r — %  r  — 3,  ,  • . .  3,  2  oder 
1  besetzte  Zalil  erscheint. 

Die  Wahrscbeinlicbkeit ,  dass  alle  besetzten  Zahlen  erscheinen 
werden,  ist 

\r\x  '  mp\-i 

In  (lirsem  Falle  ist  der  reine  Gewion  g,ra.  Der  Werth  der  Er- 
wartung ist  üüiurt 


Die  Wahrsrltelulichk^t»  dass  (r — 1)  von  den  besetaten  Zahlen 
erscheinen  werden,  ist 

In  diesem  Falle  beträgt  der  Gewinn  (r — V\qa*  De|r  Werth  der  Er- 
wartung ist  sofort 

_  pr~\  1-1  ,  r{m  -  r)p-r  -n  1-1 
Er^i=  jjjjjZi  ^^(r  — 

Die  Wnhraeheinlichkeit,  dass  (r-^ 2)  Zahlen  erscheinen  werden»  ist 

^    *  yf^2  1-1     r>^2  1-1  ,  (ffl  _y.)y^f +  21-1 
  lr-2|l   •  mP\-X 

Der  Gewion  ist  in  diesem  Falle  (r— ^2)^««  Hiernach  ist  der  Werth 
der  Erwartung 

8» 
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=  ^  12  11   ■  Cr-2)$rÄ. 

\Ver<lrn  diese  ßemcrkungrii  \v»»iter  forfgesetzt,  so  ergiebt  steh 
für  den  (icsamuitwerth  der  l^rwartuiig  l'ols^ende  Darstellung: 

„  ^  {tn~r)P—r  j— 1  y^j— lyr— l  1—1  {tn—r)l*-r -f-  1 1—1 

^—       ;;;;7Pi  — ^ 

,  r3l— i-l  (/yi— !•)/>— f-f-aM               f ^ !  -  l  y2l— l  {ni—r)P-2 i-l 
 Sti^FHi  fa-h^  .-i- -j-  .  

.  r,«  («I— r);»— ii— 1 

•  ■ 

Werden  die  jedem  GJiede  gemeingcliaftlidieii  Grütaetty  und  wird  fer- 
ner die  Fakultät 

auägCäiosscD,  SU  geht  diese  Oiirstelluog  in  tolgeude  itber: 


r-l 


Die  iti  den  Klammern  eingeschlossene  Reihe  lässt  sich  bekanntlich 
auf  den  Ausdruck  (m  —  ly—'^^—^  zurücktUUreo.  Hiedurcb  gekt  4ie 
▼orsteheude  Gleichung  in  folgende  iiher: 

oder 

5j  E=—  g  .ra, 

'  m  ' 

Aus  der  Tergleichiiiig  Ton  4)  und  5)  ergiebt  sieb  der  Schluss, 

dass  nitrh  unter  drn  eben  p^f^nannten  Bedingoogen  der  Werth  der 
£rwartuug  in  beiden  Fällen  e^^leieh  gross  Ut. 

Die  unter  4)  und  5)  gctuodenen  Resultate  wurden  unter  der 
Voraussetzung  gewonnen,  dass  r  kleiuer  oder  bocbstens  so  gross 
afs  p  ist.  S\t  gelten  jedoch  auch  noch  dann,  wenn  r  grösser  aU 
p  wird,  und  dann  tritt  eine  Art  von  Paradoxon  ein.  Ist  nftmlich  r 
grösser  als  die' Ansaht  der  Kueeln,  welche  in  einer  Ziehung  ge^ 
sogen  werden,  so  können  höchstens  p  von  den  besetzten  Kugeln 

fewinnen,  und  dann  kann  wenn  er  auf  r  Kugeln  je  einmal 
ie  Summe  a  setzt,  im  glucklichsten  Fall  (!rn  Gewinn  p  .  r/n  er- 
halten, während  er  bei  Besetzung  einer  einzigen  Zahl  im  giiick- 
liehen  Fall  die  Summe  r  .  f/a  erbaheu  kann.  Doch  dieser  Wider- 
spruch löst  sich  dadurch,  dass  der  Werth  der  Erwartung  den  mitt- 
leren oder  Purcbschnitts -Werth  für  alle  mögliche  Gewinnste  an- 
gieht,  und  dass  dieser  Durchschnittswerth  einer  bestimmten  ^^oninie 
gleichkommen  kann,  ohne  dass  die  einzelnen  Gewiunste,  wodurch 
er  bedingt  i^t,  zu  einer  solchen  Höhe  anwachsen^  als  dieas  in  einem 
andern  I'^alle  statt  üudcn  kann. 

Untersucht  man  nun  die  möglichen  Fälle  ^  worin  jd  gewinnen 
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.kann,  wenn  r^//  ist,  so  ergeben  sich  folgende:  Von  den  beseht« 
ten  Zahlen  gewinnen       odvr  p—h  V  — 

der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einselneo  Fall  nacb  der  Torhio 
angtge  honen  Methode  bestimmt,  so  ergiebt  sieh  fof|r«o<i«  Darstellunfj 
für  den  Gesammtwertb  der  Erwartnng: 

^2!-i      I  -1  (iw - r)y-g  1-1  ^         V  (m  —r)P-l M .  r 
•  ...+  -j2"iT*  «iFFI  *7«-t-         m^l-i  y 

, , .  ^  tzJ  (r  r);^2 -i-  (im  -  r)l»-tl-i] 

Wird  die  in  Klammara  eiDgeacUoueiia  Reihe  wie  vorhin  behandelt, 
M  ergiebt  sieb 

Der  Ciilcul  kennt  aUo  swiscben  4,  5,  6  keinen  Unterschied, 
Der  nnter  2  anfcestellte  Satz  ist  bekannt.  Vr  findet  sieb  unter 
andern  in  Lacroix's  Lehrbuch  der  Wabrscbeinlicbkrlls.  pchnunix  (über- 
■etat  V.  ün^er)      IS.  hexvl-spn.    T)io  vntrr  A.  5  iind  0  autgestell- 

tenSätte  sind,  wie  man  sieht,  eine  Kinn  «'itüruiig  dieses  Satzes  >ie 
werden  bier  eine  Stelle  um  sf>  eher  ündeu ,  weil  sie  menL  S^^^ii""t 
zu  stiu  s(  I  .  ii  (  n  litid  so2:ur  i^autbier  d'Hauteserve  lu  seinem  IraitÄ 
8ur  les  probab.  IVübi.  XVU.  P.  77.  derbe  Verstösse  dagegen  ge- 

Dort^'findet  aich  namlieb  folgende  Aufgabe:  ji  will  mit  3  Fr. 
im  Lotto  sdielee.  Soll  er  sie  auf  eine  Nummer,  oder  anf  'n  ,  Zim- 
mern als  Sisiüge  in  einer  und  derselben  Ziehung  oder  endlich  aut 
ie  eine  Nummer  in  drei  verschiedenen  Ziehungen  setzen?  ' 

Canthif  r  findet  als  Werth  der  Krwartung,  wenn  er  ^  Vr.  aut 
eiBC  iNummer  setzt,  .vobei  er  den  Salz  14 mal  als  rcinCD  Gewinn 
erhält,  2,3o;ia...Fr.;  dagegen  bei  e«»«^  Vertbeilung  ^uf  drei  Num- 
meru  einer  und  de rselbeJ  Ziehung  2,5464. Fr.;  Jiii 
er  sie  hintereinander  in  drei  verschiedenen  Ziebnngen  vertbeilt  2,^1. 
Die  letzte  Methode  wäre  demnach  die  Vortbeilhntteste 

Hätte  ITr  G.  d'Hauteserve  richtige  Schlüsse  gemacht.  hatte  er 
nach  der  Gleicbung  'i.  2  und  5  immer  nur  ein  und  dasselbe  ResuU 

tat  erLatten,  närnlid-  -  .  I^>.  ^•"i 

an-pfiihrteu  Buche  luit-Hheiiie  Resultat  2,5464...  ein  Druck-  oüer 
Reciiriunffsfebler  eingeschlicbcn  lU  haben. 

Die  Unrichtigkeit  der  von  Bm.  G.  d'Hantcserve  gemachten 
Schlnsse  tritt  ffana  besonders  auffallend  im  dritten  Falle  hervor. 
Ist  nämlicb  die  Wahrscheinlichkeit,  gerade  einmnl  m  drei  Ziehuu- 
gen  zu  gewinnen,  3  .  wie  Hr.  G.  meint,  so  wäre  hiernacb^ic 
WahrscheinKchkelt  in  18  Ziehungen  einmal  zu  gewinnen,  Ib.^f,— l 
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md  jeder,  der  18  mal  «Bf  ^iBe  HoaMer  in  den  micliio4eneu  auf 

einander  folgenden  Ziehungen  des  Lottos  setzte,  musste  nach  der 
Ansiclit  des  nrn.  G.  gewinnen,  was  offenbar  falsch  ist. 

Wir  schliessen  mit  der  Bemerkua^,  dass  die  oben  anter  1  bis  6 
aufgestellteu  Matze  nur  vuo  dem  objcctiyen  Wertbe  der  Erwar- 
tung, nicht  aber  von  dem  subjectiven  oder  individadlen  Wertb 
derflelbea  geltea.  Vm  latiteni  au  er«itt«lD  Bind  aodere 
an  naelien. 


II. 

VerhäUnisR  der  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmcr 
zum  SpieJe  gelangen,  zum  Werthe  der  iirwartung. 

In  einer  Urne  siad  n  Loose  enthalten,  und  darunter  »wei 
Treffer  und  n — 2  Nieten.   Der  eine  Treffer  jjewinnt  die  Summe 
der  andere  die  Summe  b.    Die  beiden  Gewinnste  sollen  unter  n 
Personen  jl^  .  ,  , .  uä»  durchs  Loos  vertheilt  werden.  Jede 

Person  kommt  in  der  genannten  Ordnung  zum  l^oosen  und  zieht 
dann  ein  Loos  aus  der  Urne«  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Kr» 
Wartung  für  jede  einaelne  Person  vor  dem  Anfange  der  Ziebnngl 

Um  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  ist  zu  beachten, 
dass  die  beiden  Gewinnste  in  der  angegebenen  oder  in  der  um- 
gekehrten Ordnuntr  erscheinen  können.  Erscheinen  sie  in  der  an- 
gegebenen, so  köuuen  folgende  iälle  eintreten: 

a)d.Gewinast»£all.a.d.  Ite  u.2te,  Ite  u.3te,  ite  u.4t^....lte  u.MtePera« 
^)  -      -        -  -  -  2te  -  3te,  2te  -  4te,  2te  -  5te....2te  -  »te  - 
c)  -      -        -  -  -  3te  -  4te,  3te  -  5te,  3le  -  dte»..3te -  «to  * 


m)  die  Gewinnste  fallen  auf  die  (#»— l)te  und  itte  Person. 

Diese  Zusammenstellung  umfasst  alle  möglichen  Fälle.  Sie 
stimmen  mit  den  Zerstreuungen  von  zwei  Elemeoteo  in  u  Fächer 
übetein  nnd  sind  deswegen  ihrer  Zahl  nach  (s.  m.  Comb,  Lehre*)) 

^^1  2^^*   Jeder  Theilnebmer  hat  die  Aussicht,  dass  sich  das  Looa 

in  (/f  —  1)  Fällon  c^^ünstig  für  ihn  entscheide.    Für  jeden  einzel- 
nen Fall  muss  der  Werth  der  l.rwartung  bestimmt  uud  sämmtlichc 
ertlie  müssen  /usammeDfiezählt  werden.   Die  Wahrscheinlichkeit 
ist  für  jeden  ciu/.eluen  Fall  veränderlich« 

Gebt  man  zur  Wertbbestimmnng  der  einaelnen  Fülle  über»  so 
■etzt  die  Natur  des  unter  a)  aufgezählten  Falles  voraus,  dass 
und  gewinne,  oder  dasa.^,  undA,  gewinne,  also  für  ui^  eine 
Niete  erscheine,  dass  4^  und  4^  t^ewinne,  also  ftir  1,  und  ^4^ 
eine  Niete  erKchoine  u.  8.  w.  Diese  Bemerkungen  führen  zu  fol- 
gender üursteiluQg: 

*)  Die  Lehre  von  den  Combioationen  nach  einem  neuen  Systeme  b^beitet 
und  erweitert  mm  Or.  I>.  Oettinger«  Vkeibur^  im*  8.  Sielte  6* 
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a 


—    ^  —  ^       ^  _  a_  h 

ff  '  Ä— 1  *      "2  "  «  — $  ""n^n^X 


Wendet  man  die  eben  gemachten  BenerkiiDgen  aucb  auf  die  unter 
b)  aufgeführten  Fälle  i|n,  so  gewinnt  man  folgende  Zosamdien- 

stelluog: 

1*»  —  2  ^  n*  n  —  1 

»^2      «      11^3      h    \  oh 


»—2      4i  n^Jk      h    «  •  k 


n  '«—I  -fi^a'^rrs*«— 4*' •*  s  *  2 *^  « r 

Für  die  uuter      aogefulirtea  Fälle  ergiebt  sicli: 

*v  n — 2.   n  —  Z       a         h  ^ 

fl-<-2    n  —  3       a       n  —  4       b  ah 


n    *  «— rl  *  »  —  2  '  »—  3  *  n  —  |  ~"  n  '  n—l 

if— 2   w  —  3       a      if  —  4    ^  —  5       h  3 
ff    *jf  —  1  *  «  —  2  *  #•  — 3  *  n  — 4  *  Jf  —  5  ~*  — X 

•  •          •  *  •      '  • 

•  •    '     '  •  •          •  • 


•  •  •  «  *V*  •  "J^  •  V  — 


a.  s.  w.  Der  letzte  Fall  giebt  folgende  BeBtimnung: 

A\  «  — >    « —  4  3     2     1     a     ,        g  ^ 

*>  •  «-2 5  '  4  •  I  •  "2  If  •5^' 

Ergcbeincn  die  («pwinnstc  in  umgekehrter  Ordnung,  so  treten  aucb 
dafür  die  obeu  unter  a,         d  *  * , »  n  aufgeführten  Fälle  wieder 
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oin.   Sio  fiihreo  nach  den  beigefiigteiL  BemOrkangeB  sn  folgandeo 

Darstell  uugeo: 

'  n  :  »—1  —  ft  •  «  —  1 

A    «  —  2       g    b  et 

«    ü — 1    it  —  2  »    JV  — 1 

b    n  —  2    « —  3      g    Ä  m 

«  *  «  — 1  *  f»— 2  *       3   *  li'li— 1 

Ä    n — 2   n  —  3    n  —  4      a  ■  b  a 


^>  "IT"  •  Jrri  •  —  n  •  iTZT 

«  —  2      ^      <t^>      g    b_  a 

n    *  *  — 1  *  «— 2  *  «  — S  ■      «*«.r— 1 

n — 2  .    h      n  —  t   fi— 4      g   ^  g 

j>    *  M—- 1  *  «^2  '  4» — S'ji-o4  1 


«I — 2      b      n — 3   n — 4  «—5 


n  •»-2'«  — 3  •«-4   3'2''-^**i»— 1 

u,  s.  w.  Kadlicb 

•»1  ^-^^  «  — ^         i_  ^   _L   ^    *  ^ 

Die  Uoirnuiig  für  den  Gewinn  zu  erhalten  ist  in  1)  an- 
ceireben.  (n  —  1 )  Fälle  sind  fiir  ibn  günstiV,  die  siwiflitfich  etnafi- 
9er  gleich  sind.  Ihre  Sunme  Ist  hiernacii 

Nnu  Lui        00'enbar  nur  auf  einen  Gewinn ^  und  in  diesem  Fall 

auf  den  Gewin n.g  Anspruch.  Der  Gewinn  6  föUt  sofort  einem  der 

übrigen  Theilnehmer  xu.   Dieser  Gewinn  ist  von  dem  vorstehenden 

Resultate  zu  trennen.  Der  Werth  der  Erwartung  für  hinsieht-* 

lieh  des  Gewinnstes  a  ist  hiernach 

■ 

In  5]  ist  der  Werth  der  Erwartung  fSr  Jl^  in  Beiiehung  auf  den 
Gewinn  b  angegeben.  Dia  Wiaderholung  der  gemachten  BeiMr* 
kmigen  hinsiätuch  des  Gewinnstes  d  gicMbt. hiernach  fiir  ^ii  ■ 
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Der  Gesavmtwerth  leiner  Erwartang^  ist  sofort 

Auf  gSns  Slmlielie  Weise  kestisiflit  sieh  4er  Werth  der  Irwortmir 
für        Nach  2)  giebt  es  für  ilio  («--2)  gäasti^  Fälle,  den  6e- 

wiDD  a  zu  erbulteo,  während  ein  späterer  Theilnehner  den  Ge» 

winn  ö  erhält  Nach  5)  hat  er  noch  einmal  riofTuuncr  auf  deoselbeo 
Gewinn,  wäbrond  den  Gewinn  /^erhält.  Hieroacli  ist  der  Wertb 
seiner  Erwartung  in  Beziehung  auf  /t: 

a 

»  n 

Auf  u:Ieic!ie  Weise  ercciebt  sieh  der  Werth  seiner  Enrarlnng  in  Be- 
zieh uug  auf  den  Gewinn  6,   Et  ist  ' 

n  i 
Der  Gesawtwefth  seiner  Erwartung  ist  also 

Wird  diese  Entwicklungsweise  weiter  fortgeführt,  so  ergiebt  sich  - 
der  Werth  der  Erwartung  für  ji^ 

nod  allgesiein  der  Wertii  der  Erwartung  für  den-Theiinebmer  jik 

Diess  führt  zu  dem  Schlüsse: 

9)  vSollen  zwei  Gewinnste  a  und  &  durch  das  Loos  unter  h 
Theilnehmer ,  die  in  einer  vorgeschriebenen  Ordnuncr  7Jim  Loosen 
gelangen,  auf  die  oben  hezcMchnete  Weise  vcrtiicjii  werden,  ho  ist 
der  W  erth  der  Erwartung  für  jeden  Theilnehmer  vor  dem  liegiuoe 
der  Verloosung  gleich, 

Geht  man  von  der  oben  Torgeschriebenou  Ordnung,  in  welcher 
die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen,  ah  und  ieoft  eine  andere 
zu  Grund,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  sich  die  ol[)cn  gcmachtea 
Schlüsse  durchiuiM  nieht  ändern,  und  sich  leicht  auf  die  neu  ge- 
wählte Ordnunrr  ubertragen  lassen,  duss  ssotort  der  Werth  der  Er- 
wartung vor  dem  Beginne  der  Verloosung  für  jeden  Theilnehmer 
nnrerändert  bleibt  fUernach  reditfertigt  sich  der  Sehlnss: 

10)  Sollen  xwei  Gewinnste  «  und  ö  durch  das  Loos  unter  « 
Titeil  neb  mer  «uf  die  oben  angegebene  Weise  verlheilt  werden,  so 
ist  die  Ordnung",  in  welrlier  die  Theilnehmer  zum  Loosen  ii-elanjren, 
prati/  crl  eich  gültig  und  der  Werth  der  l^rwartuog  ist  vor  dem  ÜCf 
giüijf  der  Verloosung  für  alle  I  lieilnehmer  ßricich. 

Alles  bleibt  wie  oben.  X;  Nieten  sind  irezogeu  wurden.  Wie 
gross  Ist  der  Werth  der  EhirartMif  för  jedes  eiBMlaeii  der  fibiiM 
gen  TheilaehBerl 
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Sind  k  Loose  gezogen»  so  sind  auch  TheilBehmer  ausgetre- 
tea  und  uocli  {» —  k)  Looae  in  der  Urne  nebst  den  Gewinnsten 

n  und  d  zurück^  worauf  n  —  k  Personen  Anspruch  Iiaben.  Der 
vorlii£!:rnde  Fall  ist  i^iiiiz  uacU  der  vorhin  angegebenen  Weise  zu 
bebauJoIi».  Die  venuinderte  Anzahl  der  Loose  ändert  die  Schluss- 
fol^e  uiiht:  Der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  der 
mk  übrigea  Tbeilnelnec  iit 

Ibt  aeben  ein  ISewioB»  «tw«  gezogen,  sa  iat  der  WetUi  der  Br- 
wertnog 

Wir  kehree  sn  d^  oben  eaifgeatellten  Frage  mrück  und  ver« 

aligemeinern. 

In  einer  Urne,  die  n  Loose  enthält,  betniden  sich  drei  Treffer 

und  {n — 3)  Nieten.    Sie  sollen  unter Personen      ,  ^4*^,   An 

durchs  Loos  so  vertheilt  werden,  dass  diese  in  der  genannten  Ord» 
nung  zum  Loosen-  gelangen.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung für  jede  Person  vor  dem  Beginne  der  Verloosung? 

Die  Gewinnfte  können  in  folgeniler  Ordnung  erscheiaen: 

.     ,     •         ,  C  ; 

Cy  b 

Cs    hy  a 

Für  jede  Ordnung  können  lolgeude  Fälle  eintreten.  ' 

Die  (M'winnste  fallen  zu: 

«)  dem  lt.,  2t.  u.     ;  1 1.,  2t.  u.  4t. ,  lt. ,  2t.  u.  5t. lt.,  («-l)t.  u.  «tTheil- 
h)  -  2t., 3t. u. 4t.;  2t.,  3tu.5t. ;  2t.,  3t.u.6t.^.2t.,  (i>-l)t.u.»t.  nehmer 
c)  -  3t^4tu.5t.(3t94tif.6t.$3t^4t.tt.7t^.*3t.,(ii^l)t.n.irt.  - 


m\  de»  (i»-^d)ien,        l)ten  nnd  «uten  Theilnehner. 

Dieses  Schema  fällt  mit  den  Zerstreuungen  von  drei  Elementen  in 
m  Fächer  susannien.  Es  gilt  für  jede  einzelne  Gewinnverthetlung« 
Hiernaeh  ist  die  Zahl  aHer  mögtiehen  Fglle 

Unter  diesen  Fällen  sind  1  . 2  — j— ^ — ,  worin  jeder  Theiluehoier 

in  Beziehung  auf  jeden  einaeinen  GewiM  ein  fiiff  sieh  günstif^ 

Resultat  erwarten  darf. 

Die  Werthe  der  Erwartung,  die  ftir  das  ebeu  aufgestellte 
Soheum  zu  l^estimmen  sind,  ergebeu  sich  aus  folgenden  Darsieilun- 
gen  und  twar  der  Reihe  nach  filr  die  Fälle  it,  ^,  c  : 
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'  n    n —  1  n 


2 

b  «—3 


n  '  n—1  '  n—2  '  n—S 

a       &      n — 3    n — 4      c  . 

n  '  n — 1  *  n—2  '  «—5  *  it— 4 
•        •         •         •  • 


n    n^i   f»— 2  ii-rS  4    S  2 

«  Ä  <?  ' 


a        ^      99 — 4 


n  '  n — 1  '  /»— 2  *  M — 3  '  «—4 
fi— 3      a        b      n—\  n—^ 


'  it— 2  '  «—3  *  «—4  '  n—Ü 


18) 


•  •  •  •  •  • 

•  ♦  •  •  •  • 

V 

«/  •  •  *  ^  ■ 

•  •  •  •  •  • 

gi->3  g  »—4  it— d  it*-6       2   Jl^  Ä 

n — 3  «—4  71—5  «—6  .      2  1« 


»    •  «~1  •  »-2    #1-3 5*43 


h 

«1 

n—2 

// 

e 

If 

^ 

e 

• 

n-2 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 

JL 

.c  =  --  . 
m 

"~  n 

*  »—2 

fr 

* 

b 

<r 

*  n—2 

b 

c 

"~"  Ii 

• 

* 

• 
• 

• 

• 

• 

2  '^-^  n 

• 

« 

b 

• 

• 

c 

b  u 

h 

e 

'  n — 1 

'n-2 

Wird  eine  andere  Ordnung  im  Erscheinen  der  Gewinoite 
if,  c  gewählt,  so  ist  in  11,  12,  und  13  die  veränderte  Ordnong  hin- 
girhtlich  der  Buchstaben         c  einzuführen*    Die  übngea  Gebilde 
bleiben  unverändert. 

TTm  nan  den  Werth  der  Erwartung  für  hinsichtlicb  de» 
Gewinn stes  a  zu  ermitteln ^  ist  zu  bemerken»  das«  er  ihn  in 

1.2.  Fällea  erbalieii  kann,  vorin  Moeb  ansM iIm  neck 

xwel  «ädere  Thrilnehner  sich  in  die  Ge'wiiinste  l  oad  e  fkeileiK 
IKeM  fülirt  so  der  Beitimmnng 

Auf  gleiche  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  Erwartung  von 
ui^  in  Beziehung  auf  den  Gewinn       Br  ist 

ri  n 

Eben  ao  in  B^eziehung  auf  den  Gewinn  c.  Er  ist 
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Hieroacb  ist  der  Werth  der  Erwartung  lür  iu  Beziehung  auf 
alle  Gewiunste 


Die  nämlichen  ßemerkungen  führen  zur  Bestimmung  des  Werthes 
'  ,   der  Erwartung  für  A^i  *  • 


Hierana  folgt  endlich  der  Werth  der  Enrartnng  für  Aki 

'    Man  ist  sofort  zu  dorn  Schlüsse  frrlangt,  dass  auch  in  dem  vorlie- 
'  ^eodeo  Falie  der  V\  erth  der  Erw  artung  für  alle  Theilnehmer,  die 
in  der  vorgesckrieheneD  Ordnung  z.uui  Louseu  geiaugeu,  gleich  ist. 
Hieraii  knüpft  sich  nun  die  weitere  Foigemng  Kicht,  daas  zugleich 
die  Ordnung,  in  welcher'  die  Theilnebmer  zum  Loosen  gelangen, 

S leichgültig  ist,  da  die  Darstellungen  11,  12,  13  für  \t&  andere 
rdnung^  des  oben  aufij;esfnlltf'n  SrluMna's  gelten. 

Die  hier  anjre2:ebeuc  Eiitvvicklungsweise  bat,  wie  sieb  deutlich 
zeie^t,  einen  allgemeinen  Charakter.- "Sie  bleibt  dieselbe,  wenn  die 
\  ertheilung  von  vier  und  mehr  Gewinusteu  unter  n  Personen  in 
Frage  kommt 

Sind  nun  die  Gewinnste  unter  ».  Ptsrao- 

Hen  aiif  die  -ohen  angegebene  Weise  durchs  Loos  zu  vertheilen» 
und  fragt  man  nach  dem  Werthe  der  Erwartung  für  die  einzelnen 
Theilnebmer  vor  dem  Beginne  der  Verloosungi  so  ergiebt  sich  tür 
jeden  ohne  Unterschied 

Hier  gilt  die  Bedingungsgleichnngy  dasa 

Die  Gleichung  15)  ^ilt  eigentlich  unter  der  Vorausselzuog,  dasi  . 
iiftmmtlicbe Theilnehmer  in  der  bestimmten  Ordnung  Jf,,^,,...^« 

zum  T>oosen  gelangen.  Es  liegt  aber  deutlich  vor  Augen,  dass  sie 
nach  den  oben  aiigehiiirten  Bemerkune^en  noch  immer  gilt,  wenn 
irgend  eine  andere  Ordnung-,  worin  die  Theilnebmer  zum  Loosen 
gelangen,  gewählt  wird.    Dtess  rechtfertigt  folgenden  Satz: 

16)  Wenn  r  Üewinnste  Unter  n  Personen  durchs  Leon  ver- 
theilt  werden  sollen,  so  ist  der  Werth  der  E^artung  vor  dem  Be« 
ginne  der  Verlosung  liicaBe  Theilnehmer  gleich,  und  die  Ordnung, 
worin  die  Theilnehmer  /nm  Lnosnn  gelangen,  ganz  gleichgültig". 

Die  gleichen  Gosffzr  nciten  lici  \  ertheilung  der  Lasten  durch 
das  Luoä.  Diesti  beweist,  liass  das  Verfahren,  welches  erewöhnüch 
bei  \  ertbeilung  der  Gewiunste  oder  Lasten  durch  das  Luuä  auge- 
wendet wird,  gani;  im  Rechte  begrSmIet  ist  Bian  Ist  gewisser« 
messen  einem  instinctartigen ,  natürlicben  Gefiihle  gefolgt,  und  hat 
recht  gehandelt,  ohne  üät  der  Gründe  dafür  bewusst  zu  sein.  Nir- 
Ifpends  ist  nämlich  der  vorstehende  Sata,  so  Tie!  mir  bekannt  ist, ' 
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nt  Hülfe  4et  Mathenatik  begründet  worden ,  und  doch  bildet  er 
einen  der  ersten  Blemeotarsätze  in  der  Lebre  Ton^dem  Wertbe  der 
Erwartung  oder  der  matbematisclien  Boftnung,  wenn  dieser  Aui* 
^drurk  dpr  moralisciicit  Hf)ITnuriLr"  znr  Seim  gf  stcMt  werden  darf. 
Selbst  die  Bercclinuug  der  durtlist'mii (liehet?  U<'rilie  von  zu  hof- 
fenden Vortlieilen,  wie  sie  in  der  \Vahr.si heinliclikcitsrechnona;  j^o 
häuücr  vorkommen,  gründet  sieb  auf  den  2!^atz  10,  deno  es  ist  nicht 
Böglich-  den  BrwartungswerCb  für  irgend  einen  Tbf Unebner  xii  be» 
stimmen,  wenn  nicht  eine  Instiaimte  Ordnung  gilt,  oder  nicht,  wie 
bier,  vorher  nachgewiesen  ist,  dass  die  Ordnung  in  welcher  die< 
terloosuvg  -naeb  der  «ogegebeneii  Art  vor  sieb  gebtf  gleicbgiiU 
tig  ist. 

Sind  mehrere  Ton  den  zu  vertheilenden  Cewinnsteo  cinauder 
gleich,  so  ändert  dicss  die  obigen  Üestimmungeu  nicht  Die 
Gleichung  16}  geht  dann  in  folgende  über: 


>  VrOt 


wobei  '■\-p%'^Pt 


+Pr^m  ist 


Sind  k  Nieten  gezoijen,  ohne  dass  ein  Gewinn  erschieDen  ist, 
so  ändert  sich  natürlich  der  Werth  der  Erwartung  und  es  ist  aus  17^ 


18)  ^-.£ifi+£a! 


n  —  k 


Bier  muss 


P\-\rP'i,'^Pz'\-''*Pr^n  —  ^ 


sein.  Die  Art,  wi*  die  Verioosung  anszufiibren  ist,  gehört  nicht 
hierher. 

Sind  die  l>edinc:ungen  der  Verloosung  anders,  so  werden  aucb- 
die  Resultate  geändert.  Weitere  hieher  gehörige  Lritersuchuiige& 
htibe  icii  in  den  Abhandlungen  der  inatheuiatisch  -  )>h)£>ikalischen 
ClASSe  der  Kttnigl,  Baierscben  Akademie  der  Wissenschaften  2.  Bd. 
Manchen,  1837,     243  mitgetheilt. 
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Ableitung  der  Sätze  von  Rolle,  Fourier  und 
Descwtea  Aber  die  Anzahl  der  zwischen  gege- 
benen Gränzen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  aus  der  Lehre  vom 
Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen.  Als  Fortsetzung  zu  der  Ab- 
handlung No.  y«  in  diesem  Theile 

Von 

Heraasgeber« 


§.  1. 

Das  Theorem  von  Rolle  kann  «vf  Ibigeiide  Arl  ansge- 

■prochen  wrrden: 

l>ie  Anzahl  der  /wischen  zwei  beliebigen  gegebe- 
nen GräDzcD  liee^euilt'ü  reellen  W  urzeln  der  Gleichung 
y(a:*)=rO  ist  nie  grösser  als  die  um  eioc  Kiuheit  ver- 
mehrte Ansakl  der  zwiscben  denselben  Gränzen  liegen- 
den reellen  Wnrzeln  der  Glelebung 

Um  diesen  merkwürdigen '  Satz  zn  beweisen,  wollen  wir  die 
beiden  gegebenen  Cräuzen  dareh  a^'  b  beseichnen,  und  wollen,  was 
offenbar  versfaftet  ist.  einnehmen,  dass  a^^h  sei.  Der  den  Grän- 
zen 0,  b  entsurecheode  Excess  der  gebrochenen  rationalen  alge- 

bndschen  Fnuction  27-7  sei      nnd  die  Anzahl  der  zwischen  den 

Gränzen  b  liegenden  yon  einander  verschiedenen  Woirzelo  der 
Gleichung /(^)  =  0 'sei  m\  so  ist  nach  den  in  V.  f.  30.  bewiese» 
nen  Satze  nt=j&  Ist  nun  Bf  der  den  Gränzen  «r,  b  entsprecliende 

fix) 

Excess  der  gebrocheneu  rationalen  alg^elraiscUeu  Function  *^c»j^> 

ist  nach  dem  in  Y«  §.       bewiesenen  Satze 

oder  -he, 

wo  entweder  esO  oder  <=dbl  sein  kann»  nnd  es  ist  folglteh 
nach  dem  Vorhergehenden 


**)  Man  vergU  die  Note  aul  S.  45. 
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Nach  49m  ans  V.  f.  %h  bakaoatan  aUfpftM^MO  Begjriffe  d«a 
ffewisseo  gegebenen  Gräozen  entsprechenden  Excastea  einer  ge» 
Srochenen  rationalen  algebraiaeiiea  Fimctioa  iat  mm,  wonn,  inaem 

sich  ?on  a  bis  ^  sisetig  Ködert,  die  PmetioB         ^  unend- 
lich wird  and  dabei  von  dem  Nesrativen  zum  Positiven  ühergebt, ' 
und  n*  Mal  unendlich  wird  und  daLei  von  dem  Poaiiiven  mm  Ne- 
gativen überseht,  jE'ssji«— V  oder  —  i?'=±:ii'  —  i»,  und  folglich 
Bach  dem  Obigen 

fix) 

Wird  nun  die  Funetion  ■ftt's  swischen  dea  Gramen  'u  und  h 

Uberhaupt      Mal  unendlich  und  ändert  ihr  Zeichen,  so  ist  mz=,n-^n^ 

lind  . folglich  offenbar  immer  a»'^«'  — also  ml'\'i'^m*^»'^9i 

d.  i.  nach  dem  Obigen  m'  +  «  ^  aw  oder  «w  ^  <w'  -|- 

Bezeichnet  jetzt  m**  die  Anzahl  der  zwi^c^f'n  den  Glränzen  «e 
und  fj  liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
(Gleichung  /\j^)=z{)^   welche  uicht   zugleich  auch  Wurzeln  der 

Gleichung  /{jß)=zii  sind;  so  ist  offenbar  immer  mf^mf'^  also 
+  und  folglich  nach  dem  \ orhcrgehendea  immer 

«w  ]^  iw"  -H  e. 

Liegen  aber  swischen  den  Gränzen  a  und  !j  noch  m'"  reelle 
von    einander   verschiedene   Wurzeln   der   Gleichung  /^(^)=0, 

welche  zugleich  auch  Wurzeln  der  Gleichung  yf.^»)  =  0  sind,  so 
ist  die  Anzahl  aller  zwischen  den  Gränzen  a  und 

ö  liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung /"'(^j  =  0,  und  folglich  m"=zmg — m"\  also  uach  dem 
Obigen  immer  * 

jo  sa^  ^» 

Bevor  wir  jefzt  in  dieser  BetraelifnriLr  ueiter  fortschreiten, 
wollen  wir  zuvorderst  völliger  Deutlic hki n  wegen  den  folgeudeu 
Satx  von  den  Gleichungen  in  der  Kürze  beweisen: 

Wenn  die  Gleichung  f{x)  =  0  nicht  mehr  und  nicht  weniger 
als  k  Wurzeln  hat,  die  sammUich  =a  sind;  so  hat  die$GUichttng 
y^(ar)  =  0  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  k — 1  Wurzeln,  die 
sämintlich  s  a  sind,  wobei  sich  ?on  selbst  versteht,  dass  k  nicht 
=  0  ist. 

Weil  nämlich  uach  der  Voraussetzung  die  Gleichung /'(^)  =  0 
uicht  mehr  und  nicht  weniger  als  k  Wurzeln  hat,  die  sämmtlich 
=:a  sind,  so  kann 

/(j?)  =  (o?  —  af  9>(a:), 

wo  fp{x)  eine  für  .r  =  «  nicht  verschwindende  ganze  rationale  al- 
geljniische  Function  von  a:  bezeichnet,  gesetzt  werden.  Nimmt 
man  nun  uach  V.  §.7.  und  f.  10.  auf  heideu  8eitcu  der  vorstehen- 
deu  Gleichung  die  deri?irten  Functionen)  so^  erhält  man  t 
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«der  ' 

worant  sich  unniittelbar  ergiebt,  4ms  dm  €leickiiD^y'(ar)  =  0  je* 
derzeit  k  —  1  Wurzeln  hat,  die  aammtlicb  =a  sind.  Dass  aber 
*  diese  Gleicliunir  nnch  nicht  mebr  als  —  1  Wurzeln  haben  kann^ 
dip  sämmtlich  =.a  sind,  erhellet  eben  so  leicht.  Sollte  dieselbe 
Bämlich  le  Wurzeln  haben,  deren  jctlf  =u  ist;  so  müsste  a:  —  u 
offenbar  in  der  ganzen  rationaleu  algebraischen  Functiuu 

{a:  —  «)  y>'(^)  H-  k  Sp(a;) 

eufe^ehen,  und  diese  Function  also  für  a:=:a  verschwinden,  welches 
niciit  mög^lich  ist,  da  dieselbe  für  diesen  Werth  der  Grösse  a:  den 
WVrtli  k(p{a)  erhält,  und  nach  dem  Übie;en  weder  Xr  =  0,  noch 
^(u)  =  0  ist,  wodurch  nun  unser  obiger  eingeschalteter  Satz,  der 
sich  offenbar  auch  umkehren  lässt»  bewiesen  ist 

Wir  wollen  jetxt  snaehmeD^  dass  die  Gleicbnng  /(.r)  =0  awi- 
scben  den  Granzen  a  und  6 

^*S>  ^*J»  •  •  •  •  ^Jl» 

von  welchen  Grössen  eine  jede  grösser  als  die  Einheit  sein  soll, 
reelle  Wttrzeln  habe»  die  sämmtlich  respeothre  den  Grössen 

^'2y  •••• 

gleich  sind;  so  hat  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Glei- 
chung /\^)  =  0  zwischen  den  Gränzen  ß  und  6 

—  1,  ße^  —  1,  ie^  —  1,      —  1,  .  •  •  kx — 1 

reelle  Wurzeln»  die  sämmtlich  respective  den  Grössen 

t  «15    «l»    «JJ    «4?    •  .  •  . 

gleich  sind,  und  andere  einander  gleiche  Wurzeln  kann  diese 
Gleichung  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze  oÜeobar  nicht  haben. 
Da  nun  nach  dem  Obigen  m  die  Anzahl  der  sämmtlicb.von  einaa. 
der  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung /(^)  =  0  zwi- 
schen den  Gränzen  a  und  1*  ist:  so  ist,  wenn  fi  die  Anzahl  aller 
reellen  Wur/eln  der  Gleichung  /'(a?)  =  0  zwischen  den  Gränzen  a 
und  ^  bezeichnet,  offenbar  ^    '  - 

,.Ä=s»+(*.-l)-H(^.-l)4.(Ä,-l)  +  ...  +  (^-l) 
oder 

=  ^  -  (iCr ,  ~  1 )  —  ( >^ 1 (Xr 1 )-...- -  1). 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen  die  Anzahl  der  sämmtlich 
von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichunpf  f{.T)-=Q 
zwischen  den  Gränzen  a  und*^  ist,-  so  ist,  wenn  fA^  die  Anzahl 
aller  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  y( .2?)  =  0  zwischen  den  Grän-^ 
zen  a  und  b  bezeichnet,  wie  eben  so  leicht  erbellen  wird, 

oder 

- (it,  -  2)  -      - 2)  -  (A,  -  2) .      (iti  - 2)/ 
Weil  uuit  nach  dein  Oiiigen 
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M  ^  «B,  —        4-  * 

ist»  io  ist 

<  f*.  -  (Xri  -  2)  -  (Xr,  -2)  ~  (>C ,  -  2)  - . . .  -  (äa'-2)  -  «I  + 
vnd  folglich,  wie  »ich  hieiain  sogleich  ergichti 

Nach  dem  Obigen  ist  wl"  die  Anzahl  der  von  einander  ver- 
lehiedoDen  reellen  Wnrxelo  der  Gleichung /'(^)=0  xwiscben  den 

Gränzen  u  and  welche  zttgleidi  Wurzeln  der  Gleichung  /(.r)=0 
sind.  Ueberlegt  man  nun,  dass  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze 
jede  Wurzel,  wdelie  die  Gleicliuiiü^y(^)  =  0  nur  ein  Mal  onlliiilf, 
nicht  auch  eine  W  urzel  der  GleicIninL'^  /^(or)  ==: 0  sein  kauu;  so 
wird  auf  der  Steile  erhellen,  dass  immer  M"'  =  >t,  und  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

aein  niiaa.  Weil  ferner  nach  dem  Obigen  immer 

M  ^  M,  —        -f.  « 

ist,  so  ist  um  so  mehr  immer 

M       Mi  S* 

Weil  nun ,  wie  wir  oben  gesehen  Iiaben ,  -f-  1  der  grösste 
Weriii  ist,  welclieu  £  haben  kauu,  so  ist  immer 

^  ^ /u,  + 1  und  M  ^  Ml  +  1, 

woraus  man  siebt,  dass  das  Theorem  von  Rolle  nicht  bloss  von 
allen  zwiscbeu  den  Gränzen  a  und  L  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichuugeu  =  U  und  f'(a:)  =  0,  sondern  auch  von  allen 
iwlschen  diesen  Grftnsen  liegenden  sämmtlich  von  einander  ver« 
sebiedenen  reellen  Wurzeln  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichun- 
gen mit 
Wenn 

a,,  «a,  «r,,  04,  flfj,  .  .  .  . 

die  dämmtlichen  von  einander  verschiedeneu  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung-  f{^  )  =  0,  und  diese  Wurzeln  nach  ihrer  Grösse  auf- 
steigend geurdnet  sind;  so  liegt  zwischen  — OD  und  tr^  keine 
Wurzel  der  Gleichung  /'(«^'j  =  0,  also  nach  dem  vorhergebenden 
Satze  hocbstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(.2r)=0.  Zwischen 
«,  und  liegt  keine  Wursel  der  Gleichung  ^Y^)  =0,  alsii  nach 
dem  vorigen  Satze  höchstena  eine  Wurzel  der  Gleichu r  /(.2r)=0. 
Wie  man  auf  di«  se  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Zwischen 
und  -4-00  lieirt^  keine  Wurzel  der  Gleichung  y'(a:)=0,  also  höch- 
stens eine  A\  urzel  der  Glcicbung  /"(.r)  ==  0.  Hieraus  sieht  man 
folglich,  dass  es  höchstens  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
/(o:)  =;  0,  welche  kleiner  als        höchstens  eine  reelle  Wurzel 
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dieser  Gleichnng  geben  kann,'  welche  ifrdraer  eis  oq  Ist.  Ferner 
IcaDD  nnr  eine  reelle  Worzel  der  Gleichon^ /'for)  =  0  zwischeD 
«Fi  und        nnr  eine  reelle  Wurzel  dieser  GleicliUDg  zwiscbea 
und  /7,,  u.  s.  w.,  nur  eine  reelle  Wunel  derselben  Gleichung  xwi- 
ecUen  OQ^t  und  liegen. 

Wir  wellen  jetzt  annehmen,  dees  /(oß)  eine  ganxe  ratioDele 
algebraische  Fnoction  des  nten  Grades  von  sei,  nnd  wollen 
dnrcli  successive  Kotwickelung^  der  derivirten  Functionen  nach  den 
ans  V,  A.  bekaonten  Regeln  die  Reihe 

A»),  /(«),  /•(«).  /"(«K  . . .  /^H«) 

bildcD.  Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für  die  Grösseo  a  nni  i, 
WO  wieder  «<4  lein  soll;  po  erkalten  wir  die  beiden  Reiben 

(1)  /(«),  /'(«),  /"(«).  /"'(«).  .... 

(2)  m  m  /"(*),  /"'(*).  •  • . .  /("K*) ; 

in  denen^  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  kein  Glied  verschwinden 
soll.   Ferner  wellen  wir  aanehmen,  dass  swischen  den  Grausen 
nnd  6 

/*5  Ml»        /*»»  -  .  .  M» 

reelle  Wnrseln  der  Gleichungen 
/(^)=0,  /'(:r)  =  0,  /•(*)=«.  /^«)=0,  . .  ./6«)(«)=« 

liegen,  und  wollen  überhaupt  in  Bezug  auf  die  Functionen 

/{a:)  und  /'(^),  - 

/'(^)  und  /"(or), 

und 
u.  s.  w. 

durch 

*>  *i>      *i>       e*i*-i  ' 

Dasselbe  iiezeichuen,  was  im  vorigen  Patagrapbeu  in  Bezug  auf  die 
Functionen  /(^)  lind  /"(.r)  durch  e  bezeichnet  worden  ist;  so  ist, 
wie  wir  im  vorigen  Puragruphen  gesehen  haben» 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addiit,  und  aufbebt»  was 
sich  auäeben  lässt» 

9 
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Dm-  aber  nadi  4cr  Vonan^nng  /(«)  eine  gmiise  rationale  alge. 
braisclie  FuDction  4es  »ten  Grades,  alsa  aaeli  V,     12.  kakaantüch 

/^"^a?)  ein  coDstante  nicht  versdiwindende  Grösse  lat;  so  siad  die 
Grössen  f^"H/f)  nn'I  f("H6}  einander  trieicli  und  verschwindaa  aidit^ 
woraus  sich  uiimitteibar  ergiebt,  dass  zwischen  den  Gränzen  und 
If  keiue  reelle  Wurzel  der  iiiticliuusr  =  0  liegen  kana 

folglich  fin  =  Oy  und  daher  nach  dem  Obigen  jederzeit  ' 

ist. 

Nach  T.  f.  24.  ist 

«  =  0,  oder  f  =  -f-l,  oder  £  =  —1, 

wenn  rcspective  die  Vorzeichen  von  /(«),  /'(V/)  und  /{&), /'(/y)  zu- 
gleich eine  Folge  oder  zugleich  einen  Wechsel  bilden;  ivonn  <iio 
Vorzeichea  vott  /(«),  /'{a)  einen  Wechsel,  die  VorzeirlMii  ^on 
fWr  f(^')  «"ine  Folge  bildeti;  wean  die  Vorzeichen  von  yi«),  /(«) 
eine  Folge,  die  Vorzeichen  von  f\b)  eiaea  Wechsel  bildeit; 

UDil  etwas  ganz  Afhnliches  gilt  von  den  Grössen  f,,  f  ,  f  / 
(  H  M  nun  und  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  l'oltren 
irj  der  Reihe  (l),  und/'  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol- 
gen io  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  Falle,  wo  eiuem  Wechsel 
10  der  Reihe  (l)  ,eiae  Folge  in  der  Reihe  (2)  coispricht,  sei  /c\  die 
Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reibe  (1)  ein  Wechsel  ia 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  eiaem 
Wechsel  in  der  Reihe  (1)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  entspricht 
sei  die  Anzahl  der  Falle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eioe 
Ff)lire  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  k"'\  so  ist  nach  Vorherffebea-  * 
dea  u  11  eil  bar  ' 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erheilet, 

oad 

also 

uad  folglich  nach  dem  Obigen 

Weil  Dan  inner 
war,  so  ist  imoier 

3  »  —     oder  f*  — 
#.3. 

Im  Vorbergebendea  haben  wir  aogeaoaiaiett,  dasa  kein  Glied 
^  der  beiden  Reihen 

/(•),  f{a),  /"(«),  ^(«)  /f«)(«); 

/"(*),  /"'(Ä)  f^^m 

9» 
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Istai  vir  an  n  4c«  Pdb 

falgeoden  Betrachtunsren  Toraosschickca. 
Wir  wolle«  älK-rbaupt  die  Ecthe 

/(«),  /l«),       /^W»  •  •  • 

welclio  4ie  FaDCtioBcareilke  gcmaaat  wwAm  sali,  Wlncfciiei« 
Die  Reibe  4er  Vorzeichea  4er  ciDseiMB  Glie4er  4erBetbca  mmg  4ie 

ZeicbeoreiliP  ircnannt  und  der  Kürze  weg^en  durcli*(a)  beuitk- 
net  werden,  ^voix'i  wir  zns^leicb  bemerken,  dass  in  derselben,  wera 

ein  ^iiief!  r  Functionenrcihe  v «^r^rL windet ,  an  die  ent>pr*'cLendc 
hitfÜf  jecierzeii  (>  tiesrliriehtii  Mi-rdeu  soll.  f>urch  /  hoil  iiw  Fo!- 
|r.MMir;i  immpf  eine  uucuüUcli  kleine  positive  Gruäsie  be^eirlmet 
H<'r^<*u.  uiiii  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  aus  der  Zeicbenreibe  (a) 
immer  die  derselbeo  auf  bcidea  Seitea  aäcbst  beaacbbartea  2eicbea* 
reiben  {a^i}  and  (ce+f)  abgeleitet  oder  gebildet  wer4ea  kSaaea. 

Zu  i!c-m  En  e  wollen  wir  zarordcfst  annehmen,  dass  eia  belie- 
biges (üied  /'^^i^O  der  Functiooenrcihe  nicht  verschwindet,  also 
au'  ii  da!»  dif'M'in  dliede  entsprocheddc  (ilied  der  Zeiebaoreibe  (a) 
oicbt  0,  sondern  db  isL    ^acb  V.      12.  ist 

/«»(a  ± ,)  =/'"(«)  ±  y  /"+!)(«)  +  . . .  H-  n^^/t'-'K«). 

and  oaeb  V.  f.  1^.  lasst  sich  i  immer  so  kleia  aBaebaaa»  4ass  das 

Vorz«  iclioii  von  y'^^U^rt/)  inlt  dt* m  V  orzeichen  des  ersten  nach  der 
Vüraii>spizunir  iiitht  verschwindenden  Gliedes  /^^^{u\  der  Grösse  aof 
der  rerhion  Seite  des  Gleiehlteitsieichens  in  obijfcr  Glt'ichuuir  einer- 
Iii  täi,  ivorMis  sieh  unuiitielbar  ergiebt,  dass,  wenn  db  das  dem 
Giiede  /^^^(«)  der  Functiooenreihe  entsprechende  Glied  der  Zeichen* 
reibe  {u)  i^t,  daao  mit  Beziehaag  der  obera  aad  aatera  Zeiebea 
auf  einander  immer  aucb  db  aowobt  4as  entsprechende  Glied  der 
Zei(  beereihc  {u  —  /).  als  auch  4as  entsprechende  Glied  der  Zeicbea- 
r«.;!.«'  i>t.    Also  hat  man  liel  der  Bildunp:  oder  Ahleitunff' 

(|(  T  Z(  i(  i;<Min'i!:«'n  {c.  —  /)  und  (a -f- /j  aus  der  Zeiclienreilic  («)  für 
jedes  niclit  \  er><  liw  iiideiult"  Glied  der  letzteru  das  sirh  in  demsel- 
ben ündcude  Zeiciten  unverändert  beizubehalten  und  m  die  beiden 
entera  ge&uebtea  Zeicbenreihen  eiazatuhren. 

Feroer  wollea  wir  jetzt  aaaebaieB,  dass  4ie  4eB  6iie4eni 

der  FoBctioaeiireibe  eafsiirecbeBdeB  Glie4er  4er  Zeicbenreibe  (a) 

0  0  0...  0± 

sind:  f;o  litssi  sicli  iiacb  \.      12.  und  V.  §.  18.  die  Grösse  i  immer 

80  klein  anuelimeu,  dass  die  Grössen 

/(X J(«     i),  yxm}(a  =!=  •%  fiM^a  ±  #),  • .  •  /f**-/^i)(a  db  i) 
reipecti?e  diit  dea  Grossea 

f^;5/«^'>(«).         ...  x/'^^'w 

einerl»»i  \  oi  /.«  icliei:  haben. 

iiierau.s,  in  Verbindung  mit  dem  \  uiiiergebeudeu,  ergicbt  sich 
^  ber  unmittelbar  Folgendei. 
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Die  dea  Gliedere 

der  Zeichenreihe  (a)  entspffecheDden  Cftieder  der  Zeichenreihe  (a— '<) 
sind  jederzeit 

± (-v,  ± {-yp-i,  dz . . .  ± (-),  ± 

=*=(-)^,  =F(-K  • . .  =F*  ±; 

so  dass  nSmlich  in  diesen  Theile  der  Zeicbenreihe  (a  —  i)  die 

0tieder  Tom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  cnt- 
sprerlienden  Gliede  der  Zeichenreihe  (a)  einerlei  ist,  fortwSlirend 

abwrchseln. 

Die  den  GheUero 

der  Zeichenreihe  (a)  entsprecbenden  Glieder  der  Zeichenreihe 
(o  -+-  •)  sind  jederzeit 

so  dass  namlicb  in  du  scm  l  In  ilr  ih  r  Zeichenreibe  (a-f-?)  alle 
Glieder  vom  ersten  bis  tum.  leUteu  Gliedc,  welchem  mit  dem  ent- 
sprechenden Gliede  der  Zeieheoreibe  (a)  einerlei  ist,  einander 
gleich  sind.  , 

Aas  dem  Torhergehendeo ,  wobei  es  nicht  ttherfiüssig  ist,  nocli 
zu  bemerken,  dass,  weil  nach  der  Voraussetzung /^(or)  eine  sanze 
rationale  algebraisrlio  Function  des  nteu  Grades  von  ist,  / 
niemals  versrhwindeu  kann,  ereciebt  sirh  nun  unmittclhar  die  fol- 
gende Regel  zur  Ableitung' der  beide«  Zeiciieaieibeu  (« —  /)  und 
^H-i)  aus  der  Zeicbenreibe  («),  bei  deren  Auwendung  wir  die 
Zeichenreihe  («^1)  über,  die  Zeichenreibe  (aH-*)  unter  die 
Zeichenreibe  (a)  schreiben  wollen: 

lieber  und  junter  jedes  Glied  der  Zeichenreihe  (ot), 
welches  tiiclit  0  Ist,  schreibe  man  dasselbe  Zeichen,  wo> 
bei  man  j«Mlt'rzeit  bei  dem  lot/.ten  niemals  verscbwin- 
dendea  Gliede  anfän£;t.  Dagegen  schreibe  man  über  je- 
des Glied  der  Reihe  (a),  weiches  0  ist,  das  eotgcgen ge- 
setzte Zeichen  von  dem,  welches  in  der  Reihe  (a  —  i) 
nach  der  rechtei|  Seite  hin  nnmittelbar  fol^t;  nnter  je- 
des Glied  der  Reibe  (aj,  welchesO  ist,  schreibe  man  aber 
ein  dem  in  der  Reihe  (a+«)  nach  der  rechten  Seite  bin 
unmittelbar  fol inenden  gleiches  Zeichen. 

Das  folgende  Beispiel  wird  zur  hessern  Eiliiuterung  dieser  Re- 
gel dienen,  wobei  wir  noch  bemerken,  dass  mau  der  Kürze  wegen 
die  Zeicbcnreilien  (a  —  i)  und  (a-i-i)  ganz  zweckmässig  gewöhn- 
lich bloss  respective  durch  (<Cc<)  und  (^a)  zu  bezeichnen  pflegt: 

«a)...H  1  1  1  h-t-H  1  1  1  1  1- 

(«)... -I  0  0  0  0  0+  0H--4-  00  0  —  00  0  0-i  h 

(>«J ...  H  h- I-I-+H-+4-4-H  h-  H 

Aus  einer  nähern  Betrachtung  dieser  geht  hervor,  dass  die 

Zcicbenreihcn  («)  und  («-§-?)  immer  eine  völlig  gleiche  Anzahl 
von  Wechseln  enthalten,  wenn  mau  nämlich  hei  dem  Zählen  der 
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Wechsel  der  Reihe  (a)  die  vcrscluviudendea  Glieder  ganz  ausser 
Acht  lässt  lind  als  gar  nicbt  yorhandea  betraditat. 
Nehmeo  wir  bud  an,  dass  die  Rethen 

'    (1) . . A^^h  rV/),  f"'M,  . . .  /^"K^h 

(2)  • .  ./w,  y^(^),  /V).  rip). ' . .  f^'^m 

beliebig  viele  verscb\viiul»'ude  Glieder  enthalten,  und  bozciclmen, 
unter  der  Voraussetzung  ,  dass  man  bei  dem  Zahlen  der  in  diesen 
.Reiben  vorkomrueiidt  n  Cchsel  die  verschwinderulen  iilieder  guoit 
au&scr  AciiL  lässt  und  ulä  gar  uicbt  vorLaudeu  betrachtet,  die  An* 
saU  der  Wechsel  in  der  Reihe  (1)  durch  die  Anzahl  der  Weeb- 
sei  in  der  Reibe  (2)  durch  .t0^;  so  ist  nach  dein  Vorhergehenden  w 
auch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (a-^i),  und  to'  die 
Anzalil  der  AVerltsol  in  der  Reihe  (/' 0  Hezcichnet  jetzt  (j-  die 
Anzahl  der  samuitliehen  zwischen  den  Uranzen  rr  und  ^  liegenden 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  /*(.«•)  =  0;  so  ist,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  d  nicht  selbst  eine  VV  urzel  der  Gleichung  y\a;)=0 
ist,  also  f(lf)  nicht  verschwindet,  offenbar  /*  auch  4ie  Anzahl  der 
sämmtlicben  zwischen  den  Grannen  «i  +  t  nnd  ^^  i,  avo  /'  immer 
die  ihm  oben  beigelegte  Bedeutung  hat,  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  (;!rirhuDg /(^)  =  0,  und  folglich  nach  den  Torigen  Paragra- 
phen jederzeit 

'»<«'-•'• 

Hiernach  lässt  sich  jetzt  das  Tbeurem  von  Fourier  anf  fol- 
gende Art  aussprechen: 

Wenn  a-^d  und  l  keine  Wurzel  der  Gleichung 
/'(^)  =  0  ist»  also  /{&)  nicht  verschwindet»  und  /»  die 
Anzahl  der  sämmtlicheo  zwischen  den  Grannen  a  und  6 
lieprendcn  reellen  Wurzeln  der  Glcichunj^  y(.i*)  =r  0  he- 
zeicbnet)  so  ist,  wenn  man  die  Anzahl  der  in  der  Reihe 

/(•)./'(•)./"<•),/"'(•).•.• 

vorkommenden  Zeichenwechsel  dareh  «9»  die  Anzahl  der 
in  der  Reihe 

/(^),  fw.  f'w.  rw,  • . .  ß"m 

vorkommenden  Zeichcuwechsel  durch  bezeichnet,  wo 
bei  der  Zählung  der  Wechsel  in  den  beiden  vorstellen- 
den Aeihen  alle  in  denselben  vorkommende  versehwin- 
dende Glieder  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  afa  gar 
nicht  vorhanden  betrachtet  werden,  jeilerzeit 

/*  ^  »  —  u/, 

§.  i 

Um  nun  auch  noch  das  herühmtc  riionrem  von  Descartes  aus 
dem  \  orhergehendeu  abzuleiten,  wollen  wir  überhaupt  die  Gleichung 
des  üten  Grades 

betrachten,  wollen  «her  jetzt  nnnehmen,  dass  keiner  der  Cojdili- 
cienten 
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f  erscbwlnde  und  der  CoefficieDt  An  des  höclistcn  Glied««  der  Fano- 
lioD  y(*^)  P<>sitiv  sei,  welches  Letztere  offeabar  linmer  verstattet 
ist.  Entwickelt  man  jetzt  die  derivirten  Füncfionen  von  /*(^),  und 
«etzt  sowohl  iu  dcuselben.  ah  auch  iu  der  Function  selbst 
^ssO;  so  fuidet  man,  dass  die  Grössen 

/(O),  /'(O),  /"(O),  /"'(O)  /W(OJ 

leapectiye  mit  den  Coeffidenten 

^99  •  •  •  •  ^» 

gleiche  Vorzeichen  fialicn. 

Lassen  wir  iiuu  deu  Ausdruck 

^OJ  — —  A  t  •  •  •  •  -^n 

wm  Folgenden  Ums  bedeuten,  dass  die  Glieder  der  ZetolMnireilie 

(0)  mit  den  Vorzeichen  der  Tocfficienten  4,  .  .  .  jf„ 

einerlei  sind;  so  haben  wir,  wie  unmittelbar  aus  (Irm  in  \ .  ^.  ID. 
bewiesenen  Satze  und  den  leicht  /u  «'nwickelnden  derivirten  Func- 
tionen von /'(o:)  folgt,  die  folgenden  Zeicbenreibei^: 

(0)  =  ^  -Ji  .  .  .  An-t  A 

(H- 00)  =  H- + -h +*. .  , -I- ^ 

'  Die  Anzahl  der  Wechsel  iu  der  Reibe  ( —  QC)  ist  uficnhar  /«,  und 
die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (+  Qt)  ist  0.  Die  Aazahl 
der  Weehsei  In  der  Reihe  0  sei  #9,  nod  die  Anzahl  der  in  dieser 
Reibe  vorkommendcti  Folgen  seiy^  Die  Anzahl  der  neg^ativen  reel« 
les  Wurzeln  der  Gleichung =  0  sei  as,  die  Anzahl  der  posi- 
tiven re<*llpn  Wiirroln  dieser  Gleichiinir  sei  p.  WpW  dio  s'ämmt- 
lichen  ncüfativPii  rrellcti  Wurzeln  zwischen  — QD  und  0  liegen,  so 
ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

Nun  ist  nher  offenbar  w\-^=imf  vnd  folglich^  is— •9=/'}  also 
'nach  dem  Vorhergehenden 

Da  ferner  die  sammtliehen  oositiven  reellen  Wnrteln  swisehen  0 
und  -H  QD  liegen,  so  ist  nacn  dem  vorigen  Paragraphen 

und  es  ist  also  jederzeit  x 

Hat  die  Gieidinng /(^)r=:0  lantar  reelle  Wuraeln,  so  ist 


und  folglich 
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Wäre  'nnn  p-<,Wf  w  wäre  wegen  dieser  Gleiclinng  «^/v  wel- 
ches gegen  das  Ohige,  da  nämlich  immer  w^jf  ist,  streitet.  Also 

^^^^^ 

kann  nicht  P'K.w  sein»  nnd  es  mnss folglieh,  da  immer  p'^v  iat, 

•  •  ^^^^ 

pz=zw  sein,  woraus  dann  wegen  der  Gleichung  |i +  = 
unmittelhar  ms/ folgt.   Wenn  also  die  Gleiainng  lanter  reelle 
Wnrxeln  bat,  so  Ist  imsMr 

p  =  Wy  m=f. 

In  (Irn  vorhergeLeiiden  AiisdrückcD  ist  das  hinreiclieiid  schon 
aus  den  Eicmeuten  der  Algebra  bekannte  Tbeurem  von  Desicar- 
tifs  oder  Harrlot  In  dem  Falle,  wenn  kein  Coeflftcient  der  Glei» 
chnng  verschwindet,  ollenbar  enthalten*  Der  Ausdruck,  auf  welchen 
Gauss  dieses  Theorem  in  dem  allgemeincrn  Falle^  wenn  beliebig 
viele  Coefficienten  der  Gleichung  Terachwinden,  gebracht  hat,  und 
der  schöne  von  Gauss  gegebene  Beweis  können  hier  als  völlig 
bekannt  vorausgesetzt  -werden.  Unsere  Absicht  war  hier  vorzugs- 
weise, die  Fnichtbiirkcit  der  Lehre  von  dem  Excess  der  gebroche- 
nen ratioüulcu  algebraischen  Functionen  zu  zeigen. 


lieber  eine  geometrische  Aufgabe.  .  - 

Vom 

Herausgeber, 


In  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie,  wenigstens  io 
den  mir  bekannten,  teblt  bis  jetzt  noch  die  folgende  Aufgabe,  für 
welche  ich  daher,  weit  sie  mir  in  mehrfacher  Beziehung  von  In- 
teresse und  mancher  Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  in  diesem 
Aufsätze  eine  Auflösung  zu  geben  versuchen  werde. 

Aufgabe. 

Die  Gleiehnuffen  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  vier  gpracTe  \Ai\\en  im  Raume^  deren  Gleichun* 
gen  gegeben  sind»  schneidet. 

Anfiöeu  arg« 

lUe  Gleichungen  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  Im  Ranme 
seien 
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seieo  die  Gleichungen  der  gesuchten  eiernden  Linie,  von  welcher 
die  vier  gegebenen  geraden  Linien  ge^cbuitteu  werden  soHeu,  wo 
also  die  Grössen       J?  und  $t,  ^  zu  bestimmen  sind. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Coordinatcu  der  Punkte,  in 
deaen  die  vfer  gegebenen  geraden  Linien  von  der  gesuchten  ge- 
faden  Linie  gesefanitten  weiden,  reepecttTe  doreh         y,,  ^ 

W%i  ^2*^  -^19  3^t>  *s>  ^«9  se        >n»o  "ach  den  Ohl« 

gen  zur  Bestimmung  dieser  zwölf  Grössen  und  der  vier  Grössen 
ji^       %^  ^  die  sechxebn  folgenden  Gleichungen: 


3. 


-!-/?,; 

«4»* 

-+-  B,  Vi 

Aai^  •+-  /?, 

-4-  ä3; 

H-  y. 

tu. 

+  »;. 

^^4 

J%^^B^  y* 

+  85. 

Durch  Elimination  von  ^Ti,  a:^y  o;«  und  yi,  j^,,  j^«  er- 
hält man  ans  diesen  Gleiehnngen  ohne  alle  Schwierigkeit  die  acht 
folgenden  Gleichungen: 

|0  =  (a,  — — 0=s(a,  — -4-/9,-50; 
0  =  K  —        -f-     —  ir,  0  =  (a,  —  21     -f- —  . 

ans  denen  sieh  ferner  dnrch  Elimination  von  «4  mr 

folgenden  Gleiehnngen  ergehen: 

i  (a,  -  ^)      - 18)  =  (a.  -  ?()  (Ä,  i?), 

|(«,  -  ^)  (iS,  -  33)  —  («^  -  ^)  //), 

~  ^)  (ß^  -  §8)  =  («,  -  31)      -  /?), 

^  ?K-^)0?4-SB)=K-a)(*4-Ä)5 

ans  denen  nnn  die  vier  unhekannten  Grössen  tl,  S$  he- 

stimmt  werden  müssten.  Wir  wollen  jedoch  die  weitere  Verfol- 
gung dieses  Wegs,  abgleich  derselbe  zu  nicht  uneleganten  Resul- 
taten führt,  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  hier  ein  anderes 
Verfahren  in  Anwendung  bringen,  durch  weiches  wir  zu  einer  eiu- 
£ichera  Auflösung  gelangen  werden. 
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Ans  den  Gleiebnogen  4.  erffeben  sich  nämlieli  durch  ESinul- 
nation  der  GiJiiMn  B  und  83  leicht  die  folgenden  Gleiehnogeo: 

^1  +  (»1  — =    + (•» — =  ^,  -4-  (»,  —  -^^)«, 

\»x  4-  («1  -  Stj».  =    4-  («.  -  ^i«»  =    +  («,  -  ^)«. 

aus  denen  man  dnrcb  Elimination  von  s,,  ««  farner  ohne 
Sdiwieriglieit 

nnd  hieraus 

^1  —  ^— — — — — 

8.  (»,  = 


oder 


7. 


— ^s)  («3 

(«1 

(«, 

-«)  («1 

—  ^4)  ^«4 

-8C)- 

(^1 

-  /5  J  («.. 

— at«,-H(tfl• 

9.  = 


oder,  wenn  der  Kfirse  iiiregen 
vnd 

gesetzt  wird, 

|A  —  ''^2  -jr  ^2*^  -f-(^2^'^ 

— 


eriiiUt 
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Diese  drei  GleiehuDgen  brinirt  man  aber  Iciciii  auf  die  Fora 

und  wird  nun,  wenn  man  aus  denselben  die  Grössen  A  und  91  eli- 
minirt,  die  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  «,  enthaltende  l£nd^  * 
gleichuns:  erltaln n. 

Um  diese  Khüiiuatiou  mit  mögiickster  Leicbtig^keit  auszutüiiren, 
Wf^leu  wir  die  drei  vorherffekenden  Gleicbunffeu  nach  der  Reihe 
Bill  den  drei  unbestiinniten  Faktoren  ,  F^^  mnltipliciren,  uud 
dieselben  dann  sn  einander  addiren,  wodnrch  "wir  die  öleidbung 

erhalten,  und  wollen  nun  die  unbestimmten  Falitorca  F^^  F^^  F^ 

&o  Leatiiumeu,  ila:3S  sie  dcu  bcidcu  (ileichungen 

6^»,)F,  +  (A,  -  d^%, \F^     (l,  -  6,M,)F,  =  0, 

peTiii2:('n.    EÜuiiuirt  man  zuerst  F^^  dann  jP,;  so  erhält  mau  die 
iiciileii  Gleichungen 

=  t(At — «Jf».)  (m»— «»«i)  -  — «.«oi^;, 

und  kann  also  olV«  nliar 

J^i=(*i— <^t*i)        — «a«t)  — — O*,— »««i), 

setzen,  wodurch  man  nun  in  Verbinduns^  mit  dem  Obigen  unmittel- 
bar  zu  der  fulgendcn,  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  ent* 
haltenden  Gleichung  gelangt; 

K^»— (^i— «1*1)— (^t— (/^a— 

■lit  deren  weiterer  Entwirkeluns^  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen. 
Zuerst  erhalt  man  ohne  Schwierigkeil 

-[(;..t,-Ä,t.)H-(j.^,-j,jit.)l3.+(<r.f,-j,«,)«,»| 
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-i-(*.-ri«.)| 


welches  offenbar  eine  Gleichung  des  dritten  Graden  ist,  iu  der  2^' 
den  Coefficienten 


•hat.  Dipsfn  rocfficicDtcn  wollen  wir  uuii  etwas  näher  betrachten 
nachdem  wir  iiia  zuvörderst  auf  die  Furra 


— («1— «i)  U«!»*— («1—»»)— '(«!«.— »i«.)  («I— »J! 

= — »»(«1  —  «.)  kiK  —  «j) »,(«1  —  «4) «4(«.  —  «I )l 

s=—«i«i  }(«!-«•)  («4-at)+(«i-«.)  («»-«4)H-(«i-«4)  («•-«»)}> 

wo  mh  nmi  durch  leichte  Re^nmig  findet,  dm  die  letzte  GröMe 
verachwindet,  ond  folglieh»  trenn  man  sogleich  den  hier  betrachte* 
ten  Coefficienten  noch  auf  andere  Weise  ausdruckt, 

— Ms)  H-MMi — n^i) — ys<^i) =0 


Hieraus  ergiebt  sich  also  das  wichtige  Resultat,  das^  die  oben 
gefundene,  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  »i  enthaltende  Eod- 
gleicbung  nicht  vom  dritten,  sondern  bloss  vom  zweiten  Grade  ist. 
Entwickelt  man  nun  diese  Gleichung  gehörig,  so  erhält  dieselbe, 
wenn  der  Kürze  wegen 


oder 


^2   ^1'«  ""^J*!» 

gesetzt  wird,  die  folgende  Gestalt: 
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-lAri  H-/.ra  -Hi.)*,  -+-(^,  -f->5a)^a 

-H  J ».^i  +       V  t.^.  +  {gl  4-  ^, )/i  -i-  (ä^.  4-  ^«V. 

Bezeicliiieii  wir  di«  drei  CptfficieDten  dieser  Gleichung  dBrcli 
£,  jlf,  Jl^j  und  Belsen  alio 

17.  0=/;— iy*,-i-A'«,% 

so  erhalton  wir  nach  der  in  dem  Autsatze  III.  S.  12.  eniwiekelten 
Auflüäuug&uiethode  der  quadratischen  Gleichungen  zur  Uerechuuu«^ 
der  beiden  Wnrzeln  der  obigen  Gleichnng  die  folgenden  Poraieln: 

18.  ci^iix^x*)^^^^^^-X.}=^»9(X-^Xih  *^=\tllx^' 

Findet  sich  mittelst  der  zweiten  dieser  Füriueln  der  absolute  Wfrth 
YUU  cuä  (x — Xi)  grösser  aU  die  fe^inheit,  üo  hat  die  (jilciciiuit4<  17, 
iwei  inaffinäre  Wuneln,  nnd  die  Anfanibe  iit  eleo  tfunöglich;  in 
iedeni  andern  Falle  hat  die  in  Rede  stehende  Gleichnnj^  awei  reelle 
Winzeln,  und  die  Au^be  ist  im  Allgemeinen  xweier  AnlSenn* 
geo  fähig. 

Hat  man  gefunden,  so  ergeben  sich  und  7i  mitteist  der 
folgenden,  leicht  aus  deu  Gleichungen  13.  zu  erhaiteodeu  Ausdrücke: 


19. 


nnd 


20. 


-Y2*i)  (Ml 

—*,%,)- 

-(^',- 

-(^,- 

C«2 

Die  Grössen  ß  und  S23  erhäk  mau  dann  endlich  mittelst  der 

Formeln 

21.   Ä  =  «,4-(a,-^J«»,  f8  =  /J.+(a|-Si)*,. 
Die  Coordinnten  erhält  man  mittelst  der  Formeln 


22. 


«3 

—  Ä 

«Tiira  a;-«* 


Digitized  by  Google 


142 


mmä  Sit  Coordinatea  jr„  jr„  Jr^,  jp^  mA  yi»  jr,,  Jft»  -w«»*« 
■ittelst  der  GleichugCB  3.  gtfbndeo. 

Hierdurch  ist  nnn  nosere  Aufsrabe  vollständisf  aufgelijst.  Dass 
dieselbe  unbestimmt  werden  nuTi^s  .  Tr^nn  dir  vier  srejrebenen  prcra- 
deo  Linien  in  einer  Ebene,  liegeu.  tatit  ^J^ielrh  in  die  Augen. 

Mao  kann  von  dieser  Aufgabe  eine  Anvvcutiung  zur  aouäberu- 
den  Bestimnuiig  der  CaneteakakacB  saebeD,  worüber  wir  nur 
gaax  in  der  Kine  Folgende»  bemerken  wollen. 

I>en  Blittel|innkt  der  Sonne  wollen  wir  nU  den  Anfang  einet 
tecktwiiik Ilgen  CoordinatenäTstens  der  je^  p,  n  anneliaen.  Die 
Ebene  der  Kkliptik  sei  die  Kbene  der  .7*y.  und  der  positire  Tlieil 
der  Axe  tier  r  -oll  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  narli  drm  Früh- 
lin£r>:j,iuii ktc  lauueniiitet  sein;  den  |iositiven  Tliei!  der  Axe  tier  y 
nebmeii  wir  so  au,  dass  uan  sieb,  um  %t>a  utrtu  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  jp  an  dmch  den  reckten  Winkel  (;ry)  hiodBreh  zn 
dem  positlren  Tkeile  der  Ase  der  jr  an  getangen ,  gana  nach  der* 
selben  Riebtang  bin  bewegen  muss,  nacb  welcher  von  dem  positi- 
Ten  Thciie  der  Axe  der  ^  an  die  helioreotriscken  Langen  gnno«« 
men  werden;  den  positiven  Theil  der  Axe  df^r  z  nehmen  wtr  end- 
lirb  auf  der  nördlicben  Seife  der  hbene  der  Klliprik  <l  i.  drr  Kljeiie 
ilf  r  ,r;/  an.  Ferner  legen  ww  zu  einer  besuiuintiiu  Zeit  durch  den 
Mitieipuokt  der  Erde  ein  dem  Systeme  der  paralleles'  Coordi- 

natensjate«  der-^i^i::,.  Bezeidinen  daon  fnr  diese  Zeit  a,  ß  nnd 
f  resaeetiTe  die  geocentriseke  Lange  and  Sreite  eines  Cometen 
und  deaien  sogenannte  eurtirte  EnSiminDg  vok  Mittelpunkte- der 
£fde;  so  sind  offenbar  in  völliger  Atlgemeinbeit  q  cos  a,  q  sin 
Q  tancT  ß  die  foordinnteri  de^  Cometen  in  dem  Srsteüte  der  ^'jy,^,. 
Die  Gleicbunj^en  der  von  dem  3litteljiunkte  der  hrde  nach  dem 
Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Sjsteme  der  ^ifft^t  kaben 
die  Form 

UüA  es  ist  folglick  nach  dem  Vorkergehenden 

H  cos  a=jiQ  tang     q  sin  ossiffip  tang  ./$, 

also 

^=cos  a  cot  ß^  B  =  m  a  cot  ß. 

Folglick  sind  die  Gleichungen  der  von  Mittelpunkte  der  Erde  nack 
dem  Cometen  gesogenen  geraden  Linie  ini  Sjsteme  der  ap^^ftMi 

23.   JFi  cos  o  cot  sin  u  cot  ß. 

Jie/cirbnet  0  die  geocentrische  Länire  der  Sunne  und  H  deren 
Kntterouog  von  der  Erde  zu  der  in  Rede  stehenden  Zeit,  so  sind 
offenkar  in  Tdlliger  Allgemeinheit  H  cos  0,  il  sin  B  die  (3oorti« 
Daten  der  Sonne  im  Systeme  der  3P^yxS^^  wobei  sich  von  selbst 
Torsteht»  dass  die  dritte  Courdinate  der  Null  gleich  gesetzt  wird. 
Also  bat  man  nacb  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  zwischen  den  Coordlnafen  eines  und  des«?elben  Punktes  in  den 
fi^jstemeu  der  a:y%  und  ^ayi^s^  die  Gleichungen 

cos  0  +  ^9     =sil  sin  G-hfiff  ' 

oder 

w=af^^R  cos  0,  tf^px — sin  0,  nssn,, 
nnd  die  Gleichungen  der  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  <leni 
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Coraeten  gezoffcueu  geraden  Uuie  im  Systeme  der  ^cy%  sind  alM» 
nach  dem  Vornergehenden 

os-\-Ii  cos  @  =  «  cos  a  cut      y-f-/2  sin  sin  a  cot  ^ 

odfir 

Vi*  ^=M  «Oft  «  cot  /?— *it  cos       y=s  sh  tt  cot  /?— >jR  sin 

Hat  man  nun  vier  aus  Brobacbtuiigen  abgeleitete  c^cucentriscbe 
Läu^eu  und  Breiten  a,  o",  a",  und  ß,  ^\  ß"',  ß"  eiues  Cometeo; 
so  Eeanl  bmb  die  Lsg«  von  vier  von  dea  Mittelpuokte  der  Erde 
Bsch  dem  Coiiete»  gezogenen  geraden  Unieo,  deren  6leielinngen, 
wenn  die  enttprcchenden  geooen frischen  Längen  und  Entfernungen 
der  Sonne  von  Aw  Erde  durch  &y  Ö",  0"^  nnd  M!^  JR!',  ÜT 
beseicJioet  werden,  nach  24. 

a?=x  cos  a  cot  /} — it  cos  0,  y=:s  sin  «  cot  ß — H  sin  0; 

.i.'  — X  cos  a'  col  p — /i'  cos  O',  sin  a'  cot     — /{  aiu  ö'j 

.2=»  cos  a"  cot  Ä''  cos  y=&  sin  «  cot  ^—R'  sin  0"; 
.aas  cosoT'  cot  /r— ir  cos^",  ^ss  sin  a'"  cot 8in0^ 

sind.  Wenn  nun  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  Beobachtungen 
nur  Idein  sind»  so  luion  man  das  StOclK.  der  Cometenbahn,  nnf 
welches  sich  dieselben  beziehen,  nühemngsweise  als  eine  gerade 
Linie  betrachten,  und  wird  seine  Lage  offenbar  nach  der  oben  nnf« 
gelösten  An%;abe  bestimmen  können,  wenn  man 

IS,  =  cos  a  cot  ß^  h^'ssi^H  cos  0; 

=  cos  a'  cot  /J',  =  —  BI  cos  0'; 

ff,  =  cos  o"  cot  /f',  =  —  Ä"  cos  0 

=  cos  af^  cot  ß"'^  *4  =  — cos  0"'j 

nnd 

a,  =  sin  «  cot  |?,  /?|  =  —  /{  sin  0; 

=  sin  cf'  cot    ,  =  —      sin  0*; 

sssin      cot  =  —Ä"  sin  0"'; 

a«  =  sin  oT  cot  /T",  =  — Äf"  sin  0*^ 

setzt.  Freilich  über  wird  in  jedem  Falle  eine  besondere  BenrAei«* 
Inng  nötbig  sein,  welche  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung«  auf 
welche  die  obige  Aufgabe  führt,  man  su  nehmen  hat.  Weil  die 
Ebene  der  Gometenbahn  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht,  so 

wird  man  nun  offenbar  auch  deren  Lage  bestimmen,  und  hieraus 
ferne  r  die  sämmtlichcn  Kiemente  der  Cometeubahn  £nden  könneui^ 
wie  in  der  Astronomie  uu^tubrlich  gezeigt  wird. 
-  ^  Olbers  urtheilt  in  seiner  Abhandlung  Uber  die  leichteste 
bequemste  Methode  die  Bahn  eines  Cometen  aus 
einigen  Beobachtungen  zn  berechnen.  Weimnr.  1797. 
S.  27  über  die  yorige  Methode,  die  Cometenhahnen  zu  bcR^ehnen, 
auf  folgende  Art:  i,Wenn  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  nicht 
in  einer  Kbene  liegen,  so  ist  die  Lage  einer  ninfteu,  die  von  allen 
vieren  g^escbnitten  werden  soll,  an  sich  bestimmt,  ohne  auf  die 
Verhältnisse  der  Abschnitte  zu  sehen.  Man  könnte  also  bloss  mit 
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der  Vortmietsiiiig,  4mm  te  Mck  der  CMMteabahii'swwclieB  den 

vier  BeobacbtuDgen  gerade  sei,  aiureichen/  okse  aaeii  die  gleick- 
tormige  Geschwindigkeit  anzunehineo,  wenn  man  die  Breiten  mit  in 

Betrachtunp!"  ziclioti  wol!f  c.  Lae^e  diesrr  fünften  geraden  T^inie  wird 
iodess  mcht  durcii  eine  iineariscric ,  süiulern  durch  eiiu;  (jileichung. 
des  aclitt'ij  (»rades  iiud  eine  ziemlich  verwickelte  Fophk  I  gefundeii 
werden.  Auch.würdea  bei  dieser  Aufgabe  äbulichc  Eiuscbräukuu- 
gen  wie  bei  der  Boogueriehen  Statt  finden,  ob  man  gleich  sonst 
viel  weiter  damit  reichen  würde.  Denn  die  Gescbwiiraigkeit  des, 
Gometen  ist  gerade  dann  am  uogleictifdrmi(pten,  wenn  seine  Bo« 
wee^Hncr  sich  am  mehrsfen  der  e^eradon  r.ime  nähert,  und  iimcre- 
kehrt.*'  Wie  0 Ibers  zu  der  jVlf'iiiuna  kommt,  dass  die  gerade 
Linie,  welche  die  vier  von  der  Erda  nacli  dem  Cometen  geiogc- 
neo  geraden  Linien  schneidet,  durch  eine  Gleichung  des  achten 
Grades  bestimmt  werde»  ist  nicht  abzusehen,  indem  wir  vielmeiir 
aus  dem  Obioren  wissen,  dass  die  Lage  dieser  geraden  Linie  bloss 
dnrck  eine  wiehung  vom  «weiten  Grade  bestisuit  wird. 


xxu. 

Die  verschiedenen  Auflösungen  des  Sternselinup- 
pea- Problems,  ans  einem  allgemeinen  Göslchte- 

pnnkte  dargestellt 

Ton 

dein  Herausgeber. 


(Diese  Abhandlung  hat,  wie  schon  ihr  Titel  andeutet,  den 
Zweck,  die  verschiedeneu  Anslriiteu,  nach  denen  man  bis  jetzt  das 
Sternschnuppen -i'roblem  behandelt  bat,  den  Lesern  des  Archivs  in 
einem  xusammenbüngenden  und  systematischen  Gänsen  vor  die 
Augen  KU  fuhren  und  unter  einem  gemeiDSchafilichen  Gesichtspunkte 
dalsustcllco.  Späterhin  werden  ausführliche  und  vollständige  Rela* 
lionen  Über  die  neuesten  wichtigen  Arbeiten  von  Bes*^«'!,  Kr- 
uiun  und  andern  Mathemntikern  und  Physikern  narhtoIp:en,  um  in 
dem  Archive  Alles  auüubewaiiren ,  was  über  den  in  Kode  stehen- 
den wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  der  Fh^sik  in  theoreii* 
scher  Rüclisieht  gearbeitet  worden  ist  und  noch  gearbeitet  wer- 
den wisd.) 

Es  lieiyt  in  dem  Zwecke  dieser  Zeitsc ]irift,  auch  vollständige 
DarstelluDgeu  der  verschiedenen  Auflösungen  oder  Beweise,  welche 
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bcibiiders  wiehtige  Probleme  oder  Themme  gegeben  wof4ea 
sind,  zu  liefern.  Da  nun  zu  den  Probleineii  der  mathemafischeo 
Pbysili,  Avelofie  das  Interejise  der  ^^es^enwnrt  cnti/  vorzütrlicb  in  An« 
sprucli  nehmen,  mit  Kccht  das  Sternschnuppen  -  l'roNiem  gehört,  so 
trlaiihe  ich  den  Lasern  dieser  Zeitschrift  einen  angeochincn  Dienst 
zu  ieiateu,  wenn  icb  versucbc,  in  diesem  Aufsätze  eine  vullstaudige 
Dantellvog  der'TenicbiedcDen  Anfloiongen,  welche  für  dieses  wicl* 
tige  und  interessante  Problem  gfegeben  wordeo  aiod,  in  der  Art  Sil 
'  liefern,  dass  ieh  mich  benüben  werde,  alle  dieie  AaflöMingen  aui 
einigen  allgemeinen  Crundformeln  abzuleiten. 

Heber  die  Art.  wie  Sternschnuppen  heohiichtet  werden,  schicke 
icb,  um  das  Verstehen  der  analytischen  Kiitwickelunareu ,  welche 
den  Hauptjicgenstand  dieses  Aufputzes  ausmachen,  xu  erleichtern, 
hier  die  foTgeDden  kiirsen  Beoerliungen  voraui.  Jeder  Beobachter 
ist  mit  einer  nacb  ddr  Zeit  Beines  Beobacbtnngiorts  gebeoden  Uhr 
und  mit  einer  Sierakarte  verseben.   An  der  Ühr  beobachtet  er  die 
Zeit  des  Erscheinens  einei'^SternschnTippe,  wo  möglicli  die  beiden 
genauen  Zeitmomente  des  Knt»tehens  und  Erlöschens  derselhen, 
un<l  auf  der  Sternkarte  zeichnet  er  mit  einem  Bleistifte  so  jfenau 
als  irgend  möglich  den  guozen  Weg  der  SteruschLtu|>pe  von  sciucui 
Anfaugsimokte  bis  xn  aeinem  Endpunkte,  indem  er  zugleich  dvrch 
einen  Pfeil  oder  ein  anderes  passendes  Zeichen  die  Rtchtung  an- 
giebt,  nacb  welcher  eich  die  8ternschDU|i|»e  bewegte.    Aus  der 
Sternkarte   kann  man  nachher  die  wahren,   d.  h.  auf  den  Mittel- 
punkt d( T  Erde  hezogeueu  Kectascensiooea  und  De.cliuntionen  der 
Pimktc  des  Himmelü  nehmen,  in  denen  die  Sternschnuppe  dem  Ke- 
ubuchier  zu  tuisteben  und  zu  erlöschen  schien,  und  hat  auf  diese 
Weise  nun»  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  wird,  alle  Data, 
welche  n&thig  sind,  um  durch  ("omhination  an  mehreren  Orten,  de« 
ren  geographische  Positionen  bekannt  sind,  angestellter  Bcobach-. 
fangen   dieser  Art  die  Uahneti  der  Sternschnuppen  hestinimen  zu 
können,  insotVrn  es  nämlich  versfattrt  ist,  dieselhen  während  der 
in  allen  Fallen  immer  nur  sehr  kurzen  i>auer  der  Sichtbarkeit  der 
Sternschnuppen  als  gerade  Linien  zu  hetrachleu. 

§.  2. 

Zuerst  wollen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  von  einem  Beob- 
achtungsorfe  nach  einem  beobaditeten  Punkte  der  Bahn  einer 
Sternschnuppe  g«"zoß;enen  Gesiclil^sllnir'  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir,  um  die  grösste  Alig^emcinheit  zu 
erreichen ,  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Autung  eines 
rechtwinkligen  GAardinatensjttems  der  an.  Die  Ebene  der 
Ektipttk  sei  die  Ebene  der  xy.  Die  von  dem  Mittelpnokte  der 
Sonne  nacb  dem  Frtihlingspunkte  gesop^enc  i^erade  Linie  sei 
der  positive  Theil  drr  Axe  der  ^.  Der  positive  TheÜ  der  Axc  der 
y  werde  so  angenommen ,  dass  man  sich,  um  von  dfm  positiven 
Thcile  der  Axe  a:  durch  den  rechten  Winkel  (.ry)  hindurch  zu  dem 
positiven  Tbeile  der  Axe  der  ^  zu  gelangen,  nacb  derselben  liicb- 
Aftung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axc  der  as  an  die  belioccntrischen  Längen  von  U  bis  860*  ge* 
zählt  werden.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  %  liege  auf  der 
Seite  der  Ebene  der  xy,  auf  welcher  die  positiven  heliocentrischen 
Breiten  genommen  werden. 

Ferner  nebmea  wir  den  Mittelpuiikt  der  Erde  als  den  Anfang 
TiteUl.  10 
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eines  rechtwinkligen  €oordinatensTstems  der  .r,  y,  an.  Die 
Bbene  4es  Aequators  sei  die  Ebeue  der  -^Ciyi,  l)er.  Mositive  Hieil 
der  Axe  der  ^,  sei  von  Aem  lllittelpaiikte  der  Erde  naeh  dem 
FrühlingripuBkle  Mb  gerichtet;  Der  positive  Tbeil  der  Axe  der 
werde  to  aBgeoommen,  dass  man  sico,  um  von  dem  positiven  Tlieile 
der  Axe  der  .t,  diirrh  den  reclitpn  Winkrl  fr,y,)  hiodurcli  zu 
dem  poäitiveu  Thf  ilo  der  A\e  der  zu  rr-elanp;«'!)  ,  nach  derselben 
Richtung'  bin  bewegen  iiuiss,  nnch  welcher  von  dem  positiven  Thcilc 
der  Axe  der  ä:^  an  die  RectascensioDea  von  0  bis  360*^  gezählt 
werden.  Der  pontiye  Tbeil  der  Axe  der  Hege  auf  der  Seite 
der  Ebeae  der  ^i^, ,  auf  welcher  die  positIveB  Declinationen  ge- 
nommen werden. 

Kndüoh  If£rc  nmn  durch  den  Mittelpnnkf  der  Erde  eiB  den 
System«^  <i<  r  .7-?/'5  paralleles  roordinatensvsteni  dir  ^t]^. 

Die  dem  i\lomeut  der  Beobachtung  entsprechende  g-eocentnsch« 
Länge  der  Sonne  und  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  l>rde, 
welche  aus-  den  astroBomiscben  Tafelo^oder  den  EpheoierideD  sn 
nehmen  sind,  seien  X  und^;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen 
Betrachtung,  dass  allgemein  X=i=180^  die  dem  Moment  der  Beobacb- 
tnng  «ntspredkende  helioceotrische  Länge  der  Erde  ist,  und  folglich 

(ViiilSO«),  ^  sin  (AsbiSO«),  0  ' 

oder 

—  Q  cos  X,        sin  jl,  0.  , 

die  dem  Moment  der  Beobachtung  entspreehtoden  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  der  Rrde  in  dem  Systeme  der  sind. 

Daher  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Vcrwandluns*-  der 
Ckiordinaten  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden  Systeme  der 
a:ysi  und  ^/jj  die  t'olg^cnden  ^anz  uilgcmeiu  gültigen  Gieicbuüjjen: 

L  a?s=5— ^  COS  ys=— ^  sin  ^-l-i?,  *=asit  ' 

oder-  ,  ♦  . 

■ 

2.   5  =  ^  cos  Xh-o:,  »2=^  sin  A  +  y,  , 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schiefe  der  Ekliptik  durch  Q\  so  ist,  wie 
leicht  erhellen  wird,  allgemein 

und  nach  den  bekannten  Formeln  deriLehre  Ton  der  VormmdJmig 
der  Coordinaten  l^it  man  also  zwischen  den  Coordinaten  der  Sy«* 
oteme  der  a?^i«t.  und  gi^C  die  folgenden  Oleiobungen: 

^3.   i?y  =  y,  cos  sin  0, 

(£=: — y^,  sin^H-*,  cos 
oder,  umgekehrt       .    .  .  ^ 

4.    Jy,  =1/  cos  O  —  ^  siu  0,      *  " 
(«/SSV  sin  O  +  C  COS  0.  ( 
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Also  liaf  mfin  nach  1.  und  3.  iwiscben  den  C'oordinatea  der  Systeme 
der  xy:i  uud  die  folgenden  Glcicliuugea : 

!^=:  —  ^  cos  A-hjp,, 
— ^  sin  X  +  jr,  CO«  ^+«1  «n 

oder,  wie  mau  hieraus  leicht  iindet,  umgekehrt: 

6i  I  jr,ss:$  iAb  X  eos  a+y  cos  O  — 4  «Hk^/' 

Der  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdradi ud  uud  die  geo- 
centri^che  l^ite  des  Beob^cbtungsorts  sweii  r  imd  vad  T  sei 
die  Sternxeit  der  Beobacbtung;  sa  sind 

r  cos  y  cos  15  7*, 

r  cos  ^  stu  15  jT, 

r  sin  9 

die  Coordinateii  dcB^Beobachtuoffsorts  im  Momeot  der  Beob.aclitang 
in  dem  bjiMnie  der  »x^x^x*         *)im1  oach  5. 

—  ^  jcoe  X+r  ces  9»  cos  15  7J 

—  q  sin  A-f-r  (sin  <9  sin  9)  + cos  0  ces  5p  sin  15  T) 

r  (cos  0  sin     —  sin  Q  cos  9)  sin  15  T) 

.  die  Coordinatea  des  lieolMAolitniigsorts  4m  Alament  der  Seobachtnog 

im  Systeuie  der 

Durch  den  lieobuchtuu^sort  legen  wir  nuu  ein  dem  Svstcmß 
<ter  ATj^j«,  panllelefi  Gs«iiinateDsyslem  der  a^^y^x.^  -,  so  ist  nach 
der  liOlure  vpli  der  Verwandlung  der  Coordinaten  allgemein 

•  /^r,  =:r  cos  (p  cos  15  T-j-^^;,, 

7.  )y^=r  cos  5p  sin  15  T-f-y», 

(  Ä,  5=sr  sin  SF>H-«9* 

Die  Rectaseension'  und  DecKeation  des  beobacbteten  Ponfctes  der 

Bahn  der  Sternschnuppe  seien  a  und  d;  so  ist,  wenn  wir  die  Coor- 
dinaten eines  heliebigcn  Punktes  in  der  von  dem  Beobacbtttngsorte 

nach  dem  heohachteteii  Piinkto  di  r  Bahn  der  Sternschnuppe  gezo- 
genen <^esichtsiinie  in  dem  Systeme  der  <x\y^:&^  durch  aw,  ny  it, 
und  die  EDtt'eruuug  dieses  Puuktes  von  dem  Beubachtuugsorte 
diircb  li  jbeseiehiien» , 

ei=:|  cos  a  cos  ^, 

*  0j=  >  siu  M  cos  ' 

/r  =  t  flia  ä\ 

wobei  man  i|iir  sieht  «a  übersehen  hat,  dass  die  In  fiede  stehende 
Gesichtslinie  tÄd  die  vom  Nüttel  [tunkte  der  Erde  nacb  dem  Punkte, 
in  welchem  die  Sternschnuppe  dem  Beohachter  am  Himmel  erschien, 
als  uaruUei  zu  betri^cbten  sind.   Sind  nun  ,s 

[\   Jossif«,,  y\^N%^ 

10* 


Digitized  by  Google 


148  . 

die  Gleichnngen  der  in  Rede  stehenden  GeucbUlinie  in  dem  Systeme 

der  £P^y^^^^^  so  ist 

i  cos  a  cos  d=:i  JXf  sio  d,  t  sin  a  cos  dss^  Ji  sin  d, 
nod  folglich 

Jf=con  a  cot     Jl^sm  o  cot  dL 

Aläo  äiud 

8.  ^yS«,  cos  a  cot  d,      =     sio  a  cot  d 

die  Glelchung^cn  der  von  dem  ßeobacbtungsortc  nach  dem  beobach- 
telen  Punkte  der  Bahn  der  Stornsrlinuppp  c:ezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  ^,^2^2?  ^"'d  mitteist  der  Gleichungen  7.  er- 
giebt  sich  nun  ferner  leiciit,  dass 

ofx  — cos  9  cos  15  Tz=.  (äj  — r  sin  y)  cos  a  cot  d, 

Ift       cos>9»  sin  15  ^^(«i  —  r  «in  $p)  sin  a  cot  <f 


9. 
oder 
10. 


11. 


o:,  =«i  cos  a  cot  d-f-r  (cos  gp  cos  15  T — cos  «  cot  d  sin  9)), 
=      sin  «  cot  d  -h  r  (cos  9)  sin  15  T —  sin  a  cot  d  sin  y) 

die  Gleichnng-cn  der  von  dem  Be<|^achtQogsorte  nack^dom  heobach* 
teten  Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gesogenen  Gcsichtslinie 

in  dem  Systeme  der  ^i^t^Sj  sind. 
Piach  0.  und  9.  sind 

q  cos  it—- r  cos  tp  cos  15 

=  {q  sin    sin        sin  jp-hy  sin  ^-t-x  cos.O)  cos  a  cot  d^ . 

I  ^  sin     cos  0  —  r  cos  9)  sin  15  T+  y  cos  0    «  sin  0 

=     äiu  k  üiu  (>* — r  sin  <f~\-y  sin  0-f-:5  cos  0)  siu  a  cot  J 

die  Gleichung"en  der  von  dem  BcobachtuDg'sorte  nach  dem  beobach- 
teteo  Punkte  der  Buhn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinio 
in  dem  Systeme  der 

Um  diese  Gleichuugeu  noch  anders  auszudrücken,  seien  y,  h 
und  y,,  hl  die  Oiordinnten  des  'Beobocfatnogsortes  und  des 
hephachteten  Punktes  in  der  Bahn  der  Sternschnuppe  in  den  8y^ 
Sterne  der  icyst^  nnd 

seien  die  Gleichungen  der  durch  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkte  bestimmten  Gesicbtslioie;  so  ist 

und  folglich 

nnd 

^  -  s^»  =  A(f^f,),  h^h,  =  SIU -/J. 

•  0 

also 


y 
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Naeb  den  OKlgef  ist 
/ass— €01  X-f*r  €01  9  cos  15  T*» 
gzss^Q  sin  X  +  r(s*n  ^       9  + cos  6  OOS  9  nh  15  T), 

Ä=  r(co8  0  sin     —  sin  0  cos  5p  sin  15  T). 

Ferner  ist,  -wenn  jetzt  wieder  i  die  Eutfcruuüg  des  beobachtc- 
teu  Puuklcä  der  Babn  der  ii»teriiscbiiup(»e  von  deai  BeolMshtungs- 
orto  beseicboet,  nach  5,  und  7. 

y,  =  —  Q  cos  X-^r  cos  (ß  cos  15  T-{-  l  cos  a  cos 

— ^  sin  P.-hr(sin  0  sin     -f- cos  0  cos  9  sin  13  T) 
«(sin  0  sin  tJ -h  cos  0  sin  a  cos  J), 
s  r(cos  ©  sin  y  —  sin  0  cos  5p  sin  15  T) 

+  «(cos  ^  sin    — sin  B  sin  a  cos  d)>  ' 

d.  i. 

=  /-f-  i  cos  a  C03  (J, 
^^=^4.f  (sin  0  sin  d  -i-cos  0  sin  «  cos  ^, 
4g  =^  +  ^  (00s <9  sin  ^  —  sin  0  sin  a  cos  d). 
Fo1||^ch  find  nach  dem  Obigen 

sin  X— r(sin  0  sin  9+ cos  0  cos  9  sin  15  T) 

L     sin  0  sin  cT-f-cos  9  sin «  cos  cT  ,    .         «  „  1  m 

bs  I  5 — ■  i^E^4-^  COSA — r  cosa  cos  15  xj, 

I  cos  a  cos  ff  ^  ' 

X  —  r(cos  0  sin  (p — ^sin  <y  cos  y  sin  IST) 
cose  sin  J-sin  W  sing  ^»»-f  /.^H-g  CO«  W  COl  »  COt  1>  T) 

COS  «  COS  <f  \      •  « 

'lie  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsortc  nach  dem  beobach- 
tf  i(  n  Punkte  der  Bahn  der  SternscliDuppe  gezogenen  Gesicbtslinio  ' 
ia  dem  Systeme  der  .^yx. 

Diese  Gleichungen  sind  anch 

aad  fbiglich  nach  dem  Obigen 

jc-^Q  COS  cos  9)  cos  15  T 

^        cos»c(^d;  ^  |;^cos0sm9-sin0cos9sinl5r)} 

cosÖsind— siri0.sin«cos(f  *        ^  ^ 
jf'^Q  sin  Ä,  — r(sin  0  sin  <jp-+-co8  0  cos  y  sin  15  T) 

»■»^  .  7^  — ^  3  *— Hcosösinsp— sui©cosy sinl5Zl{. 

cos ^sind^— sin  6sma Cosa  *       ^  ^ 


12 


13. 


Setat  man  der  Küfse  wegen 
i^csscos  a  cos 

li^ssin  B  sin  ^-|-eos  9  sin  a  oos 

C  =  cos  0  sin  d —  sin  0  sin  o  cos 

=:cos  (p  cos  15  1\ 
\B^ssstm  O  sin  yri-eos  0  cos  9  sin  15  T, 
scoa  B  ain  y^^sin  0  cos  9  sin  15  7; 


14. 
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■o  werden  die  Glcidumgen  13.  #  ... 

^—C  *  c'^+^t  ^r-Q  cos  X, 

und  wem  man  die  Hälfswinkel  ^,  V'i  >n2^^ls^  Fotmelti 
16.   fang  ^  =  8»  a  cot  <>,  taiig^  t/^,  =sin  15  T  cot  y 

berechnet;  «o  bat  mao  lür  die  Grössen       St  -Ä,f  .C^die 

folgenden  Ausdrücke:  w 

seos  a  cos  ' 

'  •    •  • 

^_^sin  iJ  sin  ( Q  -f- 

~        COS  y»  * 

I  ^  sin  «f  cos  (#-f.  1^) 

cos  ^  * 

lud!,  =  COS  (p  COS  15  T,  .  - 

stp  y  sin  (8-^^^,)  * 
'  cos  ^,  ' 

^   sin  y  cos  (O-H^J 

,   •  cos  v>i  .* 

Wir  woUeo  jetzt  die  Bedingungsgleicliung  aufsuchen,  welche 
erfüllt  sein  muss,  wenn  zwei  aus  verschiedeocoen  Beobochtuoirsor- 
ten  naelt  lieobaehteten  Sternsehnuppen  gezogene  Gesiclitsliolea  sicii 
sehneiden  sollen. 

Nach  den  Gleichungen  11.  im  vorigen  Paragraphen  haben  die 
Glpiolnincron  drr  beiden  in  Rede  stehenden  GesichtcIinieD  im,  Allge- 
meinen die  folgende  Form: 

^  eos  X — r  cos  y  cos  15  T+ar 

=  ((>  äiu  1  sin  0 — r  sin  gpH-y  sin  ©-f-s  cos  0)  cos  c(  cotd, 
^  sin  A  cos  0 — r  cos  9)  sin  15  T-^p  cos  0— >iS  sin  0 

=     sin  X  sin  0— r  sin  y-Hy  sin  0+a  cos  0)  sin  «  cot  9 

und 

■ 

^,  cos  A., — r,  CO»       cos  15T,  H-or,  ,    .  - 

=  (^1  siüü,  sin0— r,  sinsP|-|-y  sin0-Hn  coe0)  co8  4i|  deld,, 

9,  sin  1,  cos  0— r,  cos  9p,  sin  15  ai^^y^caa  0—«  sin  0 

=  (^,  sin  a,,  9in«0>^,  sitajPiH^  8in0-|-Ä  cos0)  sin      cot  J». 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Tier  GlefehiiOg^n  die  drei  Grössen 
a:,  y,  »,  so  wird  man  oti'enhar  die  gesuchte  Bedingrun£rs(rleichung 
erhalten.  Zieht  man  aber  die  dritte  Gleictung  von  dcr  ersten,  die 
vierte  tod  der  zweiten  ab,  so  erhält  mitt  nach  einigen  leichten  Re- 
dnctionen  dl»  beiden  folgenden  Gleiebungett:      -  -  / 
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^.  cos  cCMi^a  — (f!  W     cot  15  7^— r«  CO»  $1,  CO»  15  Ti) 

—     sin  A  810  ^  ^  r  un  9)  cos  a  cot  d  , 

-f-(^,  sin  X,  rill        r,  sin  ^p,)  cos  «,  cot  if, 
,  =(cos  ce  cot  J — cos  «,  cot  <f,)  {j/  sio  cos  0J, 

sm  it— ^1  sin  it|)  cos  & — (r  cos  9  sin  15  T — cos  9,  sin  15  T^) 

w 

'—Xq  rin  21' sin  0^r  sy  9)  ritf  «v^M  «f 

-|-(^,  .sin      sio        r,  «In  y,)  sin      cot  dg 

=  (sin  a  cot    — sin       cot  cJ^j  (2/  sin  örf-a  cos  0). 

Aus  dipspn  beiden  Olcictiunc^en  kann  inuo  nun  sehr  leicht  die  Grösse 
f/  81  u  z  cos  0  eliininiren .  und  erk^lt  nucb  eioigeo  leicüieu 

Reductiontn  die  folgende  tileichung: 

18.   0=i(<^  sisA— sin  iL,)  siii0 — (r  Biuyt'^r^  sin  91) ( 

sio  (a — «,)  cot  S  cot  d^ 
• —  \{q  COS  X^'^,  COS  jti)  sio  «-^(^  sie        ,  sio      cos  et  cos  0 

—  r  cos  5p  sin  (a  — 15  T)-\-r^  co«  5p,  sin  (a  — 15         cot  (J 
i;^      cosil — cos  Aj)  sin  sio  X — sin  ^4)  cosa,  cos  0 

'  -rr  cos  9p,sto  («, — 15  2')H-«r^  oos     sin  («i.— IS»  T,)J  «ot 

welche  die  gesuchte  BedingungsgleicliiiDjg^  ist.  Bringt  man  alle  die 

feoci&iitrisclen  Breiteo  9  und       der  beioeo  Beobacntoogsoite  ent- 
Hilende»  Glieder  auf  eine  i$eite,  so  nimat  die«  vorstehende  Glei« 
ehuBg  fönende  Gestalt  an: 

19.       qos  X  —     cos  X,)  (sio  o  cot  d — sin  «i  cot  iF,) 

— ^{^  sin    —  1^**^  ®  (*^"^  "       J  —  cos  «1  cüt  Jj) 

-J-sin  0|  sin  (« —  «j)  cot  ^  cot  Jij 
=    r  cos  9  |sia  (a-^15  T)  cot  J^sin  (ai— 15  T)  cot 
— rj  cos^i  fsin  (a — 15       cotiJ — sin  («, — 15  7\)  cot 

—  (r  sin  y  —  r,  sin  yr^)  sin  (a  —  «,)  cot  <f  cot  Jj. 

Noch  etwas  einfacbor  kann  man  die  beidpu  vorliergebenden 
Gleic1nini:;pn  unter  der  tülgciidi:n  Gestalt  dursteilen: 

30.  ,  0=)(^  sin  X— ^1  sin  ^i)  sin  O-^if  sin  9-^,  üiA        sin  («—«i) 

9 — |(^  cosX — ^,  cosX,)  sintt  — aini— «^i  sinjl|)  cosa  eos.0 

—  r  cos  9)  sin  (a — lDT)-|-r,  cos^i  sin  (a— 15  7*,)!  tang 
-J- cos  ^ — cos  A,,)  tiiu  «1 — sin  X — ^,  sinAi)  cos  «!  cos0 

cos  9  sin  («^ — 15T)«i**«'i  eoftSPi  sin  (a,  ^15  ^Ti)!  tang^ 

und 

21.      cos  cos  Xj)  (sin  o  tang  cf,  -^siQ      tapg  ^) 

— =-(ß8in^« — ^,  biu^^,)  jaiutysin  (a— a,)-f-cos0(cosatg<J,  —  cos^i  tgcfjj 
sc     r  cos  y  |siu  (a-^15  T)  taug     — sip  (a,  — 15  7")  tang  d\ 
.    Trr,  copsp^ii^in  (a— 15  T,)  tang    —sin  (a,  — 15  T»)  tang 


16t 

DiWe  Ittste  Glekboog  kanii  aodi#ainf  folgest  Art  gwhri«» 
Ken  werdeD: 

22,  (^.cos  X — ^1  cos  X,)  (tin  »  tiiiig     »sin      twg  S) 
—  (q  »inX  —  Qi  sin  A,,)  {siiiO  iin  («— ii|)-f-€0t<9  (eoio  tang 

—  cos  «,  taog  <J)| 

=     (sinatangcfi — ^aina,  taog<f)  (rcos9)cosl5T— r|C<»9)|  cosI-jT^J 
— (cosataog Ji-^osttj  tsuigif)  (reoayiaSihsT— Ti  cos^g sin l^T^) 

—  (r  «In  9^ri  nii.9i)  «in  («  — ^,). 

Siud  jLf  jL^  die  geoi^ra^iliiäcLeu  Lau^ea  der  beiden  Beobach- 
tuttgsarte^  ao  hat-  huid^  wie  man  durcli  eine  euifache  Betrncbtung 
findet^  fär  die  GleichieitigkeU  der  Beobadituagen  die  Bedingnngs* 
gleichang 

(£.-L,)-\5{T-T,)=9 

oder 

jenacbdem  die  Grüaaen  JL^^Eä^  und  T — T,  glelclie  oder  un» 
gleiciie  VorzeicLen  Laben,  wobei  zuo^Icicli  zu  bemerken  istj  dasa  io 

der  zwrlfcn  der  beiden  vorstehcruh  ti  filriclinnirrn  das  obere  oder 
untere  Zeichen  gcuomuien  werdea  inusSj  jeancUden  —  X|  eine 
positivr^  «mIpt  «  iiir  npffutivp  lirösse  ist. 

Für  gleiciiieiiige  iieubu«  litun^ea  ist  aber  ^  =  ^j,  also 

^  cos  ^  —  ^,  cos      =  U,  q  sio  ^  —  ^,  sin  A,  =0,  * 

und  die  Gieicbnogen  21.  und  22.  werden  alalil  in  diesem  Fatie 

23.  (r  sin  5P— f*,  sin  y,)  sin  (a  — «i)* 

==     r  cos  y  jsin  (a  — 15  2^  taug      — sin  («,  — 15  7^  teng  (f| 

—  cos      Jsin  (a — 15  T^)  tang  d,  — sin  (a, — 15 7\)  tang 
und 

24.  (r  sin  9*^r,  sin  9^)  sin  (a— 'U,) 

sfsinii  tang^i — sino,  tangcf)  (r  cosy  coslST*— r,  ces^,  €OsI57\) 

~  (cosa  tang(^, — costtj  tmigJ)  (r  cosy  sin  IST — r,  cos^),  sin  15  T,), 

Für  r=:r,,  d.  h.  wenn  man  auf  die  spbäroidische  Gestalt  der  Krde 
keine  Rücksiebt  nimmt,  können  diese  Gleichungen  auch  unter  der 
folgenden  Forin  dargestellt  werden:  ^ 

25.  2  sin  (a  —  «j)  sin  ^  (y>  —  </>,)  cos  ^  (y-f-^i) 
=:  fcos  9  sin  (a— 15T) — eos  jpi  sin  (a  —  15T|){  tang  ^, 

—  {cos  9>  stB  («t  — lSi3*)  — «SOS  9t  sin  («,  — 157|)|  tong  ^ 

und 

26,  2  sin        «j)  ain  -J-  (y— y,)  cos  } 

es  (sin  a  ung  ^, — sin     tang^)  (cos  9  cos  15  T—  cos     cos  15  ) 

(cos«  tang cos «1  tang^  (0089»  sin  15  7*— cosjp,  sinlS  Tt). 

Die  Gleichung  23.  oder  24.  kann  noch  auf  einen  audenl  bemer^ 
kenswerlhen  Auramck  gebracht  Werden,   Die  CHeiehung^B  der  die 
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Mdes  B«ol»aelit0ii|;fort»  mit  «insiider  vwbiodwdeii  gerade«  Linie 
in  d«B  Sjrsteiee  der  optfif^i  uitü 

80  18t  nach  §.2.  •  • 

r  cosy  £08  15  TrrzK  r  siu  ^^-^jL,  r  cos  jjp  .sin  15  T'=zM  r  sin  y-f-A'; 
fi  eei9^iC0sl5T|S=:A'r,«09»,+/ö  riCos^,siDl57,sj|fr|iiii9i«|-il^!}» 
eed  die  Gletchnngea  der  in  Bede  stekenden  Linie  eiod  nlto  offenbar 

 ^_rco^>cog|Sr~r,  com/  ,  cosisrt 


37. 


Also  sind 


98. 


r  <coy  y  cos  15  7'— cns      coi  15 
~"  r  SIU  7-— «in  y, 

r  cos  »  sin  V^T—Ty  coi  «.  ain  15  T. 
^"  .  #•  sin  y — Tx  •'■^1 


die  Gleichungen  der  mit  der  in  Rede  stehenden  creraden  Linie  durch 
den  Anfane^  der  Coftriiinafcn^  d.  i.  diirrli  Hrn  Miftclpuiikt  (Ipt  Erde^ 
parallel  g^ozojjfenen  p;eradeii  F^inie.  liezeiriiueu  wir  den  180'^  nicht 
öbersteigenden  Winkel,  welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  liegende  Theil  der  Prujection  der  in  Rede  stehenden 
geraden  Linie  auf  der  Kbene  iler  a:^y^  mit  dem  pnsitiven  Tlicile 
der  Axe  der  etnacMieait, '  durcli  so  lat  nach  den  Principien 
der  analytiachen  Geoaietrie  , 

-       r  ros  //  sin  15  7" — )\  e  is  <(  ^  sin  15  7^1 

29.   taug  A  —  ^^^^  cos  J5      r,  cos  9»,  coa  15 
weil  nach  28. 

«A  r  cosy  sin  157*— r,  cos  »/  t  sin  15  7*, 

~  r  cos y  CO«  co«  y ,  cos  15 ^* 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  I'rojection  ist. 

Ferner  sei./^  die  Declination  des  Punktes  der  Sphäre^  in  wel- 
chem dteaelbe  von  dem  Tbeile  der  durch  den  Mitleipnoht  der  Erde 
■i(  der  die  beiden  Beohachtungsorte  verbindenden  geraden  Linie 

rllel  gelegenen  geraden  Linie^  dessen  Projection  auf  der  Ebene 
ac^y^  auf  der  positiven  Seiten  der  Axe  der  jti  liecrt^,  geschnit- 
ten wird;  so  ist,  wenn  y; ,  ,  die  C'oordinaten  eines  beliebigei^ 
Punktes  in  diehctu  1  iieile  der  in  Rede  stehenden  durch  den  Mittel- 
puulkt  der  Erde  mit  der  die  beiden  Beobachtung&urte  mit  einander 
leihindenden  geraden  Linie  jmrallel  gesogenen  geraden  Linie  aiod> 
offenbar  in  Tdlüger  Allgemeinheit . 

tang  D  =  ^-^i=^y . 
und  iülglich,  weil  nach  dem  Obigen 

iat 
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fang  Z>  =  zfc—  cos  4. 

das  Zeichen  so  geho^to^  tes  tojtf  ■£}  mit  einerlei  Vorzeichen 
erhmt.  Nun  nbereeagt  man  sieh  nber  durch  eine  gany  einfach« 
Betrachtung  sehr  leicht^  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
of,  und  cos  ^  immer  gHiclw  Vominhen  hab^B,  un^-lolglich  in 
jilliger. Allgemeinheit:.  .  . 

tang  Z>  =  cos 

^  alto  naeh  .28. 

.31.    tnilg  ^  — ^  cos ^  cos  Ur— /-j  üosy.»  cds  IST» 

jcu  setzen  ist.  ^ 
Nach  29.  und  31.  ist  nun 

r  cos  9>  sin  15  T — cos  j^^  sin  15  7| 

=(r  -cos  9)  cos  152r--*r|  cos      cos  15  !7\)  tang  .«il, 

rsin^ — Ti  sin<jp|  =  (r cos 3p 009 15 T—r ^  cos^^cosISTi)  sec^  tangZ^i 

uud  t'uiglicli  uiich  24.  ' 

sin  (m— rUi)  sec  ^  tang  sin  «  taug  — ;sin      tang  6 

^(«otfatnngili— ooffa|tiinf4l)tang^, 

oder,  ine  man  hieraus  lAitht  findet»' 

32.   sin(a— «1)  ttt0gi>f:?:sin    — -4)  t»»*g^i— — tangd 

oder  ,  *  ■ 

33*  sin  {a^^A)  tang     nin  (vr^A)  tang  ^g+nin (a-^a^ )  l^ag  11=0. 

Auf  diesen  Ausdruck  hat  zuerst  Bossel  die  Bediogungsglei- 
chung  liir  das  ScJineiden  xweier  Gesichkslinien  gebra^hl 

.       f .  4.  -     .  • 

Wenn  die  Beohachtttugen.^  zw€|i  Beobachtungsorte  gleicjiaei» 

ti^  sind  und  die  Bedintr"tii^-sp;!ei(!liung  23.  ertüllt  ist,  so  wirÜ  man 
die  Beobachtungen  als  cmeui  und  demselben  Punkte  Avv  Bahn  einer 
und  derselben  Srt'rnsciiiiup[»e  entsprechend  betrachten  können^  und 
sich  nun  die  Ayfgub^.  voriegen^  die  i^uge  dieses  Tunktes  im  Räume* 
ZU'  bestimmeuj  wäch09  die  Ansicht  ist»  von  welcher  0 Ibers  ""J  Bli 
^einei:  Auflösung  ^es  SternschDumien-Problenis  ausgeg:an^en  ist^ 
und  die  auch  wir^  weil  sie  in  der  That  die  einfachst^,  ist ^  t]HB 
welcher  mun  ausgehen  kunn^  hier  zuerst  verl'olgen  isroBen« 

Ks  liegt  in  der, Natur  der  Sache,  dass  wir  mifer  dou  gemacli- 
ten  Voraussetzungen  das  System  der  -^j^t/^'^^  zum  (jimide  le^^n 
können.  Bezeichnen  nun  a:^,  y,,  »,  die  t  oordiuateu  des  ln'obacli- 
teteu  Tuuktes  der  Sternschnuppen -Bahn;  so  haben  wir  uach  10. 
zwischen  denselben  die  iolgeqaen  Gleichungen: 


•)  Bonzenherg  über  die  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Sternschnuppen.  Hamburg.  ]802.  —  Gehler  physikalisches  Wörter- 
buch.  iSeue  Ausg.  Art.  Feuerkugel.  S.  211. 
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yj=Sj  BIO  a  cot  d+r  (eo8  9  sin  15  T — siu  a  cot  d  aiu 
UM        -  .  .  • 

s=S|  cot  a|  eot  ^,  -f-ra  (cos  a»^  cos  15  T|  —  cos     cot  «f,  sin  ^,), 
^1  =3»i  stB  I»,  cot 6^  +r,  (cos 91  sin  15  7\  —  sin a,  cot o,  sin  9,) ; 

wobei  W0I1I  kaum  besonffors  bemerkt  zu  wonipn  braucht,  dass  sich 
das  eine  dicsrr  beiden  Systeme  von  Gleichungen  auf  den  einen^  das 
andere  anf  den  andern  der  licidcu  Beohaclitungsorte  bezieht. 

Aus  der  erstcu  uud  zweiten  und  aus  der  dritten  und  Tieften 
dieser  Tier  Gleichungen  erfaült  man  dnrcb  BHmination  von  %^  ' 

'  a:^  sin  « — cos  a=r  cos  9  siu  (a — 15  7)^ 

shi  Oi-^^f  cos  a^sri  cos      sin  (a,-^15>T|); 
«nd  folglich  *  .  ' 

o:,  si  n( « — «j)=:rco8gp  coste,  siD(a— 15  T) — TjOosy  ,cos«sin(«,  — 15  ), 
sin^a^aj)B=rjcos9sinai  8in(a'>157)->r|C0B4jp^  8inasiu(a|— 157^); 
alsQ 

 rcosy  cos«!  sin  {a'^\W)^ri  cosy^  cos  «sin     — ^^1)-  . 

sin  '  ' 

r  cos y  sin  C|  sin  {«^15!r)~ri  cos  y t  sin  g  sin  («|  — 157\) 
^*  ^  sin  («—«,) 

Aus  der  ersten  uud  tirittoii  und  aus  der  zweiten  und  vierten  Glei- 
chung erhält  man  dur<  h  T  liiuinafinn  von        und  *\ 
leicht  die  beiden  folgeniieu  AuhUiücke: 

• 

^    r(cosycosl5jrrcos«cot<fsiny)-ri  (cos7>,cosisyi-cos«jcot<^isiny  i) 

,    /  cos«  COtff—COS«.  «Otd^  :* 

y           rfcosy  sinl57^nftcot<f«py)-ri  (cosy |Sinl53rt"**"*'^i*^<>**^i*'''y  i) 

**  sin  «  cot  ^ — sinai  'cotcTi 

Man  kann  aber  für  %^  noch  andere  Ausdrücke  jlndeii.  Ans  dei; 
eckten  ttod  zweiten,  dnd  nps  der  dritten  und  vierten  Gleichung  er- 
hält man  nSdillch  leicht 

a?i  cosa-l-yj  sina=X|  rot<f-|-r  )cos9  co8(a— 157} —  sin 9  cot  Jj, 
^iCOB0,-^tMiM<i=K|Cä||H-r|  icos9,cos(«,— sin^icotcf^  \ 
oder  ^ 

OTy  cos  oH-y,  sina=(S| — r  sin  9)  cotJ-f-reoiijp  co»(«r^l5T), 
jp^  cosaj-i^i  »iDaj=(x,---r,  8jn9»)cot<f,-i-riCOSSpiCO»{a,-r-ii>2'|jL 
Nach  34.  ist  aber,  wie  man  leicht  findet^ 


rcos'/  cr.s(fj--<;  )slii(<;— 15T')--r,  cos«p, sin(a, — ISTi) 
cosor+y.  aiB.a=   sia(«^«.)  ' 

'  rcosy  aia(^fei^5y)~r ,  cosy ,  cos(g^i)sin(<g  ^ — 3  5  T J , 
Ä?tC0sa,-f^,siBa|S=3  ^  ;  ^^V«,) —  » 

und  folglich  nach  dem  Obigen  <  .    •  . 


< 
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^    «i  =  »-"'>SpH  sin  cot  <r  ' 

*  1             .       ,  r  cos  y  iin  (g^l5D'— r,  cos  y,  sin  isyj 
»,ssr,  WBy.H-:  sin  (a cot  «T, 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  dem  Moment  der  BeoljacLitunp^en  ent- 
sprechende Sternzeit  des  Punktes  der  Erdoberfläche,  in  welchem 
dieselb«  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  den  beob* 
achteten  Punkte  der  Sternscbniippen  -  Bahn  ffezogenen  geraden. 
Linie  a^esclmitten  wird,  dnpch  T\  und  setzen  der  Kürxe  wegen 
J=z\Tj  T\  so  ist,  wie  leicht  erheiien  wird»  in  vöHiger  Alige-. 
meiulieit 

37.  tang^=r|i, 

mit  der  Bestimmung,  dass  in  dem  Fnlle,  wo  jti  und  ^,  gleiche 
Vorzeichen  haben,  wl  zwischen  0  und  90*^  oder  zwischen  180°  und 
270°  genommen  werden 
beide  positiv  oder  beide  nej 
wo  cf,  und  ungleiche 
180**  oder  zwischen  270**  uod  360°  genommen  werden  muss,  je- 
Diichdem  jt^  negativ  und  y,  positiv«  oder  op^  positiv  und  yg  ne- 
gativ ist. 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länge  des  in  Rede  stehen« 
den  Punktes  der  Erdoberfiiiehe  in  Bezug  auf  den  einen  der  beiden' 
Beohachtnogsorte»  welchen  die  Sternxeit  T  entsprechen  mag,  als 
Anfang  der  Längen  durch  £/;  so  ist  offenbar 

Z'=15(T'— T)  oder  360° 4- 15  (T'—T), 

jenachdcm  T' — T  positiv  n<lor  ncg*nfiv  ist.  nni\  die  g-eographischc 
Länge  des  in  Rede  stehenden  Punktes  iJcr  KrdubcrÜachc  ist  nun, 
wenn  L,  die  geographische  Länsre  des  lieobachtungsorteSy  weicben 
die  8ternzeit  T  entspm  bezeichnet, 

Zr+Z.'  oder  Z-*-/.'— 360*»,  ♦ 

ienaebden  t»^U  kleiner  oder  grösser  als  960*  ist.   Dass  man 
oier  an  die  Stelle  des  Beobachtungsorts ,  welchem  die  Stemzeit  T 
enispricht,  auch  den  Beobachtungsört,  welchem  die  Sternseit 
entspricht,  setzen  kanp,  versteht  sieh  v'oaywibst.' 
Nach  34.  und  37.  ist  < 

.      rcosy  sinfCj  ■siii(«  —  ISTj^^^^J^cosy,  sin«  sin  (<t| -—^157*1) 

•  ^"^         r^os^^cos«!  8in(«— 15r)-W cosyi  cosasin(aa— 152*1)* 

woraus  leicht  die  Gleichung 

99.  rcosysin(a^l52)8in(i»s--'<4f)s=«',€OS9iiSin(ai^l5Ti)sin(a---^> 
oder  > 

r          cos      sin  («|  —»IST*,)  shi  («— w<)  ' 

^  t^xT^  cos  f  sin  am  {fix  -^A)  * 

*  i£i        coa y  sin  («— .igg*)  sin  («i ^J) 

r       cosf^i  sin  (tti— 157*i)  sin(a— 4) 
erhalten  wird.   Also  ist 
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40. 


.  157 

€01  f>  sin  (aj  — 15  T)  —  ^  cos      nn  (a»  —  l&TJ 

sin  (a,  —157^  sin (g— sia <a^ IftD  «a(«|  — ^) 
'  iin(a— ii) 

—  cos     BIO  (a — 15  2'J  —  cos  y,  sin  («—IST,) 

«a 15r,)  sip  (g-~^)-.sin  (ct- I5r,)  sinig,  — 4) . 
=  <^««  9»  smCa.-^)  * 

•der»  wie  mal  leicht  fiodet» 

-^^v                 .   ,      iw^\  8in(«-«,)«in(J-l5T') 
coB9psin(a,-15r)-^co8y,8in(o»-15r,)=:cosy-  * 

— «My»w(«-l»^j-cosy4  sin  (a-la  j;)=c08sp,  gio(gt-4j  ^  ^ 

uüd  folglich  nach  36.  • 

f  sin  y  sin  (« — Ä)-^to%  y  tang  if  sin     — 157^) 

('i^**  '  sin  * 

'*» — siu  («,—//) 
Berechnet  mao  die  Hült'swinkei  ^  uud  ^,  mittelst  dor  I-  ormelo 

tangtTsin  (/l-isr)   ^        ^        tangtT.  «in        IST,)  - 
42.   tangi^  =  ^ia(g^^>      >  ^^»g  ^>  =  iST-'T::.!)  ' 

Mist 

^   ^  »in 

MitteUt  der  Gleich ungen  34.  vnd  40.  erhÜt  aan  noch  leicht 

cosy  to&A  sm  (a-~l^T)    cos y ,  co« sin  f  ,  -  t  I^i) 

Bad 

y*=''  am(a-^        »  y*— 8in  » 

•Im 

^  '         ^         -  coay^  »in (g—i:>rj'        ,  cosy  ,  '  .sinfr^,  — l^iTi)» 
^  "i-yi'— •'^         »in  Ue—y1)^  "sin  (r^,  — //)» 

Reieichnen  wir  die  e^eocf ntrHrh«*  Br^ir/"   Ifs  Pimkf<»^  dfr  t>d- 
f'np':i.i-!ie,  in  welchem  dieselbe  von  der  \o»  ticm  Vlnu*lj>uiikfe  der 
tfüe  nach  dem  Leobacliteteo  Punkte  der  .Sternschnuppen 'l><ihti  ffe- 
deo  Liste  geschaitlea  wirtl»  4nrch  i7$  s«  ist  »tfenwir 
hl  YiD%cr  Allgemeinheit  • 

L  L  nach  41.  nnd  46. 

,  tang  y  sin  (g  —      -f- tany     sin  (/^ — 15  7*) 
Itanf  ^=rfc:  mh  («-i.ir)  ^» 

—      ,  taug»!  sin        ^-f-tang  ^1  st»C/rf  — 15T,>^ 

taagÄ==fc  5iri^r~A^^^>  ' 
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daStZeiciiüo  jederzeit  so  geuoiumeD,  dass  taug  Ii  uiil  eiaerlei 
Voneiehen  erhält,  d.  b.  se/daas  tanjr     positiv  oder  ucgativ  wird»  * 
jeDsehdea  die  Gr$aim  * 

sio  (a — A)  uud  sin  jp  siu  (a — ^)+cos  y  taog  6  sin      — 15  J) 
oder 

siH  («(,  ^A)  uDd  sio  9>|  ein  (a,  — -^)-f-eoa  9p,  tuig    Mii(wtf— ISTJ 

gleiche  oder  UDgieiche  Vorzeiclieu  liaben«  Auch  ist  g. 

dfis  Zeichnn  so  genoiumcn,  dass  fang  i9  mit  einerlei  Vorzeichen 
erhält.  Nun  erhellet  alter  leicht,  dass  a^i  und  cos  A  jederzeit 
gleiche  Voneiclien  haben.  Folglich  iut  in  völliger  AilgeMeiiilielt 

**' 1 

Be/eirhnet  man  durch  £^  uud  dir  Enffcrniineren  des  beob- 
achteten l'unktes  der  Sternschnu|ipen-Baliu  vuu  deo  beiden  Beob- 
aclituna:surten :  so  ist 

— ^  CO899  €08 15  y)*-*^^  I  — coajp  litt  15  7)»H-(af  |«--rsio  gp)* , 
■^i=^(a:4-r4CS5p4Csl52\}^4-(y4-r4Csy,sinl5Tj)'-t-(*|-''4sinyiJ*5 
und  folglich«  ireil  iweh  den  Obigen,  wie  man  leiobt  findet, 

^*  •  Sin  (a— a,) 

^       •  rcoso8in(«<— i57')~ri  cos«.  sinfai—lSiTi) 
.  ?     .  ^       "  nn 

und 

.  ^  rr,              rcos»sin(a— 157^— r,cosqf>.sui(a — IST^i) 
or,— ^,  cos^),  cosli>Ti=cosa2  —  rin  (iB  g  )  — ^  T» 

-r-^*»  «n.^  mUI'^T' »-cosysinC«— l5y)-r«cosy,sin(it-15r,) 
y,-^r,  ooif».  ainidr isamai  sin  («-«,)  -  » 

ÄinsP. «tangd,  .    ^ . 

ist, 

SO. 


Kff      ,  r  COS  y  sin  (g|-:-15r)— cos      sin(«i — l^iTi) 

i  sm  (ir — «j)  cos  d 

I  r  COS  g>  sin  («— 157")  —     cos      sin  (<t^l51\)  _ 
*  "^"^  sin  (tt — «,)  cos  cT^     _  '      .  ' 


die  Zeichen  so  pfcnomtrten ,  das«?  die  filrössen  auf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleictihrits/.rifbrii  pobitiv  werden.  AtitteUt  diem  f  prmelD 
erhält  man  ferner,  weil  nach  «ieiu  Obigen 
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^  eo8  9>  sin  («— laT)— o<wi  51,  titria^-ldTV) 

=  COS  »,   -7—7  

iil)  leicht  •  ^ 

Kl      ap  ros  7  sifi  (.r-  \:,T)  cn>  7,  sin  (./— IST,) 

Ol.  -Er— .zcr   eB.^.in(«— ^)  »       — sini««-.^)  ' 

die  Zeicbeii'  so  |;eooiunen ,  d99s  die  GrSwen  enf  d«o,  reebten  Sei- 
ten der  GleichheilSKeiclien  positiv  werden. 

Bezeiehoen  wir  die  fintfernung'  <l€s  beobacbteten  Punktet  der 
Sternscbnii|ftpen-BBhii  Tom  ItUkeIfwiDiLte  der  Erde  dnrck  sa  ist 
offenbar 

Ä  eo.  Ä=l/J7T^,  /l  =  5^^5^, 

ttnd  folgticli  naek  46.  .  ^ 

«  I      osy^sinfft— I5r)   .      cosy,  sin(«,-15r^) 

 cos«siD<«rrul)  '   «OS  ^  sin  («, <r^>  » 

die  Vorzi;iclien  so  gcoomniett,  dass  di^  Grössen  auf  den  recbten  Sei- 
ten  der  G^elebbeksaeichen  positiv  werde»; 

Man  hat  ulso  jetzt  zur  Berechnung  aller  auf  die  Laj^e  des  he« 
obacbteten  Punktes  der  Sternschnuppco-Behtt  im  Sitmmt  Bexn^ 
habenden  Grossen  die  folgenden  Formeln:,  . 

^  r  cos  y  ain  «,  sin  («— 15r)--'r|  cos  y,  sin  c  sin  («t  — 157^,) 

^         r  cos  9>  cos  cti  sin  (a--15^)'^r,  c«)s  ^|  cos  a  sin  (c(|^15Ti)* 

  cos  y  cos  //  sin  (rr —  157")   cos  y,  COS  jj  sfa  («i — lÜTt) 

.   fiin(«-J)  —  »"i-^        sin(«i--^)  ^» 

  cos  y  sin  jjf  sin  <«  -^litr)         cot  y ,  sin  A  sin  (g|  — ISTi) 

— sin(«— ^)         — sin(«i-/l)  ♦ 
^_tang<rsm  M-lST)  tang  cf,  sin  Qi-isrj  . 

sin  (y-i-V>}  sin  (y^-hV^g) 

*  cos  ^  .        *         cos  V»!  * 

„       ■     cos  y  sin         IST^  -      cos  yi  sln(^  — iglTi)' 

^  —  rtrr  «osd"  sin  fr  — '  ^a=?.==^»    cos  tf,  sin  («j— * 

^  ^    ^  y  sin  (Vt  — 157^  ,      cos y i  «in  («,  —  15Ti ) 

cos-Ä.«n(«— ^}  ~  ^'J» '!t|o»Ä  «inj(«,-*^.  » 

in  den  Anadrüeken  füs  jI?,  J^i»  Jl  die  Zetilten>  so  g^naannen,  data 
die  Grossen  auf  den  rechten  Seiten  der  .Gl^idi|^tszeicben  posItiF 
werden. 

Den  Ausdrücken  von  il0  ttnd  .J&ann  man  anch  die  folgende 
Gestalt  geben: 
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Verlangt  man  die  Goordmaten  ^1,^1,  nicht  zu  kennen,  so 
Stellt  Biaii  die  PormelD  am  besten  «tinter  der  folgenden  Gestalt  dar: 

:      r  TOS  y  sin  «,  «In  («  —  157') —r,  cos  yi  sin  «  sin  {u^  —  l^T^) 
\  »  'f  •'''^^  («  —  152') — 1\  cos      c-os  «  sin  (/'i  —  IhTif 

t^vig^  &^n{^—\^T)    .  lang  d,  sin  (J~  157^,) 

fang  y  («— 153^)        "  vo«  y  »  cos     sia(ai— IftTi)* 

sin         '      »  «        sin  cT,  * 

 ,     C05?  y  sin  («—157^  ^      cos  y ,  sin  (a,  —157^1 ) 

CMÄ  siu(«-J)  CO« fr  att(a,— ^)  ' 

iu  eleu  Ausdrücken  von  tan^  JB  müssen  die  Zeichen  so  genommen 
werden,  dass  tang^  B  positiv  oder  neg^ativ  wird,  jennchdem  die 
t//,  sin  (y-F-i 


$n  cos       sin  {(p-^^p)  oder  cos-^,,  sin  f^Pi+^i)  gleiche 
•der  ungleiche  Vorzeichen  ItUben. 

()Iifif>  Srhwieritrkeit  kann  man  nuch  n!tch*den  folgendeo  sicli 
leicht  aus  dem  Obigen  ergebenden  Formeln  rechnen: 

r  cos  y  sin     — 1571— cos  y,  sin  («i^l57M^ 

sia(«t^«i)  '»  ^ 

o:,  ==M  cos  «-+-r  cos'g?  cos  15 

==»  sin  a-l-r  cos  y  sin  15  J*, 

«,  SS«  tang  <F+r  md  9p, 

t.Dg^  =  f|.  , 

taug  Ä  =  ~  cos 

*#  ' 

.     COS  y  sin  (/#~-157*) 

cos  d"  sin  (o— idf)  * 
^  ,    *  cos  y,  sin  (A^l^Tj) 

w^^%     cos  y  sin  (« — 15y) 
Ä  ^  ' 

oder  auch  noch  den  folgenden  Formeln: 

r  cos  y  sin  («— 157")— r,  cos  y,  sin  (a-^157\) 

sin  («—«1)  ^  * 

ssü,  eos  Oi+^t  cos  ^1  eos 
^jSi»!  sin  0|H-f*i  coi  9,  pia  IS^i« 

tang  siu  9>j, 
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tttOff  ^  =  -7-  COS  ^ 


«       I    CO«  »  an  1 

cos  <f  «in 

■  *  «COS      sin  («1  — 

-       cos  <jp,  sin  (ff|  — 11 
cos      sin  (ffj — A 

Die  Tonseicheii  in  den  Aasdrücken  von  Ey 
mer  so  gcnomnieii  werden»  dass  die  in  Rede  st« 
sitiv  werden. 

Ancb  Kei  Beobaelitapgett,  die  eleb  ale  gleiebseitig  enrieien  hn> 
ben,  wird  wohl  fast  nie  der  Fall  eintreten,  dnss  die  Bedingnnga- 

gleichuDg  23.  gennu  erfüllt  ist,  sondern  dies  wird  immer  nur  nähe- 
runtrsweiRC  Statt  tindori.  Dadurch  ist  Brandes  *)  veranlasst  wor- 
dcU)  bei  der  AuÜusuug  unserer  Autgabe  von  einer  andern  Ausicbt 
auszugeben,  indem  er  nämlich  auf  den  beiden  Gcsicbtslinien  die 
beiden  Punkte  bettimnil,  deren  Entfernung  yon  einander  ein  Mini- 
moii  ist,  and  Jn  der  Greese  dieser -BntfeimuD^  zugteidi  ein  Krite- 
rium für  die  Genauigkeit  der  ßeobacbtungen  hndet. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Gesichtsrinien  in  dem  Systeme  der 
•^i^i^i»  welches  wir  bier  wieder  sun  Grunde  iegen  können»  sind 
sach  10.  ' 

«i=r«t  eoB  u  eot  d+r  (cos  9  eos  15  2^-^  cos  a  eoft  <f  sin 
^1=«!  sin  a  cot  d-^r  (eos  9)  sin  15  T— sin  a  cot  ^  sin  9) 

und 

cos  cot  <^i-f-r,  (cos  9i  cos  i^T^ — cos  cot^i  sin^p,^)« 
sin     eot  dx-f^r^  (eos 9t      löTi'^sin  a\  coti^i  sin 9t)* 

Die  Coordinaten  der  beiden  l'uakte  dieser  Linien,  deren  Ab- 
stand YOn  -  einander  ein  Hinininni  Ist,  seien  respective  F,  Z 
und  X\  T\  Z\  und  der  Abstand  dieser  beiden  Punkte  von  einätt* 
der  sei-iS^;  so  hat  amn  die  folgenden  fünf  Gleichungen: 

..^=:Z  cos  a  cot  ö-{~r  (cos  9  cos  IST— cos  «  cot  ö  sin  y), 
Z  m  a  cot  d+r  (cos  9  sin  15 T — sin  a  cojt,<f  sin  <jp)f 

(cos9>|  eos  15 7*1 —eos II,  cot^,  sing)  J, 

(cüiiyi,  isla  15 T, — sin«!  cotJ,  sin^j^); 
55.  iS»  =  (X-Ä')»4-(r— F)»-i-(Z-Z'J». 


^  rX'=Z' cos«,  cot<f,-|-r, 


*)  Brandes  Unterhaltungen  für  Freunde  der  Physik  und  Astronomie. 
Leipzig,  1826.  Heft  1.  Die  von  mir  im  Folgenden  entwickelten  Form'^ln 
dürften  übrigens  vor  dm  Ton  Brandes  gegebenen  Fornsln  wesent* 
liehe  Vorzüge  haben,  so  wie  denn  überhaupt  die  von  mir  angewandte 
Analysis  Ton  der  sicli  im  Geiste  der  altern  geoitietrischen  Analysis  hajl* 
tenden  Methode  von  Brandes  ganz  verschieden  ist. 
TInUI.  ^  11 
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Nach  den  BedioguageD  der  Aii%elie  mttuen  Y,  2t'  und 
X',  JTf  Z*  80  bestimmt  worden,  dasg  S  ein  Minimum  wird.  Mnn 
knnn  aber  offenbar  S  als  eine  Function  der  beiden  yon  einander 

unabhängigen  veranderllclien  Grössen  Z  und  Z'  betrachten,  und 
liat  also  nach  den  Priticijiien  der  Diflerentialrechnung  die  beiden 
«  luigenden  Gieickungen : 

5».  (b)='».  (^)=.».- 


Bogleieh 

s     =  (X-X')  g+  z-z'. 

und  hat  also  nach  56.  die  beiden  folgenden  Bediogungsgleicbungen: 

(X-X')  ^  +  (r^D  z-3P=9, 
(X  -  X')  g -H  ( r~r)  § +^  z- 

Maeb  Ö3.  nnd  54.  iat  ober 

=  cos  a  cot     ^  s  sin  a  cot 

^  =  cos      cot       ^      sin      cot  o^; 
und  folglich 

f(X— A')  cos  a  cot  sin  a  cot  (f-f-Z— Z'=0, 

J!^')  cosa^  cotd,4-(y— r)  sina.  cot  d.+Z— ^'rs^Oj 

oder 


5S 


r(X-X')  coi  i3tH-(,r— r)  «n  a-H(Z— Z')  tang  iTssO, 

'  '|(A'— X')  cos  a.-f.(F— F)  sin  «,+(Z— Z')  lang  6,=0,  ' 

Ans  diesf^n  beiden  Glcichung^en  und  den  vier  Gleichungen  53.  und 
54.  sind  diie  aecba  Coordinaten  JL,  ^  und  X\  I,  Z'  au;  be- 
stiiomen. 

^ns  d*en  Gleichungen  57.  erhält  man  obne  alle  Schwierigkeit 
{X — X')  (cos  a  cot  <a — coa  a^  cot  d^)-i-(Y — 1')  (sin  a  cot  • 
•      .  •    ^  •  —sin  «,  cot  d,)i=0 

und 

(X— JC')  sin  (a — aj)  cot  d  cot  d^-\^(Z'-^Z')  (sin  acot  d 

-^sin      cot  ^,)3=0, 
(y— F)  sin  (a— aj  cot  J  cot  J»— (Z— Z'J  (cos  a  cot  <r  * 

.  .  cos«!  cot(^i)s=Oj 

also  , 
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^      y— cosrtcotcf — cos«,  cot(f^  ^        co««tanjrJ, — -cos«,  tanprcf 

iind 

_   '    gm  tt  cot  cf — «in  &^  cot 

A  —  ^  ^         «ot  cot  «r,  i^— ^ J> 

V    V/          CO«  a  cot  cT—cos  ig,  cot  cf^ 

—      «ia       «J  «ot  <r  cotV.  A .  --^ 

oder. 


«1 


Y^ff   C08  g  taiif:  tf,  —  cos       t«ng  /«r 


Setzt  oiao  der  Kürze  we^*  n 
(J  =  r  (i 
\J,z=r, 


f'A=r  (cof  9  cos  157 — cm  a  cot  '  y),' 


{: 


(cos      cos  152\— cos  «i  cot  4^,  sin  ^i) 

and 

^ß—r  (cos  y  sio  15  T — sin  u  cot  dsin  9p)  ^ 
[if,         (cos  9i  sin>  157\**sin      cot  i^i  sin  ^pj; 

so  iat  oaek  5^.  aod  54. 

64.   X=s Z  cos  a  cot  d+^,  Fr=Z  sin  a  cot 
66.   JC'sZ"  cos  «,  cot     ^-^1,  y'ssZ'  sin  m\  cot  (fj 

und  folglich 

X — X*=A — cos  a  cot  S — Z'  cos      cot  <^|, 
F«>T's=s.i^<.-jr,+Z  «In  o  cot      Z'  «In  «i  cot 

Fifbrt  flian  dies  lo  die  Gleicbnngen  57.  sin ,  so  erliält  non  die  bei- 
den folgenden  fileichnngen  swiscfcen  Z  und  Z's 


i{A^Ai)  cos  a-^(B — Bi)  sin  «j  cot  <M-Z  cosec  S* 

-»Z'  {l+cos  (a— «s)  cot  d  cot  d, )  =0, 
}(^— .^j)  cos  a,-|-(i?— Äj)-  sin  «,}  cot  d,— Z'  eosec  d,* 

-f- Z  (l-hcos  (« — «,)  cot  6  cot  j=:Oj 

aus  deneD  sir>>  auf  dem  Wege  der  gewöhnlichen  Elimination  ferner 
die  beiden  foJ^eniiea  Gleicbungea  ergeben: 

66.  cot  d  cosec  d,'       — jd,)  cos  a+(^-<^i?i)  sin  a\ 

€üt  J,  j l-hcosf«— r< ,  )c()t<Jcotd, }  J (- ^,)cosa,-f-(i? — /?,  ]sina,  j 
=  — 2k  {cosec  d*  cosec  dj*  —  (l-+-co8  (a — «,)  cot  6  cot  d,)*j, 
67«  cot  dj  cosec  d*  {(^ — J^)  cos  a^+ii^ — .^i)  sin 
--eot d  ( l«4'Cos(o— ttt) cotd^cot d| )  f  {A^A^)  costt^f  - (B — B^ )  sin a\ 

=  Z'  {cosec  d'  cosec  d,* — (1-|-cüs  (a — «,)  cot  ö  cot  d,)'j. 

Am-  diesen  Glmbongen  enfiebt  sieb  dnrcb  Addition  nnd  Sabtroction 

11» 
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|cot Jhm>8((i-^, ) cot    )  { coa J siDa,  { 
=—{Z^Z^)  fcosee     cosec  ^, » — (l+cot  (a— a^)  eot <f  cot    )*  ( , 

69.  cot^  jl-f-cosec  J^'  +  cos  (u— ttj)  cul  J  cot^jj       — ./,)cosce 

cot  ^1  \  1  H-£osee    +cos  (a^Ui)  cot  cot  «l, }  | (ji^A^)  cos 

== — (Z^Z')  jcoscc  (f*  cosec<Jj*— (1+cos  (a— •«,)  cot^  cot^,)*} ; 

oder,  wcuii  man  auf  beiden  Seiten  der  vorhergehenden  und  dieser 

Gleichungen  mit  sin       sin         multiplu  irt: 

70.   —  Z  jl  —  (sin  6  sin  cJ, -f-cos  d  cos  iJj  cos  (a  —  «,))*! 
=  810  <f  cos     [(A — A^)  cos  cc+(i& — B^)  sia  aj 
— sind cosil,  \m  9 md^-^eanS cosd^  cos  (a*— ä,)|  {(u#-r^,)  cosa. 

-4-(Ä-Ä,)  sin  «al, 
71.    Z'  jl  —  (siu  d  sin  <J, -i-cos     cos  ^,  cos  (« — 
ssin  d,  cos  J,  \{A — Ai)  cos  ag-f-(^ — J?,)  sin  a,J 
^cos d sin { sin diAn^[+ cos ^ cos cos (a — o J )  j {A — JÜ^)  cos a 

+  fi?— jr.)  sin  a| 

und 

7%.  — (Z — Z')  |1  —  (sin  d  «in  <y,-f-co8  S  cos  cos  (a— fe,))*j 
scoscfcoM^A  {sindcosdt — cosdsindj  cos(a— «,)!  K^  — .ijcosa 

+  (Z?-Ä,)  sin  o| 

+eosdcosJi  tcosdstn^t*-*>simifcos4f|  m(a-*tt,)t  K^-^^,)  cosaa 

+  sin  a,U 

73.  — (Z+Z')  |1 — ^(sin  (?  sin  J,4-cos  J  cos      -cos  («  — 
scosd  (siQ.d+siiidg  (sin d  sin  J, +€os    cosd,  eosfr^ — >: 

j(^r-^i)  cosa+(i£r— i^i)  sia«| 
— cosd,  |sin4i+8ini^  (sind  sin d« +cos d  cos d,  cos  (if-^a,))| 

J(-4— cös  iffi)  sin  «i  J. 

Nach  Ol.  ist 

(X-X')'+(  T" y)«— t«Pg<^*-»<»»g<^-'~gtangJtangiy.coi(«»>~«,)^^ 
und  folglich  nach  55.,  wie  man  leicht  findet» 

 1— jsin  (f  sin  (f,-f-cos  d  cos  <f,  cos  (fg-r  Jj-  _^ 

"  COS  cT»  cos  <f,»  sin  («— «J»  i^-^^J  > 

oder  ;       >    ■ .  . 

74,  jff       I  f ^  +COS  <f  cos  ff,  cos  <«*-jg,)^  » 

^  *  cos  «f  cos  <f,  sin  (a— ^  » 

das  Zeichen  immer  so  genommen,  dass  S  positiv  wird. 

Wir  hahen  nun  alle  aar  Berechnnag  von  X,       Z  mwA 
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X\  Y\  Z'nndür  BW^en  Formeln.  Oofcli  JBiofilknuig  swder 
Höifiswinkel  kann  man  sich  jeilodk  die  EechnoDg  Dodi  bedeutend 
erleiehteni.   Weil  Däoilicli 

rin  i  sin  ^,  +coe  d  com  «f,  cos  (tt'— a,) 

=  ijiii  J  jsin      -|-cob  J,  cos  (a  —  a»)  cot 
ist;  so  ist,  wenn  men 

75b  cot  £s:cof  (a— a^)  cot  d 

•eilt, 

76.  sin  6  sin  dj+eos  d  cos  d,  cos  (d— ajsj?^  cos  (d. — J). 

Auf  folGTcndc  Art  kauu  aber  leidii  gezeigt  werden,  dass  über- 
iiaupt  der  aljäulul.c  Werth  von 

cos  «  cos  ^-f^ain  a  sin  &  cos  C 

nie  grösser  als  die  Eioheit  ist,  was  noch  4S>  ^,  ^  sein  mögen. 

Sowohl  flor  absolute  Werth  von  cos  a  cos  als  auch  der  ab- 
solute Werth  von  sin  a  sin  b  cos  C  ist  niemals  grösser  als  die 
Einheit.  ' 

Haben  also  die  Grössen  coh  a  coü  1/  uud  äiu  a  sia  ^  cos  C 
entgegengesetste  Voreeicben,  so  ist  oflfenbar  der  nbsolnle  Werth  von 

cos  a  cos  ^^sin  a  sin  ö  cos  C 

nicht  grosser  als  die  Einheit.'  " 

Haben  aber  die  Grössen  cos  f/  cos  b  und  sin  sin  b  cos  C 
Grleiche  Vorzeichen^  f;o  seien  dieselbeu  zuerst  beide  positiv*  Dann 
iät  oüeabar,  weuu  äin  a  sia  ö  positiv  ist, 

♦ 

COS  m  eon  i^+sin  «  sin  ^  cos  C^cos  m  cos  b-^m  m  sin  ^» 
d.  i. 

cos»«  cos  ^-Hsin  er  sin  ^  cos  ^3 cos  (ei*-d), 

woraus  das  zu  Beweiäende  folgt.  Wenn  aber  siu  u  sin  b  negativ 
ist,  so  ist  ollinibnr 

cos  m  cos  3+ sin  is  ün  &  cos        cos  er  cos       sin  «  sin  ^ 
d.  i. 

cos  0  cos  ^4- sin  a  sin  b  cos        cos  (a-i-^)» 

woravs  wieder  des  sn  Beweisende  folgt. 

Wenn  Üemer  die  Grössen  cos  a  cos  b  und  sin  a  sin  b  cos  C 
beide  negativ  sind;  so  sind  die  Grössen  cos  (180^ -f-a)  cos  b  und 
sin  (180«*+«)  sin  ^  cos  C  beide  positiv»  nnd  nach  nem  Vorher- 
gehenden ist  folglich 

cos  (180»-J-»)  cos  <^-f-sin  (180' -i-ar)  sin  b  cos  C^l, 

d.  i« 

-»cos  ü  cos/— >tia  IS  ritt  ^  cos 
Es  Ist  »her 
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—  CO»  m  cot  B^f^ta  si«'^  t^w  ' 
der  absolute  Werth  von 

cos  a  cos  ^  +  8in  a  sio  ö  coi 

und  liierdurch  folg^lich  auch  hi  diesom  FftUe  uiuer  Sati  bewieaen, 

«0  dnss  derselbe  also  jetzt  afl^cmein  bewiesen  ist. 

Uaää  aucU  der  absolute  W  erth  von  '  .  - 

cos  m  cos  ^  — 4  sis     sin  ^  cos  C 

niemals  {grösser  als  die  Einheit  ist,  ergiebt  sieb  ans  dem  Vorber- 
Ipebetfden  unmittelbar,  wenn  man,  was  Yerstattet  ist,  —  «r  für  a  setxt 
Dass  nach  der  absolute  Wertb  von  >      -  ( 

sin  a  sin  0  dL  cos  u  co^s  //  cos  C 

niemals  grösser  als  die  Einbeit  ist,  folgt  aus  dem  Vorberg^ebeDdea 
sügleicb,  wenn  man  für  a  und  b  respective -90?  —  a  und  90*—^ 
setzt  / 

Weil  also  bimacb  der  absolqf^.  We«tb  roh   '  . 

sin  d  sin  (f,  +cob  d  cos      cos  (ct»a,)  =  ^r^  cos  (4^,  —  |) 

nicht  p^rösscr  als  die  Einbeit  ist,,  so  kann  man  den  Püifswinkel  ^ 
mittelst  der  Formel  '  »•      .  • 

X  > 

t.      MM.  9h  — 

Sin  { 


fL   COS  ^  =  ^"-f  cos  ((J,  —  S) 


berech  Den. 

'Alles  jlieses  vorausgesetzt,  haben  wir  nur  zur  Berecbnuug  itr 

f'esucbten  Grössen  die  folgenden  ans  desi  Obigen  sich  lelcbt  erg^ 
enden  Formeln: 

\d^r  (cos  5p  cos  15 T— cos  a  cot  d  sin  (p),     '     '  • 

S  =  r  (cos  SP  sin  15T — sin  a  cot  (f  sin  y), 

-^1=^1  (cos      cos  157\^  eog  «I  cbt'^i  liin- 91^1)9 

Bi:^ri  (cos  9»,  sin  tifrT,f— iin  a,  cot  ^,  «in  qt*^),  , 

ir=(^  —        cos  a-i-(Ä  —  J?,)  siu  a,     •    -  ' 

.  .  if«=(^  — -^,)  cos  ajH-(Ä  — sia  ,  , 

Z  sin  ^*=ssin  d  [K  cos  d-^jKg  cos      cos  y^), 

Z'«in  ^*ssin      (JT,  cos  — JSTcos  S  cos  t^), 

Xt=z  Jl      Z  cos  a  cot        1  —  Z  sin  a  cot  f) ; 

^'sa^äf.-^-Z' cos      cat  J.,  I '  =  i/^  +      »in      cat  cT,; 

'  .  '      ^  ^      :r  (Z  —  ZQ  sin  .     ;  ,        '  '  • 

eos^eo<  i^i  sin  (tf— «1)»'' 

wo  in  der  letzten  Formel  das  Zeicben  immer  so  gentommen  werfet 
unss,  dass  S  positiv  wifd*  .1. 

«  Was  man  nun  noch  zu  wissen  verfangt,  lässt  sieb  mittelst  der 
durch  die  vcrherL^t  henden  Formeln  !)ekannt  gewordenen  Grössca 
mit  Hülfe  der  bekuiinten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  im- 
mer ohne  Schwierigkeit  finden.  Bezeicitnen  wir  nämlich  z.  B. 
durcb  £t  und  £/  die  geocentriscben  Breiten  der  Punkte  4er  Efd« 


Digitized  by  Google 


V 


167 

oberBäcbe,  in  deueo  dieselbe  von  den  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  den  Punkten  (XIZ)  und  X'i'Z')  gezogenen  Q^cradeqi 
LiDini  geschnitteij  wird^  und  durch  It  und  H'  die  l^ntternungen 
dar  Funkte  {XYZ)  und  {X'i'Z')  Tom  MiUeJ|»uukiü  der  Erdc| 
aa  ist 

78.   taog  tang  ^'=p,j^= 

coa  /*    '  cos  £  '  ' 

oder  nihch  dem  Vorhergehenden 

Im  sich  die  üerechuung  von  Zr  uad  X'  miUelst  der  Formeln  78. 
an  erleicbtem,  berechne  mnii  zwei  UüUswinkel  0  und  &  mittelst 
der  Formebi 

Y  Y' 
81.   tang  ö=y,  tang  &=-j^i 

iani  ist  ' 

Z  Z* 
tang  /^ss^-Y'  CGI  Qf  taug  Uzsidz-j^  cos 

wo  die  Zeicheu  immer  zu  ueiiiueu  sind,  da^ä  taug  //  und 
taag  Z/  rmective  mit  Z  nod  Z'  gleiche  Vorzeichen  erhatten.  ^ 

Sind  Jß  und  E\  die  Entferuuogen  der  Pnniite  {XYZ)  und 
(X'F'Z')  von  den  beiden  Boobachtnngsorten ,  deren  geocentriache 
Breiten  9  und^,.  sind$  ao.  ist 

fel/(X-rco89co8l5r)»-h(r— rcos9sinl5T)»-»-(Z— rsin^))», 

^ i  =V/(1\^»  csy  j C815T, r-r ,  csfp ,  si  n  1 5    )       Z'-r » siuy 
aad  folglich}  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet, 

am  <f     *     *  ain  ^1  * 

die  Zeichen  so  genommen,  dass  die  Grössen  £  iind  E^'  potitiT 
weiden. 

In  neuester  Zeit  haben  Quetelet*)  und  Hessel  eine  an- 
dere Berecbnuugt»art  der  Sterusciinuppen  io  Voräclilug  gebracht,  bei 


*)  CoTTP^pondance  inathem,  et  pbysique  j)ub1iee  par  A.  Quotelet.  Tom.  IX. 
Bruxelles.  1837.  p.  189.    Llebrigens  ist  die  folgende  Anai^su»  liebst  deu 

Foimeln  Ton  der  Herrn  Qoetelets  ganz  Terschieden.  > 

**)  Schumachera  aatronomisehe  Naehrichten.  Band  XVT.  Altona.  18S9. 

S.  321.  lieber  diese  wichtige  Ablumdlung  wird  späterhin ,  wie  schon 
oben  erwähnt  worden  ist,  eine  ausführliche  Relation  in  dem  Archive 

Seliefert  werden«   Hier  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  sich  Bessel 
Biehaoa  bloaa  der  apfaKriaahen  Trigonometiie*  avf  eine  Snaacnt  ele- 
gante Weiae  bedient,  vnd  an  hSebat  eleganten  Formeln  gelangt 
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t  «  • 

welcher  angeoomiieil  wird,  dus  die  Bahn  einer  Sternschnuppe 

während  der  itumer  nur  sehr  kurzen  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  eine 
gerade  Linie  ist.    Zugleich  setzt  dio se  Berechnungsart  voraus,  dass 
an  jedem  der  beiden  Beob^chtungsorte  sowohl  der  Punkt  des  h^ut-  . 
steliCDä,  als  auch  der  Paukt  des  Erlöscheos  der  Sternschnuppe  be- 
'    ob^btet  worden  ist,  »q  dam  man  alto  an  jedem  der  beideo  Be- 
obachtoDgfovte  die  RectascenBian  vnd  DecnDatiOD  dieser  beidea 
Pttnkte  erhält.   Die  immer  sehr  kleine  Zwischenzeit  iwiiehen  dem 
Entstehen  und  Erlöschen  wird  unberücksichtigt  gelassen  oder  als 
verschwindend  betrachtet,  und  daher  die  Erde  während  der  ganzen 
Dauer  des  Phänouieus  als  ruhend  im  Räume  angenommen^  weshalb 
wir  uläo  auch  jetzt  das  Coordioateusystem  der  oti^^z^  werden  zum 
Grande  legen  kdanen,  Darch Jeden  Beoliaehtungsort  und  die  bei- 
den von  aemaelbea  aaeb  der  SteriiMbnoppeD-Balin  orezogenen  Ge- 
sichtslinien wird  eine  Ebene  gelegt,  und  die  Sternsciinuppen-Babn 
als  die  Durclischnittsliuie  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Ebenen  betrachtet.    Diese  Berechnungsart  hat  otVenbar  den  Vortheil, 
dass  bei  ihr  nicht  angenommen  wird,  dass  die  Sternschnuppe  von 
beiden  Beobachtern   gleichzeitig  entsteheud  uod  gleichzeitig  er- 
löschend geieben  wird»  eine  Annahme,  die  allerdings  nur  unter  der 
Yoraussetsung  eines  gans  plötzUcben  Bntstebeos  und  Erlöschena 
der  Sternschnuppen  xnlässig  ist,  gegen  deren  Richtigkeit  nament- 
lich Bessel  sehr  gegründete  Zweifel  erhoben,  nnd  eben  deslialb 
die  vurlicr  in  kurzen  Umrisscu  dart^^eh  t:  Le  neue  Berechnungsart  in 
Vorschhig  gebracht  bat,  die  aller(ll[iL''s  aucli  geometrisch  genan  ist, 
insoferu  man  die  Bahnen  der  Sleruäcbuuppeu  während  der  Dauer 
Ibrer  Sicbtbarkeit  als  geradlinig  nnd  die  Zwisebenneit  twbcben 
den  Momenten  des  Entstehens  und  Erlöschens  als  verscbwindend, 
die  Erde  also  wibrend  dieser  Zeit  als  rnbend'lm  Raune  betiMli«  • 
ten  darf. 

Indem  wir  nuu  deu  so  eben  in  der  kürze  vorgezeichbcten  Weg 
etwas  weiter  verfolgen  wollen,  bezeichnen  wir,  alle  übrigen  im  *, 
Yorhergehcadcu  gebrauchten  Symbole  auch  jetzt  beibehaltend,  die 
Rectascension  und  DecHnatlen  der  Punkte  cles  Bntstebens.  md  Er» 
loBcbens  an  dem  einen  Beobachtunffsorte  durch  a,  6  und  a',  ^,  an 
dem  andern  Beobachtungsorte  durch  a,,  4^  und  a/,  6/. 

Fassen  wir  zunäcitst  bloss  den  ersten  Beobacbtnng^((rl  in's 
Auge  und  setzen  der  kürze  wegen 

A  =  r  (cos  ip  cos  157— >  cos  a  eot*^  sin  9), 

/?=r  (cos  cjp  sin  157* —  sin  a  cot  d  sin  y), 
A'  =  r  (cos  y  cos  15  T —  cos  a'  cot  6'  sin  gp), 
B'sszr  (cos  9  sin  157--*  sin  af  cot  d'  sin 

so  sind  nach  10.  die  Gleichunsren  der  beiden  nach  der  Sternschnup- 
pen-Bahn  gezogenen  Gesicblslinien 

85.  ofi         cos  o  cot  d+ui,  y,  =«|  sin  a  cot  d-f-,^ 

und 

1 

86.  4?|=»g  cos     cot  d'H-^',     =3«i  sin  tf'  cotd'+-^» 

Die  Gleicbnag  der  dnrcb  diese  beiden  Gesicbts^ien  bestinuntbn 
Bbüne  sei 
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87.'  6%r|-^Z»^,  —  A,«^^ssO; 

sü  ist  uach  85.  utnl  SO.  fiir  jedes 

(C  cos  a  cot  d  —  U  sin  a  cot  S-^E)  »^-^  JC-- BD  — r=0, 
n&d  folglich 

C  cos  o  cot    —  /I  sin  et  cot  ä  ^  Er=z  0, 
C  cos  a'  cot  d'  — sin  a'  cot  J"  — i&=0' 

und 

Also  ist 

— ^)  C-  (B  —  B')D  =  0, 
(coi  a  cot  — doi  a'  cot  (sio  a  cot  ^-*eia  a'  cot  &)  il;=0; 

lud  folglich 

jr>     A^A  ^     cos  «r  cot  J  — '  cos     cot  &  ^ 

~B^ff        «in  a  cot  <f — sia  «'  cot  <f      '  . 

Ferner  findet  maa  leicht 

jp      sin  (g  — «')  cot  J  cot  J*    ^  '  ' 
^«n  «  cot  if — ^sin  «'  cot  «T  . 

ud 

^  ^(sin  a  cot  J — sin  a  cot  (T)  —  Zi'(cos  «  cot  cf — cos  a*  cot  ^ 

"~  sin  «  cot  cf — sin     cot  d*  " 

4 

Daher  kanii  nan 

C=8in  ce  cot  (f — sin  a'  cot  <f, 
21  =  Cosa  cot  d«-«cos  cc'  cot  d', 
,  i?sain  (a^o')  cot  d  cotd'» 

Setil  UM»  also  jetzt  fiir  den  eioen  Beohacl^tangiort ' 

A'=.r  (cos  9  cos  IST — cos  «  cot  d  sin  9), 
=  r  (cos  9  sin  15  T — sin  a  cot  d  sin  y), 
XA'zslt  (coa  9  coa  IdST-^coi  a'.  cöt  il'  aia  ijp)« 
8S.  lB',=r  (cos  9  sin  15T-^  sia     cot     ib  9)), 

C=:  sin  «  cot  (J  —  siu  a'  cot  <J', 
'Bzzzcos  et  cot  d  —  cos  a'  cot  d*, 
i?:=ain  (ar-aj  cot  d  cot  d' 

aid  för  den  andern  BeobacUtungsort 
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=  r^  (coi  9(  cot  IST,  — COB  «I  cot      sin  y,),  . 

=rj  (cos  <jpj  'sin  IST,  —  siq       cot      sin  y,), 

|^/=^r|  (cos  $P|  cos  15 —  cos  a/  cot       sin  9p,), 

89.  ^/^/ssr^  (cos      mu  157,  —  ain  a,'  cot  if«'  «io.  9t)$  ' 

Ci  =8to  «,  cot  Sj  —  sin  a,'  cot  Sj\ 

=:C0S  «1  Cüt  Ji  ■ — COS        cot  (Jj'j 

JE'j  =stii  («,  —  a/)  cot  J|.  cot  d,'; 

so  sind  die  GleichuDg^CD  der  beiden  durch  die  BeobacktnngSf^O 
und  die  entsprechenden -GesiGhtsluiien  gelegt  cd  Ebenen 

oder 

C, (^,  r- -  /^.(yt  —  -ff.)  -  ^1*1  =  O5 

und  diese  Gleichungen  sind  also  auch  zugleich  die  Gleichungea  der 
DurcbscbnittsÜDie  der  beiden  in  Rede  stehenden  Ebonon»  d.  i.  dio 

Gleichungen  der  Sternsrlinnpppn  -  Bahn.  EHminirt  man  aus  diesen 
Gleicliiinsfen  nach  der  Reihe  ^s,»  y,»  so  eihält  man  die  drei 
folge tidpu  Gleichungen: 

^{J,C,-^B,D,)Ez=Q, 
}^CO^  —  C,B)a;,'-\'{DE,  -^If.E)»,  —  {AC^BD)D, 

  • 

welche  die  Gloichnnp;en  der  Pr^octipnen  der  Sternschnuppen -Bahn 
auf  den  drei  Coordinatenebenen  sind*  Die  Gleichungen  der  Pro- 
jectionen  einer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  u.  i.  den  !Mit- 
telpunkt  der  Erde,  gelegti^n,  der  Sternschnuppen -Bahn  parallelen 
geraden  Linie  sind: 

/  ( CiB,  —  —  (/>^,  — 2s=  0, 

93.  \(CB^  —  -I-  {DE,  —  B,E\»^  ss  0, . 

{(CD^  —  C,D)y^  -4- (CE,  —  CyE)%^  =0. 

Be/j'icIitM't  H  die  Rectasccusion  des  Punktes  der  Sphäre,  in 
welcheui  ilicseibc  von  dem  uui  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
«^1^1  lie^e^doa  Tlieilo  der  in  Rede  stehenden  Lwie  gescbnitteo 

ist)  nach  den  Principien  d^  analytischen  Geometrie  ^ 

»4.  tnngÄ=r^||_^'^^,  . 
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wobei  ■•B  sn  beachten  hat»  dasaiRiiMMr  .^iitiT.im4  affeubar  nie 
grasser  als  180<^  ist 

Feiner  sei  2V       DecliDatioD  des  Panktes,  io  welehem  die 

Sphäre  yon  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  lie« 
^enden  Theile  der  dnrch  den  Anfanir  <lor  Coerdinaten  mit  der 
iSfprnscIinuppcn-Bnlin  parallel  gezogenen  geraden  Linie  p^eschnitten 
wird,  wobei  man  nicht  xu  übersehen  hat,  dass      ptisitiv  oder  ne- 

Sativ  ist,  jeoacbdeui  der  in  Rede  stehende  Theil  der  durch  den 
nfaog  der  Coordioaten  «it  der  Stemebnnpiiea-BBbn  par^illel  ffe- 
zogenen  geraden  Linie  .anf  der  posHiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  4?^^,  liegt,  89  ist  nach  dbn  ^riacipien  der  analjtiscben 
Geometrie 

md  folglich  ^  .  ; 


tang  A»  =  T7T7r-3r 


also  nach  94.,  wie^pi^o  hichi  iindet, 

95.   tang      =  (m^S^'  • 
Nach      ist      -  • 

die  Gleichung  der  Projection  der  durch  den  Anfang  der  Coordina- 
teu  mit  der  Sternschnuppen -Bahn  parallel  gezogenen  geraden  Linie 
auf  der  Bbene  der 

Ist  nun  zuvörderst  il<^90^,  ittso  ^os  H  pöutiv,  ab  ist  offen- 
bar  nnd  folglich  anoh  tang  positiv  oder  negativ,  jenachdena 
in  obiger  Gleichung  ^1  nnd  %i  gleiche  oder  nngleiche  Foneiehen 

haben,  d.  i.      oder    ^  ^  )  '      - .  %  ) 

_  CT,  —C\D  .  . 

positiv  oder  negativ  ist,  und  folglich  nach  95.  in  diesem  Fülle 
offenbar 

Wenn  femer  /C>90*,  also  cos  H  negativ  ist,  so  ist  offenbar 
und  folglich  auch  A^.  positiv  oder  negativ,  jenachdem  in  obiger 

Gleichung      und      ungleiche  oder  gleiche  Vorseichen  haben,  d.  i. 

db\^d,b 

negativ  oder  positiv  ist,  und  nach  95.  ist  also  in  diesem  Falle 
offenbar  ^eder,    *  .  *  . 
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Daher  ist  in  völliger 

Bezeichnen  X,  Y  die  Coordioöten  des  Darcliscbnittspunktes  der 
SterasehDoppeD-Bahn  mit  der  £i>eiie  der  w^jf^  oder  out  der  EUat 
des  Aequators;  so  ist  Dach  92. 


und  dnidi  die  ForMelii  94.,  96.  vni  97.  Ist  nan  offeabar  die  Lig« 
der  SteraschDuppen-Baha  im  Raame  TotUtändig  bfstimmf. 

Zur  BestimaiaDg'  von   X  und   Y  erhält  man  auch  aus  den 
Gleich  iinefen  90.,  wenn  aian  ia  deaaelben  je^^X.^  = 
«1  =  0  seuty 

Ci(x-^.)=i>.(y-ir.). 

AIm  ist 


und  folglich 


oder 

und  folglich 


oder 
also 


JK— ^=  ^ 


1  — 


oder 


nad  folglich 


B^Br  BT, 
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Die  Grösse  Y  hn^ti  man  dann  ferner  niUeist  der  Aasdrücke 

Berechnet  aitn  die  Hillfirannkel     ^»  .5^«  vitteist  der  Formeln 

ff  ^  D  D 

so  ist 

oder  *  • 

V        j     i  A      A  \  sin  V>  cos 

— ^"■^^""•^»Z  cos  {  sin  (^^-V^i>* 

und  foI^Ueb 
d.  i. 

Cüü  ^  .sin  {\p  —  ^,)' 

Dttber  hat  mau  jetzt  zur  Berecliuuog  von        Y  die  Formein 

^""^"'^^"^»^cos«  sin  '  . 

^  -^»^  cos  I  sin  (^^ 


99. 


•der«  veui  flum 


100   {A  —  A^s  cos  (^  -i-^J 

*  cos  ^  sin  (^i*  — 


se^s^  die  Formeln 

101.   X=A^K  sin  ^,  r=ri?  — Ji:  coi  ^. 

Die'  kürzeste  Entferming  P  des  Mittelpunkts  der  Erde  von  der 
Sternschnuppen •  Bahn  f  oder  die  Länge  des  von  dem  Blittelpunkte 
4er  Erde  auf  die  Sternschnoppen-Bahn  gefällten  Perpendikels  kann 

«an  auf  folgende  Art  finden. 

Die  Gleioliuiip;  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  durch  den 
Darchschiiiüä{iuiikt  der  Sternschnuppeu -Bahn  mit  der  Ebene  des 
Aequators  gezogenen  geraden  Linie  ist  nach  dem  Obigen 

Y 

102.  o:,, 

r  103.  tangi2==j 

«•tReDf  so  sind  vielmehr 

104.  tang  12,  =0 

die  beiden  Cleichuogen  der  in  Rede  stehenden  Linie.  Weil  fsroor 
nach  04.  und  90«  >  .  . 
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ist;  so  siod  lyacb  03.  , 

105.  tang  /J,  a;» 

die  Gleicbungen  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  mit  der  Steni- 
schnuppPD  -  Bahn  parallel  pezoirpnf'n  ij-praHon  Linie.  B<'7.eichnea  wir 
nun  jeden  der  beiden  186**  nicht  übersteigenden  WiDkcI,  welche  die 
Sternschnuppen- Bahn  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und 
ihren  Durcbschnittspunkt  mit  der  Ebene  des  Aequators  g-ezogenen 
Linie  einschliesst,  durch  0\  80  ist  vermöge  der  Gleiebungen  104t 
und  105.  nach  den  :Privdpten  <d6r  anslytisebei^  Geometrie 

eos0ssdb  '   — ^  ^  


|/(1 -#- tang  Ä»)(l-|. tang  ü.^.^^/ 


und  tolg^lich,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  cus  /i  cos  Jß 
muUiplicirt,  \      '  . . 

106.   cos  0  =  ±coa  ^  CO»  (Ä  — Ä), 

Aut  der  Stelle  erhellet  nun  aber,  dags 

y^r^Mü  6>  l^X»-h  y»  =  =t:X  sin  0  V^l  +  tdiig°il^, 
und  folglich 

107,  JP^d=^~  X  ^ 
'      '  cos  i2 

ist«  wo  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden  mm,  daas-  pa» 

sitiv  wird. 

Die  Gleichungen  93.  der  Sternschnuppen  -  Bahn  können  nun 
auch  auf  folgenden  einfachem  Ausdruck  gebracht  werden. 

Zuerst  erhält  man  aus  92.  und  97.  auf  der  Stelle  die  Glei- 
chungen -  ' 

Ferner  ist  nach  94.  und  96« 

'  Cßi  —  €?,^flBt(/>^,  — U,!^)  tang  Ä, 
DE, /}^E=:^  {CD^  — C^D)  C08  R  cot 
und  folglich 

C£,  —  C,^=r^  (Ci?,  —         sin  Ä  cot  A*  - 

Führt  man  diese  Ausdrücke  TOn  DE^—D^E  und  CB^^C^ 
nno  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

— X— *j  cos/l  cot  ^1  — 3^-^«!  sinÄcotA=0 

oder  * 

108.       =  ces.  /J  cot.  ^,  .yi  =  JT-^.«»  sin  Ä  cot  Ai 

welches  die  Gleichungen  d«r  Starnschnufytn^Baluir  sinit :  Aneh  «f^ 
hält  man  leicht  '  i     •  - 
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(or,  —  X)  fin  ilss=  (y»  —  I)  «e«  Ä 

oder 

109.  '  jcx  sin  H — eos  R  =  X  sin  H —  Y  cos  IL 

Die  GleicboDgeii  der  von  den  Beobacbtuogsorte ,  dessen  geo* 

ceotrisclir  Rroito  (p  ist,  nach  (Icm  Punkte  der  Sphäre,  dossen  Rpct- 
asceusioD  und  Deciinutioti  wir  durch  a  und  d  be^eicUnet  littben» 
gezogeoen  Ge^lchtslinie  sind  nach  85* 

=utf-|-«i  eol  o  cot        B^  +  Si  sin  a  cot 

Bezeichnen  .wir  nnn  die  Coordinaten  des  Durchscbnittspunktes  die- 
ser geraden  I/inie  mit  der  Stcrnscbnu|>pen -Bahn  durrh  ^,  77,  t,\  so 
baben  wir  7iir  Rpstiniinunür  dieser  Grössen  nach  den  Vorhergehen« 
den  die  folgeodcu  Glcicbuugeo:  ^ 

|S  =  ^H-il  cos  a  cot     f^ssü^+C  sin  a  cot  d\ 

*  l|=X+t  cos  R  cot  ^,  17s  F-t-C  ^; 

ans  denen  sich  leicht 

III   r—  djTÄ  =— .-:  ^-jr  

*  cos  a  cot  (f — cos  R  cot  A  sin  «  cot  d  — }>ni  Ä  cot  A 

erglebt.   Diese  Ausdrücke  reichen  in  Verbindung  mit  den  Formeln 

$==^«|-C  €08  a  cot  (fs=X-f-C  *os  ü  cot  ^, 

i5f=//-^-^  hiu  a  cot  0=:  i      i»  cot  ^ 


oder  ' 


113. 


^  X  cos  «  cot  <f — ^  cos  ig  cot  A 

'     '     cos  «  eot  tf — cos  Ä  rot  A  ' 

 Y  sin  <r  cot    —     sin  R  cot  A 

sin  R  cot  d" — sin  H  cot  A 


snr  Bestimmung  der  Coordinaten      17,  ^  bi^» 

Bezeichnen  wir  die  Reotasceosion  und  geoi^ntriscbe  Breite  des 
Punktes  der  Erdohcrlliiclic ,  in  welchem  dieselbe  von  der  von  deni 
Uliltelpunkte  der  Krde  nach  dem  Punkte  (s'/D  SternscliMU[i[)eü- 
iidlju  g(  /0Q:enen  g;eradeu  Linie  geschniUeu  wird,  durch  i^t  uad/ir^ 
so  ibl  ulieuiiaf  iu  völliger  Allgemeinheit  . 

Iii  t^ng  15jp=-|-, 

mit  dor  Bestimmung,  dass  In  dem  Falle,  wo  ^  und  17  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  zwisrlieri  0  und  90"  oder  zwischen  180**  und 
270^  gcuommen  werden  muss,  jeuuchdem  die  Grössen  ^  und  ri  beide 
positiv  oder  beide  negativ  sind;  dass  dsj^egen  in  dem  Falle,  wo  t 
ttad  ^  ungleiche  Vorzeichen  haben,  IST  zwischen  90^  uad  1^^ 
oder  zwischen  270^  und  360^  genommen  werden  muss,  jenachdenL 
\  Iie£:ativ  und  77  positiv  oder  ^  positiv  und  7;  nep^ntiv  isf. 

Bezeichnen  wir  die  teosraphisclie  Liinüfe  des  iu  Reile  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberflärlie  in  Bezug  auf  den  Beobachtunjrsort^ 
dessen  geoceulrische  Breite  ^  ist,  uU  Anfang  der  Längeu  durck 
X,  so  iat 

XsBsl5(!r— ^)  oder  X  =  %m^V^T-^t), 
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jeDachdem  T — t  poutiT  oder  Degativ  Mt,  tmd  die  geographische 
Läoge  des  in  llede  atehenden  Pnoktea  der  Brdoberfliche  ist  Duo« 
wenn  i»  die  geographische  I/än^c  des  BeobachtungsortB»  dessen 
geocentfische  Breite     ist,  beseidinefc 

XH-it  oder  Z;i-t-A.— m%  '  < 

jenachdem  Lt-^-X  kleiner  odcf  grösser  als  360*^  ist. 

Ferner  erhellet  sogleich,  dass  in  ?dUiger  Allgemeinheit 

und  folglich,  weil  %  und  cos  15^  offenbar  immer  cluerlei  Vorzeichen 
haheo»  tang     aber  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  £  hat» 

115.   tang  /i*  =  -|-  cos  15#. 

Dass  man  a^anz  ahnlicbe  Formeln  auch  für  die  Punkte  der  Stern- 
schnuppen-Balm,  welche  den  nach  den  Punkten  der  Sphäre,  deren 
Rpctnscensionen  a',  6'  und  a,,  <J, ;  a/,  sind,  von  den  Beobach-' 
luügsortPD  gfezoi^encn  Gesichtslinien  enlsprecheo,  entwickeln  kann, 
versteht  üicii  von  selbst.      '  -  • 

♦.7. 

>Man  kann  das  Sternschnuppen -Problem  noch  aus  einem  ganz 
andern  (»esirlitspunkte  auffassen,  und  dieser  Gesichtspunkt  würde 
eigentlich  der  strengste  und  allgemeinste  sein,  von  dein  man  über-' 
haupt  ausgehen  kann,  weil  derselbe  gar  keine  andere  Voraussetzup^ 
als  dass  der  Weg  einer  beobachteten  Sternschnuppe  für  die  immer 
nnr  sehr  knrse  Dauer  ihrer  Stehtbarkeit  geradlinig  sei,  in  Anspruch 
nimmt,  worfiber '^ir  hier  nnr  Folgendes  in  der  Kürze  und  bloss 

Sans  im  Allgemeinen  bemerken ,  weil  tbeils  im  Obigen ,  theils  in  • 
em  vorherqrohenden  Aufsatze  (Nr.  XXI.),  schon  Alle^?  enthalten  ist, 
was  zur  Austtilinin^^  (l<  r  Rechnungen,  die  wir  jetzt  andeuten  wol« 
len,  erforderlich  tsfin  dürtte.  •  - 

Wenn  man  sich  durch  die  nahe  Gleichzeitigkeit  der  Beobach- 
tungen, wobei  f.  %•  KU  vergleichen  ist;  die  Ueberzeugung  Ver^ 
schafft  hat,  dass  in  einem  jeden  Ton  Tier  neobacbtungsorten  eine 
und  dieselbe  Sternschnuppe  wenigstens  ein  Mal  beobachtet  worden 
ist;  so  kennt  man  die  Gleichungen  der  vier  von  r!ie«?en  Heobach- 
tnticrsorten  nach  der  Sternschnuppe  gezogenen  geraden  I minien  ent- 
weder nach  15.  in  Bezug"  aut  das  System  der  ooy%^  dessen  Anfang 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist,  wenn  man  auf  die  Buwe^uu^  der 
Brde  um  die  Sonne  während' der  Daoer  des  Phänomens  gehörig 
Rücksicht  nehmen  witl,  wie  es  in  der  Tbat  erforderlich  ist,  wenn 
man  die  grösste  Strenge  zu  erreichen  beabsichtigt,  oder  nach  10. 
in  Bezug  auf  das  System  der  x^y^x^  ,  dessen  Anfnnp;  der  Mittel- 
punkt der  Erde  isi  .  wenn  man  die  Bewe^^unn;^  der  i'>(le  um  die 
Sonne  während  der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  des  Phänomens 
unberücksichtigt  lassen  will,  und  die  Lage  der  Sternschnuppen- 
Bahn,  als  eine  die  vier  in  Rede  stehenden  gegebenen  geraden  Li« 
nien  schneidende  gerade  Linie  betrachtet,  wird  nun  mittelst  der  im 
vorlogen  Aufsatze  vollständig  aufgelösten  Aufgabe  bestimmt  werden 
können.    Es  ist  aticli  hinreichend,  wenn  man  aus  einem  jeden  von 

swei  Booha4;htiing8Qrten^-eine9  ;aiis  einem,  dritten  Bcohachtungtiorta 
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fhipfpg-en  zwei  BeobachtuBffen  einer  Sternschnuppe  hat,  und  die 
Löge  der  lialiii  würde  auch  in  dem  Fallt-,  wenn  man  aus  einem 
jeden  voa  »wei  Beabachtun^hurteu  zwei  üeobachtunsren  einet  Stern- 
scbDuppe  hat,  mittelst  der  m  vorigea  Aufsatze  aufj^eiösten  AufV.iBe 
zu  bestiinmea  sein,  wenn  nan  auf  die  Bewegung  der  Erde  uiu  die 
Sonne  während  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  crehöriff  Rück 
sieht  nehmen  wollte.  Freilich  lässt  die  im  vorigen  Anfiialae  au ftfe- 
loi^e  Anfjrabe  immer  entweder  zwpi  Auflösungen  oder  jrar  keine 
zu;  jedoch  wird  man  gewiss  in  jedem  einzelnen  Falle  aus  den  bei 
demselben  vorkommenden  besondern  Umständen  7u  beurtbrllcr»  im 
StaDde  Bein,  welche  der  beiden  Auflösungen,  wenn  die  Autrvabe 
flberlianpt  nöglieh  ist,  diesem  Failb  entspricht.  Diese  weni-cn  4n- 
dentnpgen  werden  hinreichend  sein,  um  unsere  ABsicbt")  ijber  die- 
nen Gegenstand  deutlich  darzulegen. 


8.. 


I?  A  ^^'fl  -T"*?  noch  zeigen,  wie  mar.  für  einen  Pnnkt  der 
Erdoberflache  die  geocentrische  Breite  </)  und  die  Länge  des  n  ich 
diesem  Punkte  gezogenen  trdradius  r  aus  der  Polhöhc  w  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoheraäche  nach  unserer  Lcbcrzcu- 
gnng  anf  die  einfachste  Weise  finden  kann,  da  diese  beiden  Ele- 
mente im  Obrgcn  bäufig  gebraucht  worden  sind. 

Der  Ualbmesser  des  £rdäquators  sei       die  halbe  Erdaze  sei 

so  ist 

116.  ^ 

die  Gleichung  des  durch  den  in  Bede  stehenden  Ponkt  derErdober- 
fläche  gelegten  Erdmeridians,  wobei  ohne  weitere  Brlänterunff  so- 
gleich  erhellen  wird,  wie  das.  CoordinatensTstem  der  ofv  anffenom- 

men  worden  ist.  ,         ^  ^ 

Bezeichoen  nun  y  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punktes  der  Erdoberfläche,  so  ist  m^cb  den  Principien  der  böbern 

I«  A  A  Hfl  Arn  A 


Geometrie 

117.    «e-_« — _ 


III.  *^y=:^^-(s.^^) 


die  Gleichung  der  d»rcb   diesen  Punkt  gezogenen  Normale  des 
Erdspbaroids ,  und  folglich,  wenn  wir,  was  offenbar  versUttet  ist 
annehmen,  dass  die  Coordinatpn      «y  u^iAä^  «»«u:  :-j  ^ 


 -»      -  .-1'.^..^»,   »»^uii  YTii  ,  was  uiicDnar  ver 

men,  dass  die  Coordinaten  ät,  y  Leide  positiv  sind, 

118.  tang  itf  =  ^^. 
Nun  ist  aber  offenbar 

119.  taug  9>;==i;:i^ 

kidem  man  das  obere  od«r  untere  Zeichen  nimmt,  jcnachdem  der 
Punkt  der  Erdoberflaclie ,  dessen  geocentrische  Breite  w  ist,  m  der 
nördlichen  oder  südlichen  lüUflta  der  Erdoherläche  Als»  i.f 

nach  dem  Vorhergehenden  " 

4 

•)  Diese  Ansieht  wiirde  nni- eirst  dimi  TTellcicht  weiterer  iJerücicsichtigung 
v  rrth  s.  m,  wenn  es  möglich  geworden  ist,  den  Beobachtungen  def 
Sternschnuppen  ein  b$hem  Gnd  Ton  Gtnsnigkeit  sn  geben. 
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ISO.  i2S"==F*-.^.  ' 

0ifferentiirt  m«o  aber  die  Gleichung  llü.,  so  erhäU  man  . 

§[_  ^  ^ 

•Also  ist  nacli  120. 

Setzt  man  die  sogenannte  Abplattung  ao  Ut  ^=sl— a» 

nnd  folglich 

122.  tang  ys=:=t:(l—<»)*  tang 

«■ 

immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  geoommen,  jenachdem  der 
Punkt  Uer  Erdoberfläche,  dessen  geoeentrisebe  Breite  9»  ist,  in  der 
nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 

Den  nach  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Erdoberfläche 
gezogenen  Erdraditts  r  kann  man  nun  anC  folgende  Art  fiadei.  , 
Weilnach  119. 

y=±af  tang  y  ' 

ist,  so  ist  nach  litt« 
und  folglich 

^  </3/y2    a^l,^  cos 

Nun  ist  aber 

r's«*+^  =  ^'(l<4-tang  $p')=«*  sec  9*. 

Also  Ist 

123»  fsss  ■  «' '  ■ '  ',. 

V^«»  sin  ^p*-i--ft»  CQ» 

Auch  ist  <    . . 


cos  SP*-+- ji  sin 
Nacb  121.  ist  aber 

A*^""tang  ^  sin  9  co«  »* 

und  folglich 

w  9»*  +  ^      9^^=  ^  (OOS  y  cos  i»::i=sin9  sin  m), 

d.  i. 

«•    •      .  cos  0)        /■  \ 

cos  9*H- ^  am  9*  =  -^^  cop  (9»:is«»> 
Also  ist  nach  dem  Obigen 
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F  C 


in  obm  oder  wltre  Zeiefceii  genaBMii,  jeaachdcm  dw  PuB[kt 
der  Erdoberflücbe .  dessen  geocentrisclie  Breite  cp  ist»  in  der  ndrd- 
licben  oder  iüdlicheii  Hälfte  der  Brdoberfliclie  liegt 


XXIII. 

üeber  das  vollständige  Yierseit  und  vollstän- 
dige Viereck. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rad  eil 
SU  Berlin. 


1«  Lebnätxe.  ci.  Siad  swei  Gerade  oack  vier  Punktenpaaren  pro- 

jectivisck  und  bleiben  sie  auch  projectivisch ,  wenn 
man  in  der  einen  Geraden  die  Reihenfolf^e  der 

Punkte  unverändert  lässt,  wälirond  man  in  dor  an- 
diitTi  Oeraden  zwei  niclit  uumittelbar  neben  ritim- 
dcr  liegende  Punkte  vcriauscht,  so  sind  diu  vier 
Punkte  in  der  einen  und  anderen  Geraden  lianna- 
niicb  liegende  Punkte* 

P*  Sind  zwei  Strablenbüscbel  nacb  vier  Strablen» 
paaren  projeetiviacb  und  bleiben  sie  auch  projectU 
visdi,  wenn  man  in  dorn  einen  Büschel  die  Reihen- 
folge der  Strahlen  unverändert  lässt,  waltrend  man 
in  dem  anderen  Büschel  zwei  nicht  unmiücloar  ne- 
ben einander  liegende  strahlen  vertauscht,  so  sind 
die  vier  Strablen  in  dem  einen  und  anderen  Streb- 

'  lenbüschel  hannonisch  liegende  Strahlen. 

Beweise,  a.   Sind  die  Geraden  A  und  A'  in  Beziehung  anf  die 

Punkte  a  und  a\  b  und  bf  <  nad  c'»  b  und  b'  projectiviicb)  so  ist 

^ :     =  ^  :  -prp.    Sind  femer  dieselben  Geraden  Jt  nnd  ^  in 

Bezieiiung  auf  die  Tunkte  a  und  c'>  b  und  h\  c  und  a',  b  und  t)' 

.  12* 
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projectivisch,   so  ist  auch  g  '     ^       •  Hieraus  folgt. 

a'b'    c'6'       c'b'    a'b'     ,      .     .   „  .  „   ^  ,a'b\^ 

•  TF      W  =         ■''^  ^""^^  MulipUcrtion  (^)«  =  (-p^)», 

also  aucli  a'b'  :  =  c'b'  :  c't'  d.  b.  a',  b',  c',  und  fo%üch 
sind  auch      b,      b  harmoniscU  lie^eude  Punkte.  ^ 

8,  Sind  die  Stfablenbusehel  89  und  S3'  in  B«Bie1iaii|f  auf  die 
Strahteo  a  und  0',  ^  und  &i  c  und  r',  r/  und  d'  projectmacli,  und 
legt  man  durch  den  ersten  Büschel  die  Gerade        welche  die 
Stralilen  tlcsselbpn  respecfn  0  in  dpti  Punkten  a,  b,  c.  b  schucidof, 
durch  den  Büschel       aber  die  (ierade  u4\  welche  die  Strahlen 
desselhiMi  respective  in  den  l'uukten  vi',  b',  c',  b'  schneidet,  so  sind 
auch  ilie  Geraden  ul  uud      nach  den  Punkten  a  und  a',  b  und  b'» 
C  nnd  c',  t  und  b'  projectiviseb.    Sind  nnn  auch  die  Strahlenbi- 
nebel  §B  und  §B'  nach  den  Strahlen  a  und  c',  h  und      e  nnd 
d  nnd  r/'  pTojectiYisch ,  so  sind  auch  die  Geraden  A  nnd  A'  nach 
den  Punkten  a  und  c'.  b  und  b',  C  und  a'.  b  und  b'  projectivisch. 
Hieraus  fV>lij;t  nach  («),  dass  die  Punkte  ci,  b,  c,     und  a'.  b',  c',  b' 
zwei  (Miij)pen  haruioniscli  liegender  Punkte  bilden;   folglich  sind 
auch  die  »Strahlen      ^>  so  wie  a\  O  y       ä  harmonisch  lie- 

rnde  Strahlen. 
Lehrsätze«  ct.  Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
ständigen Vierseits  bilden  mit  den  Dnrchschnitts- 
punkten  dieser  Diag-onale  und  der  holden  anderen 
l)i:5cronaien  des  Vierseits  vier  haruioniscli  liec-ende 
Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  crsteren  uud  die 
beiden  letzteren  Punkte  harmonisch  zugeordnete 
Punkte/ 

ß.  Je  iwei  gegenüberstehende  Seiten  eines  voDstan- 
digen  Ticrecks   bilden   mit  den  Verbindungslinien 

des  Durrlisclinittspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Durchsclmittspunkte  der  beiden  anderen  Paare 
gej^enühersteliender  Seiten  des  vollständicren  Vier- 
ecks harniouisch  liegende  Strahlieu  und  zwar  sind 
die  beiden  enteren  Selten  nnd  die  beiden  letzteren 
Verbindungslinien  harmonisch  mgeordnete  Gerade. 
Beweise  a.   Betrachtet  man  in  dem  Vierseit  1 11  III  IV  (Taf.  II. 
Fig-.  1  )  die  beiden  Dinc^onalen  n  b  c  b  und  a'  b'  c'  b',  so  sind  sie 
nach  den  Punkten  a  und  n',  b  und  b',  c  und  c',  b  nnd  b'  perspectivisch, 
%vcil  sie  ihren  perspectivischen  Mittelpunkt  in  iQ  haben.  Dieselben 
Diagonaleu  biuii  aber  auch  nach  den  Puukten  a  und  c',  b  und  b\ 
t  und  9i\  b  und  b'  perspectifisch ,  iveil  sie  flir  diesen  Fall  ihren 
perspectivischen  Mittelpunkt  in  SB'  haben;  folirllcb  sind  a,  b,  r,  5 
und  o',  b^  c',  D'  harmonisch  liegende  Punkte  (1.  a.).   Auf  dieselbe 
Weise  lässt  sich  aber  der  Sata  auch  für  die  dritte  DiagoOale  he- 
weisen. 

ß,  Betrarl.tet  man  in  dem  Viereck  I  11  III  IV  (Taf.  11.  Fig.  2.) 
die  Strahleuhu^clicl  a  h  c  d  uud  a'  ö'  c'  d\  s»  sind  sie  nach  den 
Strahlen  a  nnd  a\  b  nnd  -  ^  »nd  -0'«  d  und  ^  pcrspectivisch, 
weil  sie  ihren  perspeclimchen  Dnrchsehoitt  in  A  haben.  Dieselben 
Strahlenbüschel  sind  aber  auch  perspectiviseh  nach  den  Strahlen  m 
und  r',  h  im  !  Ij\  c  und  a',  d  und  d\  denn  sie  haben  für  diesen 
Fall  ihren  perspectivischen  Durchschnitt  in  folglich  sind  die 
Strahlen  d  und  o",  6',  dy  d'  harmonisch  liegende  Strah* 
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]en  (1*  AJ*  .BbfD^o  JäMt  uek  die«  fiur  dM.  dritte  Seitenpaar  Jm- 
weisen. 

\  ^'  Anmerkong.  Per  unter  (1)  initgetbeilte  Satz  dürfte  um  so  be- 
■i^rkeDsimAcr  id^s«  da  er  gaot  allgemein  daa  VerhältDiss  angiebt, 
-nrelcbes  den  'larfiiottiach  lieffeoden  Ponkteo  abd  Geraden  in  Be- 
m|9^g  auf  die  projectivisclien  Punkte '  nnd  StrahleobQschcI  zu- 
kommt.  Er  fübrt,  wie  wir  gesehen »  ann  einfachsteD  Beweise  dea 
Lefarsatzes  (2)  und  weist  diesem,  welcher  in  dor  neueren  Geometrie 
eine  so  bedeutende  ßoUe  spielt,  seine  eigentliche  Stelle  in  der 
letsteren  an./ 


XXIV 

Von  der  Projection  der  Fi^reo  in  einer  und 

derselben  £beiie. 

Von  dem 

HeiTD  Doctor  Rädell 

zu  Berlin. 


PoDcelet  bat  in  seinem  berübrnteu  Werke  Propridt^s  pro- 

t'ectives  des  tigures  nach  Mo nge^s  Vorgang  die  Projection  der 
'iguren  dazu  angewandt,  unregrelmSasiffe  Figuren  auf  regelmässige 
anruekzufübren  und  die  Eig^nsäaften  der  ersteren  ans  den  leichter 
na  entwickelnden  Eigenschaften  der  letzteren  abzuleiten,  indem  er 
S.  B*  aus  den  Ecken  einer  beliebigen  geradlinigsten  Figur  nach  ir« 
gend  einem  Punkte  ausserbalb  der  Kbcnc  gerade  Linien  zieht,  die 
dadurch  entstandene  Pyramide  durch  eine  neue  Ebene  dergestalt 
schneidet,  dass  der  Schnitt  eine  einfachere  Figur  wird,  als  die 
urspräofflicbe,  und  nun  die  Beziehungen  dieses  Vielecks  aus  den 
Eig^enschaflten  des  Durchschnitts  ableitet»  Wie  man  sieht,  werden 
hiedurch  stereometrische  Betrachtungen  eingefiihrt,  welche  der  ur- 
sprünglichen Figur  und  ihren  Eigenschaften  an  und  für  sich  fremd 
sind,  und  es  scIiien  mir  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  ob  der 
Durchgang  durch  die  Sterrometrie  nicht  ganz  und  gar  yennieden 
werden  könnte.  Die  Möglichkeit  ergab  sich  daraus,  dass  die  zu  {iro- 
jicirende  Ebene  und  die  Projectionsebene  jeden  beliebigen  Winkel 
mit  einander  bilden  können  und  dass  man  dieselben  also  nur  um 
ibren  Dtirchsohnitt  zu  drehen  hat,  bis  beide  Ebenen  auf  einander 
fallen,.  •  —  <Icr  That  habe  ich  meinen  Zweck  auf  einfachem 
Wegs  ^reicht  und  Reaidtate  gewonnen,  deren  Entwickelung  ich, 
 1A»  rack  Bickt  neu  sind,  wenigstens  noch  nirgends  so  elementar 
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gelesen  habe.  Da  sieb  dieier  Hieil  der  Geometrie  ilberdtea  von  dfer 
weometrie  ODserer  Zeit  ganz  absondern  lässt  and  in  seinen  Be- 
trachtungen eben  so  einfach  ist,  als  dipsc  letztere,  so  halte  ich  ihn  ' 
um  so  mehr  für  geei2:Tirt,  h'w.r  mitgrtlirilt  zu  werden,  als  sich  da- 
durch mancher  Lehrer  bewogen  fühlen  ilürfte,  vermitteist  desselben 
seine  Schüler  mit  den  hauptsächlichsten  Resultaten  der  neueren 
.  Geometrie  bekannt  zu  machen.  Man  begreift  leicht,  dass  sich  nicht 
alle  Anwendungen  dieser  Lehre  hier  ausgeführt  finden»  der  Selbst- 
lernenden* willen  glaubte  ich  aber  in  der  Entwickelang  der  Prinsi- 
pien  etwas  ansfuhrliclier  sein  zu  dürfen. 

Ton  der  Projection  dex  geradlinigten  Figuren. 

1.  Erklärung.  Wenn  irgend  eine  vielseitige  Figur  a  b  c  b 
dergestalt  gezeichnet  ist,  dass  ihre  Ecken  in  den  Strahlen  eines 
«  Strahlenbüschels  a  6  e  ä  zu  liegen  kommen ,  so  sajift  maUj  die  Fi* 
gnr  und  der  Strahlenbüscbel  liefen  per suecti viscb  und  jede 
FrKr  der  Fia:ur  entspreche  demjenigen  Strahl,  in  welchem  sie  liegt, 
jccle  Seite  der  Figur  aber  demjenigen  Winkel,  welchen  die  durch 
ihre  Endpunkte  gehenden  Strahlen  des  Strahlenhiischels  mit  einander 
bilden,  in  Taf.  II.  Fig.  3.  entsj)i  c  rlii  n  .Mch  also  a  und  »,  b  und 
C  und  c,  b  und  d',  so  wie  ab  und  L.i**^'^)y  und  £.  (</t)>  ab  uud 
L{f^d),  bc  und  und  L(^^)>       und  L{cä)  perspec- 

tivisch« 

2.  Aufgabe.  Es  sind  drei  Strahlen  eines  Strahlenbüscbels  und 

ein  Dreieck  gegeben,  man  soll  beide  Figuren  in 
perspectivische  Lae'e  briniren  ,  derirestfilt,  dass  je- 
dem gegebenen  Strahle  eiue  gegebene  Ecke  des 
^  Dreiecks  entspricht. 

Analyse.  Ist  Taf.  11.  Fig.3.  «r,  ^,  c  der  StralUeubüscbel  und  a  b  c 
das  Dreieck,  sind  a  und  b  und  ^,  c.  und  e  entsprechende  Stücke, 
.  3^  aber  derjenige  Punkt,  von  welchem  aus  die  nach  b,  c  gezoge- 
neu  Strahlen  einen  dem  <ar,  ^,  c  congrnenten  Strahlenbüscbel  bil- 
den, so  muss  X  1,  in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher 
über  der  Sehne  ab  einen  Periphcriewlnkel  gleich  (ab)  hat  und 
2j  in  der  Peripherie  eines  anderen  Kreises,  welcher  über  der  Sehne 
(IC  einen  Pcripheriewinkel  gleich  (ac)  hat.  Demuacb  wird  H 
also  im  Durcbscbnittspunkte  beider  kreise  liegen. 

3.  ZnsÜtze.  a.  Jedes  beliebige  Dreieck  kann  mit  jeden  be- 
liebigen drei  Strahlen  eines  Strahlenbüscbels  perspectivisch  gelegt 
werden  und  zwar  so,  dass  jeder  beliebige  Strahl  des  Strahlenbfi* 
scbels  jeder  beliebigen  Ecke  des  Dreiecks  entspricht,  aber  nur  aaf 
eine  einzige  Weise. 

6»  Eine  mehrseif 1  igur  liisst  sich  nur  unter  besonderen 
Bedingungen  mit  den  Strahlen  des  Strahleulnibcliels  perspectivisch 
legen  uud  zwar  auch  in  diesem  Falle  nur  auf  eiue  einzige  Art. 

r.  Zwei  Dreiecke  (oder  swei  mehrseitige  Figuren)  können  nur 
auf.  xwei  verschiedene  Arten  mit  den  Strahlen  des  Strableobüschels 
uerspectivisch  gelegt  werden,  wenn  jeder  Strahl  des  Strahlen- 
büscbels einer  gegebenen  Ecke  entsprechen  soll;  und  zwar  einmal 
so,  dass  beide  Dreiecke  (oder  mehrseitige  Figuren)  entweder  auf 
derselben  Seite  des  Durchscbnittspunktes  der  Strahlen  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  desselben  liegen. 

A.   Erklärung.   Liegen  zwei  Dreiecke  mit  ein  uud  demsel« 
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ben  Stralilenbüscbei  perspectivisch ,  so  sag-t  maiij  die  Dreiecke  lie- 
g-en  unter  sich  p  ers  p  e c  ti  v  i  srl( ;  betrachtet  die  drei  Ecken  des 
eioeu  Dreiecke  als  Projectiuiieu  der  drei  Eckeo  den  uudcreii) 
nDd  die  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  als  Projeetionen  der 
drei  Seiten  den  nodereo  Dreiecks»  Den  lüttelpuakt  des  Straklen* 
büscbels  nennt  man  den  Anfangspunkt  der  Protection. 
&  Leiirsatsu   Liegen  zwei  Dreiecke  perspectivisch,  so  liegen 

die  Durcbsclinittspiinkte  Direr  entsprechenden  Sei« 
ten  in  einer  und  derselben  Geraden. 
Beweis.  Sind  (Taf.  !l.  Fijr.  4.)  a  b  c  und  a'  c'  die  beiden 
Dreiecke,  welche  dergestalt  iügeu,  duss  aa\  bb'y  u'  sich  in  dem 
Pimkle  IB  selineiden,  so  aollen  /,  a  als  respectire  DnrchscIiDite 
TOB  0^  nnd  oV»  ac  und  aV,  bc  nnd  W  ii^  einer  und  derselliett 
Geraden  liegen. 

Man  ziehe  durch  b  ha"  parallel  mit  h\V  und  bc''  parallel  mit 

bV,  verbinde  a"  mit  c"  und  verlängere  diese  VerbifidiHiprslinie,  so 
wie  ac^  bis  sie  sick  in  schneiden,  ziehe  endlich  bfi'*  £s  verhält 
sich  DUO 

'  S3b  '  ^b'=ba'  :  bV  =  ba"  :  bc"  und  da  überdies  vermüge 
der  Parallelität  ^  L  aW,  so  ist  aucb       =^  aV.  Weil 

nun  bc"  =^  c'a  nnd  t%  so  verhält  sich 

cc''  :  cc'=cb  :  ca  =  c&  :  cß ,  also  sind  die  Scbeiteldrefiecke 
biß  und  ucß  ähnlich,  mithin  hß'd^uß,    Ebenso  ist  bßf  VMiii 
folffliclr  liegen  «,      y  in  einer  und  derselben  Geraden. 
0.  Lehrsatz.    Liet^eu  zwei  Dreiecke  in  einer  Kbene  der£i^estalt, 

dass  die  drei  Durcbscbnittsputikte  der  Seilen  de3 
einen  Dreiecks  mit  den  Seiten  des  anderen  Drei- 
ecks in  einer  nnd  derselben  Geraden  liegen,  so 
liegen  die  Dreiecke  perspectivisch;  je  zwei  und 
zwei  Seiten,  welche  einen  Durchschnittspunkt 
bilden,  sind  entsprechende  Seiten  nnd  ikre  End- 
punkte entsprechende  Ecken. 
Der  Beweis  ergieht  sich  sehr  leicht  aus  der  Umkehning  des 
forhergehenden. 

7.  Erklärung.  Die  Gerade,  in  welcher  die  Durchschnitts- 
Miakte  der  entsprechenden  Seiten  sweier  perspecdTisch  liegenden 
breiecke  liegen,  nennt  man  den  Durchschnitt  der  Projection* 
'S*  Znsätze,  a.  Ein  Projectionssystem  ist  festgestellt  1,  durch 
zwei  perspectivisch  liegende  Dreiecke,  2,  durch-  drei  Strahlen  eines 
Strahlenbiiscbcls.  zwei  ursprünffliclic  Punkte  mit  ihren  Projections- 
punkfen  und  die  iiiclitunc^  des  Durchschnitts  der  Projeetion,  3,  durch 
den  Anfangspunkt  der  Frojectiun;  den  Durchschnitt  derselben  und 
einen,  ursprünglichen  Punkt  uebst  seinem  Projectionspunkte. 

ö.  I^ind  in  Taf.  II.  Fig.  4.  in  drei  Strahlen  «s  ^  und  c  eines 
Strahlenbüschels  heiiehlich  drei  Punkte  a,  b  nnd  c  als  ursprüngliche 
und  drei  andere  b'  und  als  Projectionspnnkte  gegeben,  so 
kann  man  dies  als  ein  Proiectionssystem  ansehen,  indem  man  (tB 
und  a'b'  so  wie  ac  und  a't  bis  zu  den  Durcbschnittspunkten  y  und 
Ä  verläne^ert  und  durch  die  Punkte  y  und  ß  den  Durchschnitt  der 
Projection  legt.  Zu  jedem  neuen  Punkte  b  in  irgend  einem  Strahle' 
d  des  Strahleuhüschels  iiudet  man  dann  den  Projectionspunkt,  in* 
desi  man  b  mit  einem  der  ursprünglichen  Punkte  s.  B.  a  verMn« 
det>  die  VerblndttUffslinie  ba  bis  sum  Durchschnitt  der  Projection 
Tüilnf^y  dienen  Burchachnittapunkt  ä  mit  dem  Projectionapnnkte 
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dei|  arsprÜDglicheD  Punktes  a  verbiodet  und  die  VerbiDdungsliDia 

1)ts  zum  üurcbscbnitt  mit  dem  Strahl  d  verlängert.  Dieser  Durch- 
ssclniittspunkt  V  ist  alsdunu  der  Projecttoospuakt  des  gegebenen 

Punktes  t). 

Anmerkung.  Wäre  die  Linie  da'  parallel  dem  Strahle  r/,  so 
würde  daraas  bervorgebea ,  dass  der  Tunkt  b  keioea  -P^ojeetiona- 
pqnkt  bat»  oder  dass  fttr  das  zu  Gründe  liegende  Projectionssyslem, 
wie  man  zu  sagep  pflegt^  der  Projeetionspnakt'  von  b  im  Üoead« 

liehen  liegt. 

c.  In  einem  jeden  fcstc^estellten  Projectionssysteme  bat  jeder 
^c^ebene  Punkt  nur  einen  einzigen  Projectionspunkt,  welcher  mit 
ihm  in  demselben  Strahle  liegt  Jeder  Punkt  des  Durchschnitts  der 
Projection  aber  ist  zugicicb  sein  eigener  Proiectioaspunkt;  -ao  wie 
jeder  Strahl  der  Riebtung  nach  sein  eig^ener  Projectionsstrahl  ist. 

d*  Betrachtet  man  in  einem  Projectionssjsteme  die  Projections« 
punkfo  als  ursprüngliche  Punkte,  so  sind  die  nrsprüaglieben  Paokte 
die  i*rojcctions[)unktc  dieser  letzleren. 

e.  Alle  Projcetionspunkte  der  Punkte  einer  und  derselben  Ge- 
raden bilden  gleicbfulls  eine  Gerade,  und  umgekehrt:  liegen  die 
Projeetionspunkte  mehrerer  Punkte  ia  einer  Geraden,  so  liegen  dio 
Punkte  selbst  in  einer  Geraden« 

f.  Um  eine  Gerade  au  projiciren  hat  man  nur  swei  beliebige  . 
Punkte  derselben  zu  projiciren  Und  diese  Projeetionspunkte  n^t 
einander  zu  verbinden. 

g".  Eine  Gerade  und  ihre  Projection  werden  durch  jeden  durch 
den  Auluugspuukt  der  Projection  gebenden  Strub!  dergestalt  gc* 
schnitten,  dass  der  Durchscbnittspuakt  der  eraterea  den  Dnrcb« 
scbnittspunkt  der  letzteren  zur  Projection  hat. 

9.  Zusätze,  a.  Die  Projeetionspunkte  von  vier  harmoniscli 
liegenden  Punkten  sind  wiederum  vier  harmonisch  lieg^ende  Punkte; 

/y,  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Punkte  dcrfirestalt, 
düss  die  Projection  eine?*  dieser  Punkte  in  die  Mitte  der  beideu 
anderen  einander  barmouiscb  zugeordneten  Punkte  fällt,  so  fällt 
die  Projection  des  yierten  Punktes  ins  ünendlicbew 

c,  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Punkte  dergestalt^ 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  so 
fällt  die  Projection  des  demselben  harmonisch  ^M'jeonlnrtcn  Punk- 
tes in  die  Mitte  der  Projection  der  beiden  anderen  Punkte. 

d,  Ivusseu  sich  vier  Punkte  einer  Geraden  dergestalt  projici- 
ren ,  dass  die  Projectiuu  des  einen  derselben  in  die  Mitte  der  Pro- 
jectionen  zweier  anderen  und  die  Projection  dea  vierten  Pooktea 
ins  Unendliche  fällt,  so  sind  die  vier  ursprünglichen  Punkte  harroo« 
nisch  liegende  Punkte,  und  der  erste  una  vierte,  so  wie  der  zweite 
und  dritte  Punkt  sind  einander  hnrmonisch  zug'eordnet. 

10,  JUehrsatz.    Der  Durchscboittspunkt  zweier  Prnjecfionsgera- 

den  ist  der  Projectionspunkt  des  Durcbschnitts- 
punktes  der  beiden  projicirten  Geraden. 
Beweis.  Ist  aV  die  Pro|ection  von  ab  und  cV  die  Projec- 
tion von  cb,  so  ist  der  Projectionspunkt  Irgend  eines  Punktes 
sowohl  der  Geraden  ab  als  auch  der  Geraden  cb,  well  er  In  aV 
und  c'b'  liegt,  folglich  ist  e'  der  Projectionspunkt  von  i  a)a Durch« 
scbnittspunkt  von  ab  und  cb. 

II.  Zusätze,  a.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden 
in  einem  einzigen  Punkte,  so  schneiden  sich  ihre  Projectiouen 
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» 

S;ieichfuilä  iu  eiDem  eiDzige&  Punkte  und  umgekehrt:  schDeiden  sich 
le  ProjectiontB  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  einem  einzi* 
H^en  Punkte,  lo  tehneiden  nch  die  Clecsden  selbst  in  eine»  ein« 

nlgen  Punkte.  .     .      '       *  , 

b.  Die  Projectioneii  tod  vier  harmonisch  liegenden  Geraden 
sind  gleichfalls  vi^r  harmonisch  Hpjrendc  fiontden  und  omgekehrt: 
liegen  die  Frojectioiim  von  vier , Geraden  harmonisch»  so  liegen  die 
Geraden  selbst  barmutiist  h. 

e%  Prajicirt  man  vier  hfirmoniscb  liegende  Geraden  dergestalt, 
dass  die  Projectienen  irffend  zweier  einender  harmonisch  zugeord* 
Beten  Gereden  auf  einaniler  senkrecht  zn  stehen  kommen,  so^^hildea 
die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden  mit  jeder  PiojcISfetion 
der  beiden  erstcren  gleiche  Winkel. 

d,  Projicirt  man  vier  harmonisch  Iip2;ende  Geraden  dcrgfestalt, 
ciass  die  Projectionen  irgend  zweier  einander  harmonisch  zugeord- 
neter Gerad|*n  mit  den  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden 
gleiche  Winkel  bilden,  so  stehen  die  Projectionen  der  beiden  er« 
steten  Geraden  anf  einander  senkrecht. 

Lessen  sich  Tier  Strahlen  eines  Strahlenbiiscbels  dergestalt 
projiciren,  dass  die  Projectionen  zweier  dersefhen  anf  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden 
mit  denen  der  beiden  ersteren  j»"leiche  Winkel  bilden,  so  sind  es 
vier  harmonisch  liegende  Strahlen,  und  die  beiden  ersten  und  die 
beiden  letzten  sind  einander  hannonisrh  zusreordnet. 

12.  Autgabe.   In  einem  beliebigen  Strahl  eines  gegebenen  Pro« 

jectionss^stems  denjenigen  Pnnkt  zu  finden,  des» 
sen  Projeetion  im  Unendlichen^ liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.ll.  das  gegebene  Projectionseystc  m,  b 

der  gewählte  SStrabl  und  ;  derjenige  Punkt  desselben,  dessen  Projec- 
tion  im  Unendlichen  liejr«»n  sol! ,  so  moss,  wenn  man  ya  dergestalt 
verlängert,  dass  es  A  in  sclitieidct  und  durch  ^  und  a'  die  Linie 
\^  zieht,  diese  Linie  mit  //  parulJcl  sein.  Da  nun  der  Punkt  a'  mit 
dem  Projectionsäjstem  gegeben  iät,  so  ist  hierdurch  die  Riclituug 
▼on  iif,  se  wie  audt  me  vop  siit  bestiamt,  folglich  auch  def^ 
Punkt  y. 

Zusatz.  In  ciaem  jeden  gegebenen  Projectionssjsteme  existirt 
für  jeden  Strahl  ein  Punkt,  dessen  Projection  im  Unendlichen  liegt. 
I.3.  Lehrsatz.   Liegen   die  Projectionen  zweier  Punkte  einer  . 

Geraden  im  Unendlichen,  so  liegt  die  Projec-  ♦ 
tion  eines  jeden  anderen  Punktes  dieser  Gera- 
den  gleichfalls  iiu  Unendlichen. 
Beweis*    Liegen  die  Projectienen  zweier  Punkte  einer  Ge- 
raden im  Unendlichen,  se  liegt  die  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Projectionen  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen,  weil  sie 
nicht  durch  den  Anfangspunkt  des  Projectionssjstems  gehen  kann. 
Es   wird  folglich   auch  jeder  Punkt  der  ursprünglichen  Geraden 
seine  Projection  im  Unendlichen  hieben,  weil  diese  sich  in  einer 
Geraden  befindet,  die  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen 
liegt. 

Znsati.  Liegen  die  Projectienen  dreier  eder  mehrerer  Ptokte 
eines  ProjectionssTStems  im  iJnendlichen,  so  liegen  die  Punkte 
selbst 'in  einer  nnd  derselben  Geraden. 

14.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Projectionssysteme  dieje- 
nige Gerade  zil  eonstmiren,  deren  Projeetioo  im  Unendlicken  liegt. 
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Analyse.   Ist  (Ta£  IL  Fig;  5.)  |;n>  die  Terlanrte  «Gerade»,  so 

müsspn  die  Projectioncn  von  p  nna  ro  im  ünendlichen  liesren  und 
ist  dieses  der  Fall,  so  hat  jecier  Punkt  von  fn>  seine  Projectioo 
im  Unendlichen.    Hieraus  hestimnit  sich       nach  (12.). 

Zusatz,  in  einem  jeden  gegebenen  Projectionssjsteme  giebt 
üs  eine  nod  iwar  nur  eine  ciazige  Gerade,  parallel  mit  dem  Dnrdi» 
«ebnitte  der  Projection,  derea  Projeetioa  im  üneadlidiea  liegt. 

15.  Aufgabe.  In  einem  Projectionasysteme  ist  die  RicÜug 
des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen,  man  soll  denselben  so  be- 
stimmen, dass  die  Projection  eiaes  gegebenea- Poaktea  im  Cnend- 
Ucben  liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  11.  Fig. 5.  das  gegebene  Projectionssystem, 
sind  ab  und  aV  bis  zum  Durchscbaittspunkt  y  verlängert,  so  miiat 
der  gesoebte  Dorcbacbaltt  der  Projeetioa  A  durch  y  geben.  Ist  ferner 

(  der  Pnnkt,  dessen  Protection  im  Unendlichen  liegen  soll,  zieht 
man  %gi ,  verlängert  |ra  bis  znm  Durchschnitt  y  mit  A  und  verbin- 
det endlich  mit  a',  so  muss  diese  Verbindungslinie  j)'  parallel 
mit  dem  Strahle  b  sein,  in  welchem  Ji'  liesrt.  Hierdurch  ist  zu- 
nächst die  Lage  von  \^  und  dann  veruiiueUt  des  Durchschnitts 
derselben  mit  fa  ein  zvreiter  Punkt  ^  bestimmt,  durch  weichen  die 
Gerade  A  gleielrfalls  gehen  moss» 

16.  Zusätze.  ' a.  In  jedem  Projectionasysteme,  in  welchem  die 
Richtung  des  Durcbachnitta  nnbestioMit  gelassen  ist,  lässt  sich  diese 
Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise  dergestalt  be- 
stimmen, dass  die  Projection  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  im 
Unendlichen  liegt. 

b.  In  einem  jeden  Prujectionssysteme,  in  welchem  die  Rich- 
tnng  des  Dnrebscfanitts  der  Projection  nnbcatimmt  gelassen  ist, 
kann  man  diese  Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weiaa 
dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projectionen  zweier  gegebenen  Ge- 
raden parallel  sind,  indem  man  die  Prnjc^ction  des  Imrcbscbnitta 
dieser  Geraden  ins  Unendliche  fallen  lässt. 

c.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Punkte  und  sind  die  Projectiontiu  zweier  derselheu  parallel, 
so  sind  die  Projectionen  aller  parallel. 

d.  Sind  die^  Projectionen  dreier  oder  mehnerer  Geradan  in  ir^ 
gend  einem  Projectionasysteme  parallel  y  so  schneiden  aiek  diese 
Geraden  in  einem  einzirren  Punkte. 

17.  Aufgabe.  In  einem  l*rojectionssystemo  dm  Durchschnitt 
der  Projection  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Projection  einer 
gegebenen  Geraden  im  Unendlichen  liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  5w  das  gegebene  Projectionssystea,^  ^ 
die  Projection  Ton  o,  und  f to  diejeni^  Linie,  deren  Projection  im 
Unendlichen  Heepen  soll,  A  endlich  die  verlangte  noch  onbeknnnte 
Lage  (!ps  Durdischnitts,  so  muss  der  Durchschnittspunkt  von  rrt 
und  die  Parallele  aus  a'  mit  dem  Strahl  It  in  A  liegen;  ebenso 
niiiss  der  Durchscbnittspunkt  von  n?a  und  die  Parallele  aus  a'  mit 
dem  Strahle  c  \n  A  liegen.  Du  nun  die  Luge  beider  Parallelen, 
so  wiO'  die  der  Verbindungslinien  (a  und  n>a  als  bekannt  ange- 
novMien  werden  können,  so  Itot  sieb  ancb  die  Lage  von  A  be- 
stiflpmen. 

Anmerkung.  Schneiden  sieb  ;a  und  die  Parallele  aus  af 
mit  dem  Strahle  d  in  $\  so  kann  man  die  Lage  von  A  auch  da- 
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durch  besümmen,  dftss  man  durch     eiue  Parallele  durch  |t9  sieht 
(14.  Znsatz.). 

18.  ZnnAtne«  a.  let  in  etncn  PtojjeetieoMynlMie  die  Lage 
des  Dnrchaehnitta  der  .Projeetien  uobestimmt  gelassen^  le  kum 

man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  WeiM  dergestalt 
bestimmen,         die  Prejecüon  einer  belieWg  gegebenen  Cleradeii 

ins  Unendlicle  fallt. 

^.  Ist  in  einem  Projectionssjsteme  die  Lage  des  Durchschnitts 
unbestimmt  gdasscn,  so  kann  man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf 
eine  einzige  Weise  dergestalt  bettimnien,  dasa  die  Projeetion  einen 

Iteliebig  gc(rebenen  Vierecks  ein  Parallel ogrMnm  wird,  indem  man 
die  Projectton  der  Durchschnittspunkte  der  gegeDÜbemtelieaden  Sei* 

ten  des  Vierrcks  ins  Fnendlirhe  füllen  iHssf. 

Als  Anwendung  dieser  Tkeorie  mögen  vorläufig  folgende  Bei- 
fpiele  dienen. 

Leliräatz  1.   Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
•tSttdigen  Vieraeits  bilden  mit  den  Dnrchaehnitti* 

pnnkten  dieser  Diagonale  und  der  beiden  ande* 
ren  Diagonalen  des  Vierseits  vier  harmonisch  lie** 
gende  Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  erstcren 
und  die  beiden  letzteren  harmonisch  zugeordnete 
Punkte. 

lieweiä.  Man  projicire  (Taf  II.  Fig.  1.)  das  vulhtäudige  Viereck 
I  II  III  IV  dergestalt,  daaa  die  Prejection  von  fßa'  S3V  ein 
Parallelogranin  wird.  Alsdann  fällt  die.  Projection  Ton  b' 
in  die  Mitte  von  $BS3'»  die  Projeetion  von  b  aber  zugleich 

mit  den  Projectionen  von  a  "n<!  c  ins  Unendliche,  folg-lich 
sind  ^B,  b'/  ^Q,  'b  iu  angeg^eijener  Reihenfolge  harmonisch 
liefrende  Pnr»kte  (9.  Zusatz  ef.). 
Lehräut^  2.    Je  £wei  gegeaubüiätelieude  Sciteu  eines  vollstän- 
digen Vierecks  bilden  mit  den  Verbindangslinien 
des  Durchschnittspunktea  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Dnrdiflchnittspunkte  der  beideu  anderen  Paare  ' 
gegenüberstellender  Selten  des  vollständigen  Vier- 
ecks Larmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind 
die  beiden  erstcren  Seiten  und  die  beiden  letzte- 
ren  Verbinduug&linieu   harmonisch  zugeordnete 
'  Strahlen. 

Beweis.  Mau  proiieire  daa  Viereck  I  II  III  IV  (Tal. Ii.  Fi^.  2.) 

dergestalt,  dass  seine  Projection  ein  Parallelogramm  wird,  alsdann 
fällt  die  Projection  von  a  in  die  Mitte  der  Projection  von  II  und 
lU,  T\eil  die  Projection  von  aß  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
I)iag:ona!en  des  projicirten  Parallelogramms  gehen  muss.  Die  Pro- 
jection VÜU  y  fällt  aber  iuä  Unendliche^  folglich  siud  II,  a,  III,  y 
in  der  angegebenen  Reihenfolge  barmoniseh  liegende  Punkte  (9. 
Zusatz  d)f  und  mitbin  anch  d  bannoniseh  liegende  Strahlen 

und  xwar  so,  dass  a  dem  c  und  6  dem  d  angeordnet  sind. 
Lehrants  3,    Werden  zwei  Geraden  von  drei  oder  mehreren 

Strahlen  eines  Struhlenbüschels  gescltnitten ,  und 
verbindet  man  die  wechselseitlgeü  Durcbschnitts- 
punkte  mit  einander}  ao  liegen  die  Durchschnitts- 
pttttkte  der  onte^reshenden  Verbindungslinien  mit 
dem  Dorebsebnittapnnkte  der  beiden  Geraden  in 
einer  vnd  denelben  Geraden. 
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Beweis.  Sind  (Taf.ll.  Fig.  0.^  ^.uod  A'  die  beideu  Geradeu* 
ö,  c  die  Strahlen  des  Strablenbfisehela,  und  man  projicirt  die  Figur  der- 
g«BtaIt,  dass  acc'a>  siur  Projaetion  ein  Parallelofframm  erhalt,  ao  inrd 

auch  bb',  weil  es  mit  den  Strahlen  a  und  c  den  Punkt  §B  gemeinschaft- 
lich hat,  zur  Projection  eine  Gerade  liabeu,  die  mit  ao'  parallel  ist 
(16.  Zusatz  c).  Ks  werden  fülc:Hfb  die  Projprtionen  von«,  ^,  als 
T)urchscbnittsjuinkte  der  Diaguoalen  bei  Parallelogrammen  zwiscliea 
den  paralleieu  Projectionen  von  ac  und  a'c'  gleichen  Abstand  habeo^ 
die  PrQjectiou  vuu  aber  wird  ins  Unendliche  fallen,  also  liegen 
die  Projeetionen  von  o,  y  und  ä3S  folglich  aneli  o,  /?,  y  and  SB' 
selbtt  in  einer  und  deraelben  Geraden  (8.  Zuaata  - 

Anmerkung.  Der  umgekelirte  Sati  liiaat  sich  auf  idmliehe 
Weise  darthun. 

Lehraata  4.   Liegen  von  den  sechs  Erkea  eines  Sechseck«)  drei 

und  drei  abwechselnd  in  zwei  Geraden,  so  liegen 
die  drei  Durcbsc  linittspunkte  je  zweier  gegen- 
überstehendeu  ä»eiteü  in  einer  und  deröelbeu  Ge-  - 
reden. 

Beweis.  Ist  (Taf.  II.  Fig.  7.)  ABCDEF  das  in  Rede  ateheode 
Sechseck,  in  welcnem  C^JB  in  einer,  By  j9,  F  in  einer  anderen 
Geraden  liegen,  so  projicire  man  dieses  Sechseck  in  abcdef  derge- 
stalt, dass  ah  parallel  de  und  bc  narallel  ^/'wird;  schiieideD  sich 
nun  uce  und  Itt^  in  Xr»  so  ist»  weil  ab  parallel  de  ist, 

und  weil  he  parallel  ^  ist, 

ke  i  kc kf  \  kb, 

also 

kmi  ke^i^i  kd^ 

folglich  cd  parallel  f».  Bs  liegen  also  die  Projeetionen  der  drei 
Punkte  c(,  /?,  y  im  Unendlichen,  folglich  diese  Puakte  selbst  in  einer 
und  derselben  Geraden  (13.  Zusatx.). 

Lehrsatz  5.   Schneiden  sich  von  den  sechs  Seiten  eines  Secbs- 

seits  drei  und  drei  abwechselnd  in  zwei  Punkten, 
so  sclineiden  sich  die  drei  Verbind üne^slinien  der 
gegenüberstehenden  Ecken  iu  eiueui  einzigen 
Punkte. 

Beweis.  Bs  sei  (Taf.  II.  Fig.  8.)  das  gegebene  .Sechs- 

seit,  in  welchem  sich  die  Seiten  1,  3,  5  im  Punkte  O  und 
2,4,6  im  Punkte      schneiden.   Projicirt  man  nun  dies 

Secbsseit  derti^estuU  in  ahrdrf^  dass  die  Projeetionen  von 
G  und  //  ins  Lnendliche  lallen,  und  scimeiden  sieli  ^r/  und 
be  in  «,  so  zielie  man  ic^  welche  die  de  \\\  k-  st  h neidet 
uud  verbinde  c  mit  Weil  nun  de  parallel  Oa  ist,  so 
verhält  sich 

cl  \  Ib^ed  i  ba^ 
und,  weil  de  parallel  ib  ist, 

ib  : .  md  =  ba  :  smt,  , 
also,  weil  überdies  noch  mds=s  eb  und  ma  =  cf  ist,  auch 

cl  i  lb  =  cd  i  ef. 
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Nbü  ist  aber  de  parallel  elta 

de  :  ^=  kd  :  ke, 
miÜÜD  '  ^ 

kä   ke  =  €d  i 

folglich  Hegen  i,  r, /*  in  einer  nnil  derselben  Geraden,  oderm^, 
nnd  cf  echneiden  sich  in  eioem  nad  deaiselben  Punkte  f.  Da 

nun  diese  droi  f^eraden  Projectronon  von  ^4Dy  RE  und  CF  sind, 
so  scliDeiden  sich  auch  dieso  in  einem  und  demselben  Punkte  / 
(11.  Zusatz  ff^. 

(Diese  Beiruclituugeu  werden  sjiäterhin  fortgesetzt  werden.) 


XXV. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  III.  im  Arehive 
der  Mathem.  und  Piiys.  I.  Theil  I.  Heft 

Von  dem 

Herrn  Proiessor  Dr.  Mensing 

in  Erfurt 


Die  Tom  Herrn  Professor  Dr.  Grunert  gegebene  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  ist  zwar  sinnreich,  aber  nicht  die  kür- 
leete.  Folgeode  mocbte  sieb  io  dieser  Biosicht  empfeblen* 
.  Heisse  die  quadratische  Gleichung 

^«  -H       —    =  0 


so  sind  die  Wurzeln  dr'= — tt-^-V  a'-^-f'"^  kleinere  Wurzel  positiv 

d?*=— (nH-V^«*-*-^*!  grössere  -  negativ« 

h  1 
Setse  tg  29=—,  so  wird  a^^m  (^375^—  1) 

•  2  sin  y  sin  y    cos  y         sin  2y    sin  y 

*  cos  2y      *  cos  y  ^  *  cos  2y  *  cos  y ' 

a!'=a  tg  2sp  .  tg  spr=<^  tg 
und  eben  so  o^s— 7~. 

HSSP 
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Diesf  GleichuDgen  tg  2^=^  und  ^  =  ä  .  tg  y  . . . .  o?"  =s  — 

■ind  gewiss  dir  l)pr[ii ernsten,  wrlclie  sich  nnffinden  lassen. 
Lb  folge  das  im  Archive  berechnete  Beispiel.  Dafür  iat 

Man  lasse  sich  nicht  verleiten^  den  letzten  Ausdruck  abzukür- 
zen; er  ist  so  am  besten,  wie  sich  gleich  ergeben  wird. 

..log  1.2(K)()710  

log  ftss  2,0631006 


log  =  '4,uogiuuo-i  ^  . 
log  M  =  0,8624mJ 


log  JC 

•  -4-  i  ^  .  log  y  =  »,00M84»  - 10 

 log  tg  2y  =  10, 4082500  —  10  .... .  2j>  =  71  .  12.39,82 

:. log  tg  91=:  d,8549SS0  — 10  9=35  .  36 •  19,91 

 logo/ss  0,4552944....;  2,852962  ... 

....  log  — a?^==  0,745376«  ........... ;v^-.5,563865  ... 


Die  zweite  und  dritte  Zeile  werden  zuerst  hiigeschrieben,  nach 
oben  gubtrabirt,  dieser  Rest  durch  2  dividirt,  wodurch  die  vierte 
Zeile  cutstellt  u.  s.  w.  Wäre  x  nicht  an  die  Stelle  wo  es  steht 
ji^ebracht,  su  hätte  man  es  noch  einmal  schreiben  müssen,  deshalb 
ist  auch  der  Werth  von  tg  2^)  nicht  abgekürzt. 

Es  wird  kaum  sn  bemerkeD  ndthig  seio,  dM  fnrdie  Grand- 
glelcboDg 

df*  —  2m  —  =0, 

woraus  4/  =  ^^  also  die  grössere  Wurzel  ^positiv  wird 

und  af"=  —  1  ig  9»  also  die  kleinere  Wurzel  negati?  wird, 
'  j*-— ■■-     «-  -^gji  bleibt. 

+2m+^*=s0 

erhäk  man 

Hier  setzt  mau  sin  29)  =  -^^,  wodurch  4?^= — ^  tg  y  und  jc"s=^'— 
werden. 

Endlich  entstehen  aus  der  Gcnndgleichung  •  • .  •  o:* — 2««b^+^*=0 

die  Wurzeln  ^  ss  « 1/«*  —  ^»1 

.  .  f  beide  Wuneln  posUir 

welches  die  nämlichen^  jedoch  positive  Resultate  im  Vergleich  .»it 

den  vorip^cn  giebt. 

Ich  habe  diese  Auflösung  überall  da  recht  nützlich  getuaden, 
wo  ich  {^egiüctriäghü  Aufgaben  dadurch  zu  lösen  hatte ;  um  sie  aber. 
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die  Auflösungsart  ganz  dieselbe  wie  oben  bleibt. 
Für  die  Grnndgleichang  ....  op*  +2m-H 
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Doek  knnelterer  sa  Mcben,  wäre  es  Mfcr  iMiniMiy  «it  4ei  tnjn^ 
noMtriicheD -Fnnktion«!!  ■och  die  Tangenteo  nrdte  halben  Win- 
kel gleldr  aebeii'  deo  ganien  an  babeo* 


XXVI. 

Note  siir  les  Tables  Trigonom^triques. 

BIr.  C.  J.  D.  Hill, 

Prof.  des  iiiatb«  k  runtTersUi  de  Land. 


I.ps  TaMe«?  or(!innir<»s  ne  donncnt  que  scpt  d^cimales.  Or  il  sc 
trouve  souvont  (jiroii  n  bcsoin  de  tahles  plus  etentlues,  et  meoie 
qu'on  doute  de  i'exactitude  d  un  clütlre  de  ceux,  qui  s*y  trouveot. 
Dans  ces  cas  les  formules  suivantes  seront  d*un  ^rand  usag^e. 

Soit  9r  le  rapport  de  la  clrconfereace  aa  diametre,  et  gpstl*  15' 

(oa  <p  =  0,125  d'apres  la  divisioa  nouvelle)  et  ^  un  angle  donn^y 
dont  Vm  earrespoiidaiit  Jc  (iavoir  ss=        ini  =         «it  plna 

petit  que  Vff  (on  bien  V'<5'  37  30"  =  0*0625). 
Cila  pos^,  OD  anra  le  aiDOs  de  tp,  ou  . 

Cctte  formule  alg^briqae  tr^s  simple  et  mdme  rafiouelle  represcnte 
la  louctiou  äiuuti  (reput^e  jusquMci  si  trausceudunte)  ä  uo  de^rö 
d'esaetitiide  renarquable,  puisque  od  troure  od  employant  les  dd- 
Teloppeaients  eonnas  que  la  eiirrection  qa*il  fanl  y  appliquer  est 

environ 

On  peut  aussi  la  v^rilier  pnr  Tin  oxemple  num^rique.  En  pffct, 
soit.^r=0,l,  et  cettc  formule  dtMnifra  vSin  (0,i)r=ü,0908334166iGS2Si, 
et  celte  valeur  uc  difierera  de  la  valeur  Joste  (trouvee  par  iuierpu- 
lation  on  antrenent)  que  de  denx  nni€6i  dans'  la  derni^re  plaee  dd« 
clmale.  Dans  les  limites  pr^crites  eile  donne  ainsi  qninse  ebiffirea 
exactes.  En  y  joignant  done  les  foimnien  «onMes: 

on  remplacera  les  tabies  trigonom^triqaes  a  XV  d^ciouilea  cojupiet* 
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tu  a  5400  noi^HTM  eticBl^  pir  mie  lenblabLe  ii  Imit  awtettBnt, 
lavoir  c«ll««.ci: 


r 

Coi.  (ry) 

Sin.  (ry)  , 

1 

2 

3 
4 

0,08078  52804  03230 
0,02887  05325  11287 

0,83iiÜ  9()123  02515 
0,70710  r>7Sn  80549 

0,19d00  03220  10128 
0,38268  34323  65090 

0,55557  02330  19602 
0  70710  07811  85548 

7 
6 

5 
4 

Sin.  (r'^) 

Cos.  (r'y) 

r 

Et  eo  y  appHqiiant  ]vs  tormulcs  pr^c^deotes,  od  trpuvera  le  sioni 
d'un  angle  quekittique  a  (juinze  dccimales  cxactes. 

Si  Ton  se  coutcutcru  de  Xlll  d^cimaies,  oii  cmployera  cette 

formule  plus  simple  Cos.ar==l-^ — ^ ,  ^^^^  cometion 

est  =:+'^2|jgg^*   Dans  une  approximation  plus  rude  on  se  con- 


tentera  des  fornmles  Sin.  ss  ^  (1  —  -j^)*  et  Cos.  a;=(l — j-)^ 
qui  ftont  plus  applicables  aux  Logarithmes.  La  tormale  semblable 
Tsliff*  sf:^'  t  doone  encore  sept  ehiffres  ezacts,  loiseie 

^=0^2=s  j^,  Ott  ^<>  =  11«  18'  36^ 

Au  contraire^  si  les  fnnctions  soot  donnees^  on  Irouvera  l'nrc 
Gorresponduut  muyenuaut  uue  petite  table  des  Logurithmes  naturels 
(X)  d'upres  la  formale 

Are.  Tang.  (^)=5a» {;tf^-y H-y «l«, Z |^=ij;d?. 

Hu'on  demande  p.  ex,  4^  ^  ä  XV  cliiilres  exacts: 

2 


R^sol.  ^  SS  0,027307  260273'  9726 

000192'  9503 


37 


III 


^^/.^=:  — 0,013690  48709r  0572 


Donc  iX  ^  =  0,013097  77337^**  866, 
L«s  fomules  a]|^brii|ttes 
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•t  Are  S»  *=;tr  .r   /*       H-g  •  f ./  \, 


■       i  - 


—  15 

■^^iüSM*       fomuk  Afc  Sin.  o?»  y .    44-  . — •  ■  \ 

est  plus  iniple»  auiM  eile  ezige  ane  cotreedoa  an  pen  plu»  gnnde 

.  ^'-1-..).  Neanmoins  eile  dünne  Arc.Sin.(0,l)— 0,10i)IÖ7'420, 
oa  ii  iiiaoi)ue  moiiu  qu'une  ujdt/^  decinaie  du  IX*  ordie. 


•((Ii 


xxvu. 

üeber  die  BestiminnDg  der  Anzahl  der  ver- 
,schiedenea  Arten,  auf  welche  sieb  ein  ^eck 
darch  Magoiialen  in  lanter  mecke  aserlegen 
liisst,  mit  Bezug  auf  einige  Abhandiungeu  der 
Herren  Lame,  Rodrigues,  Binet,  Catalan 
und  Pahamel  in  dem  Journal  de  Sfatbdmati- 
qnes  pures      appliqpi^^  publik  par  Jaseph 

UQuville.  T.  III.  IV. 

'  Ven 

♦ 

.      dem  Herausgeber* 


In  cteD  NoTis  Commentanis  Academiae  scienlianmi  impermlia 
Petropolitanae.  T.  VII.  p.  203  Ündet  man  eine  Abhandlung  von  S  c  ^  u  er, 
iu  welcher  derselbe  eine  recurrircndc  Auflösung;  für  die  folerende,  nach 
seiner  eignen  Aagiüie  ilioi  von  Euier  jaitgeUieilte  AuiguLe  giebt: 

ntUL  13 
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Die  Aniahl  derHTerBe]kiedett.eii  Arten  ijt 
auf  welche  sich  ein  beliehiges  ViejeAk  dimli  Diagoni« 
teil  in  Dreiecke  sc^tegen  liiel;)  ' 

In  dem  Summanum  nissertationiim ,  fjuas  continrt  novornro 
ComiiK  ntariorurn  T.  VII.  ^vird  bei  der  Angabe  des  Inhalts  dieser 
Abbaudiuu^  erinnert,  dass  a  summo  quodam  Geometra  M  die  Be- 
merkung gemacht  worden  sei,  dass  die  von  Sega  er  berechDete 
Tafel  nur  bis.  sii  dem  Fpofi^ebneck  richtig  sei^  und  zugleich  ivird 
ohne  Beweis  «i&iie  ecHiöne«  von  denselben  grossen  GeomeCer  gefas- 
dene  gans  independente  Formel  zur  Anflösnng  des  in  Rede  stehen- 
den Problems,  wie  auch  eine  Iiis  sW  Fünfandswaiü^ck  be- 
rechnete TatV!  mit^etheiU. 

In  neuester  Zcit*^ist  diese  Aufgabe  von  den  Herren  F^an^, 
Rodrig;ues,  Binet  und  Catalan^  so  wie  auch  in  gewisser  Be- 
ziehung vun  Herrn  Duhamel,  wieder  uutgenomincn^  uud  diq  ta- 
fennläuag  vorzüglich  darauf  gerichtet' li^rden,  genügende  Beweiie 
för-die  von  Euler  igeffcbeae  gaos  Indepeadefite  Anfliliira||^  zn  fiii-» 
den,  wobei  Jedoch  nicut  unerwähnt  bleiben  darf,  dass  die  Herren 
Binet  und  Ca  tu  Inn  auf  ganz  verschiedenen  Wegen  auch  zu  einer 
bis  jetzt  noch  völlia;"  iinbokannten  Relation  gelancrt  sind.  Alle  die- 
sen Gefi^enstand  betrrtli  tule  AI»handlungen  ßndet  man  in  dem  Jour- 
nal de  ^athcmatiqucs  uures  et  <i|ifli^^es,  publie  par  Joseph  Liou- 
ville.  T.  III.  et  IV. 

Der  vorliegende  Aofsata  hat  nan  annäclist  den  Zweck,  die  ge* 
nannten  Herren  darauf  aufmer|csani  zn  machen,  dass,  was  denselben 
völlig  entgangen  zu  sein  scheint,  schon  ein  älterer  trefflicher  Mathe- 
matiker, Nicolaus  Fuss,  in  den  Novis  Actis  Academiaescientiarum 
Imperialis  Petropolitanae.  T.  IX.  p.  24-\  eine  weit  allgemeinere  Auf- 
gabe, die  ihm  narli  seiner  eignen  Angabe  von  Johann  Friedrich 
rfaff  vorgelegt  worden  war,  augelöst  hat,  nämlich  die  Aufgabe: 
.  Die  Anzahl  4e.r  verscjhiedreiien  Arten.^9U  bestimmen, 
fbiif  Verlebe  sich  eU  «e,i?k.  durcJi  Diagonale.n  .iu' lauter 
«iecke  zerlegen  läsit;  ' 

Die  von  i^uss  fdr  dinfeiiilgemeiDere  Aafgnbe  gegebene  Aut^ 
lösung^  welche  ebenfalls  nur  rccurrirend  zu  der  gesnchlpn  ^össe 
gelangt,  will  ich  jetzt  in  der  Kürze  mittheilcn. 

Silierst  ist  klar,  dass  nicht  jedes  «eck. durch  DinGfonUlen  ia 
lauter  mecke  getheiit  werden  kann,  ^undcru  da^ss^  weun  dies  mög« 
lieh  sein  soll,  zwischen  den  Zahlen  t$  und  m  eine  bestininkte  Re^ 
latiiiift  $fate;flideir)mnss;,  und  «n  .^l^irit  siA  diiich>iA«i|^na-ii% 
fache  Betrachtung  sagteich  überzeugeo^.da^  nur  entweder  »rrsai» 
oder,  indem  Jb  eine1>llieb%e  (o'sitive  g^nze  Zahl,  die  Null  einge« 
schlössen^  bezeichnet, 

m  SS  (es  —  1 ) + (m  ^  2) + (oi  ^  1 )  =    +  2)  «i — 2    + 1 ) 

sein  kauQ.  Aus  der  letzten  Formel  erh&It  man  n=m  für  ^= — 1, 
and  es  kann  also  nur 

sein,  für  /=  — 1,  0,  1,  2,  3,  4,.,..  Setzt  man  ife  +  2  i=  f ,  aiso 
^  +  A  5=  * ^  l,  i»  kann,  i^ui:  . 


1  .         1).:  ii" 


'}  Auf  jedeu  häli  £uler. 


« t 
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sein,  fnr  t  =  1^  2,  3,  4,  5^  • « • d.  Ii.  i^r  Jedes  pesitkv«  ganze  1^ 
■it  Ausschluss  der  Null.  "  ' 

Aue  deir  '#|!trackll|iig>-4«rcli  weldke  man  zu  den  Foiweln 

.  .«apji:odir  «ite(4-i-3)to.^2(ilH-l)  ^' 

fnr  i&sO^  1,  2,  4, . .  • .  •  (fleugt,  gellt  migleieli  kiiti'  iinniitieT« 
liür  iervor,  dMs  die  Aiivahl  der  Diagonalen,  welcfte  zur  Zerlegung 
des  «^cke  in  lanler  efeeke  erforderiicli  aiad,  reajieelive  0,  ^«i*!» 

lind  daefs  die  Anzahl  der  iTfecke,  wctclio  mon  dadafdi  erhält,'  re> 
ll^ective  1»  iirH-^  lat*  Setzt  nian  also  atlgemein  '* 

fiir  i&=-^l,'  0,  1,  %  3,  4,  . . . ist  die  AikzuU  der  zu  der 
Zerlegung  des  «ecks  in  lauter  «veoke  -eribrderlielbeai  Diagonalen 
allgemein  X^  +  l^  und  die  Auzalil  der  inecke,  welche  num  dttf^h 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemein    +      Wird  also.  ^  , 

fnr  Isl,  9^     4j  5,  . .  •  •  gesetxt,  so 'ist.  die  AosaM  der  so  der 

Zerlegung  des  «ecks  in  lauter  «seeke  etifbAlerlieben  Diagonalen 
allgemein  i  —  1,  und  die  Anzahl  der  svffcke«  velebe  man  dnirch 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemeiii' f. 

Wir  wollen  nun  für  •  . »   »  ■     .  - 

•  =  1,2,  3,4^5,  •  , 

die  Anzahl  der  Zerlegungen  der  eiitspreckenden  Tieleeke  in  lauter 
metikstf  d.  k;  die  Ahsähl  der  Zerlegungen  eines  ' 

ssecks»  2)ect8,  (3/«  — 4)ecks,  ...  Im— 2)iecks 

in  laoter  inecke,  respeciive  durch 

Uf^y   -^l»  ■^t)    •^4>    -^IJ    •  •  •  -^t 

•         ■»  ■ 

hezefchnenV  und  wolkn  zuvörderst  hlosi  eine  Winkelspitze,  die  im 
Allgemeinen  durch  A'beseichnet  werden  mag,  eines  {is»— (2«— 2)|ecks 
betrachteji.       ^  •  ^ 

Aus  d^r  Winkelspitze  JTlassen  sich  ofienhar  zwei  DiagonalcQ 
unsers  [im-^CU  —  2jJedL8  ausziehen,  von  deren  jeder  dufisclUe 

1  4 

«{.eck  npd  ein  j(i  —  l)m  —  (2i  —  4Jjeck 

' '  •  .  •  .  -  ♦ ..  . 

getheilt  wird.  Da  mm  ^f,  dip  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  mec^c,  Jii^i  die  Auzahl  dt»r  Zerlee^ungen  des  letztem  in 
lauter  ^ecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  otlenbar  2t^t» 
leguugeu  uosers  [im — (2i  —  2)Jecks  in  lauter  mecke. 

Von  der  Wiskelspitse  K  aus  lasien  siek  ftmer  swn  Diagona« 
Ben  «ttsm  |lss — (SSl«^2))eelui  siehen,  von  deren  Jeder  dasselbe 
tm-tän  *•  '-i  •••  •  ^ 

'  (t2ni^2)ebk  und  ein  f(l— 2)  m  -  (2$  —  6)!eck 

g^L'tlieilt  wird.    Da  nun  A2  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  crstrrn 
m  lauter  «iecke,-^,;-.2  die  Anzahl  der  Zerlegungen  d  s  letztem  in 
lauter  «^eeke  ist;  %o  ergehen  &ich  hieraus  ottenbar         Ai-^  ZeN' 
l»giingea  nnetm  .|#«*^(2l-^3J|edui  U 4antor  ssscko.    *     :  *:  ;  ^ 

13  • 
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Ferner  lassen  sieb  von  der  Winkelspitze  K  ans  zwei  Diagona-* 
len  unseia  iMt^(2i'— 2))eeka  sieben^  tob  .deren  jeder  .dasselbe 
in  ein  * 

(3is-«4)eek  aad  ei»  {(d<^d)M-*(9^--»S){eck 

jl^tbeilt  wird.  Du  aiin  j^^  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  enieni 
IQ  liittter  mecke,         die  Aassbl  der  Zerlegungen  des  letsfeeni  is 

lauter  7/2ockc  ist;  orgeben  sich  hieraus  ^lA^  JKeriegluig^eil 
ÄDsers        — (2#  —  2)iecks  in  lauter  «wecke. 

ist  nun  t  eioe  uugeradc,  also  die  Anzahl  t  —  1  der  zur  Zerle- 
gung unscrs  ~  (2i 2)jcckä  tu  lauter  «oeckc  i)«>thigea  Diago- 
nalen eine  gerade  Zahl;  so  wird  man,  auf  die  obige  Weise  fort- 
ffebend,  immer  endlich^  auf  xwel  von  ausgehende  Diagonalen 
kommen  |.  von  deren  j^d^r  unser  |fi|*r-(2^7^^)1^lc  in  ein 

I  ^  (/  —  1 )«  —  (»  —  3)  t  eck  und  elil  U(<  -^1- 1)  es  —  (i  —  1 )  |  eck 

getheilt  wird,  und  da  nun  A\ij^~.\)  die  Anzuhi  der  Zerlr^i^ungen  des 
erstem  in  Unter  stecke,  A'^{i^\)  die  Anzabl  der  Zerlegungen  des 
lelstern  in  lauter  steckt  ist,  so^  ergeben  sich  bieraus  S^k^ui] 
A\{i-Jr\)  Zerlegungen  onsep 4^"* (^^  —  ^M^cjus  in  lauter  wecke. 

Wenn  dagegen  %  eine  aecadc,  also  die  Anzahl  i  —  1  der  zur 
Zerlea^un^  unscrs  \im  —  — 2)|ecks  in  lauter  wecke  nüthigen 
Diugonalen  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  wird  man,  auf  die  oliige 
Weise  fortp^ehend,  immer  endiicli  uut  eine  von  A  ausgehende  Diu- 
godale  kommen,  von  welcher  unser  ft*«i  — (21  —  2)Jeck  in  zwei 

jjjf«»  — (i  — 2)iecke 

gethcitt  wird,  und  da  nun  ui\i  die  Anzahl  der  Zerlcgunp^en  dieses 
|{fjm  —  (« —  2)jecks  in  lauter  wecke  ist,  so  ergeben  sich  hieraus 
A\i  A\i  Zerlegungen  unsers  \%m  —  (2i  —  2j|ecks  in  lauter  «necke. 

Die  Anzahl  aller  auf  die  obige. Weise  sich  ergebenden  Zetler« 
gungen  unsers  \im — (21 — 2)|ecks  in  lauter  «secke  ist  fulglick 

2^4  Ai-x     tA^  Ai^2     ^A^  Ai^i     . . .  4-  %4ujh-iy  ,^404-^) 
oder 

%A^  Ai^i+2A^  »^^-•-.•••^-^^(/-»-^ICWf-'f^l'  -^y* 

jenachdem  $  eine  ungerade  4»4er  eine  gerade  Zahl  ist«,  und  alsi»» 
wie  leicht  in  die  Amgen  fallen  wird»  für  jedes  gerade  ede^.wif 
fferade  i 

Ai  Ai^\*\»A^  'Ai^'^A^  Af^^.  \  .^Ai  %  Aj^+Ai-i  Axt 
tfder«  mit  Hälfe  einer  leicht  TerständJichen  abkürzenden  Bezeichnung. 


.  Da  nun  im — (2i  —  2)  dje  Anzohl  der  Winkelspitzen»  ^ 
\im  —  (2i  —  2)|ccks  ist,  die  ohigcn  Betrachtungen  sich  aber 
bar  bei  jeder  einzelnen  Winlcelsaitae  anstellen  lassen j  so,  ist 

die  Aozalii  der  sich  auf  die  iu  Rede  stehende  Weise  ergebenden 
Zwiegungen  unsers  ttm— (2l>^2})ecks,  und  es  ifrägt  sfek  iUd> 
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bloss  nocb,  ob  unter  diesen  Zerlegungen  nicht  TieHeicbt  identigche 
vorkommen^  welche  Frage  auf  folgende  AH  beantwortet  werden 
kann. 

Denken  wir  tins  irgend  eine  Üeat&Mmte  Zerlegung  unsere 
\im  —  (2> — 2)|eck8  in  laater  esecke;  so  erscheint  dieselbe  in  der 

obigen  Aufzählung  offenbar  in  Bezug  auf  eine  jede  der  in  ihr  vor- 
kommenden Dia2:onalen,  d,  h.  weil  die  Anzahl  der  zu  der  Zprle- 
gung  unsers  \im  —  (2i  —  2)jecks  in  lauter  mecke  erforderliclien 
Diagonalen  i  —  1  ist,  ••—1  Ma)«  Ferner  ist  aber  z.B.  die  Diago- 
nale AjCt  eplirobl  bei  ,der  Winkelgpiue  A",  aU  auch  bei  der  Win« 
kelspitze  Jtr  in  Betracbtungj  eder  sowohl  ron  K  nach  £f,  als  aiicb 
von  nach  jfiT  gezogen  worden,  woraus  sich,  in  Verbindung  mit 
dem  Vorbergebenden,  ergiebt,  dnss  die  in  Rede  stabende  bestimmte 
Zerlecrung  unsers  \im — \2i  —  2)jefks  in  lauter  «icckc  in  der  obi- 
gen AufzähluDs^  2[i  —  1)  Ma!  Torkoiamt,  ünd  da  dies  nun  naiürlicb 
von  einer  jeden  solchen  Zerlegung  gilt,  so  ist  klar»  <^8a 

•  *  * 

■ 

die  AnsaU  te  wirklich  von  einander 'vencbiedencn  SBarle|^ngen 
nnsera  \im^{%i  —  2)tecks  in  lauter  makey  oder  dasa»  weil  nack 
dem  Obigen  die  Ansabl  dieser  Zeriegnngen  dnrcb  jii  bexeicb«* 
net  wirdt  ]  •        .  , 

_  im  ~  (2I  -  2)  ^^i-^t,  yml  ^  . 

t 

ist 

Ans  dieser  Formel  ergehen  sich,  da  offenbar  ji^  =  l  ist,  die 
ifolgenden  Cteiefavttg«ii  inr  Benchanng  der  GrVssen  Ai,  A^^ 

A     A  ♦ 


1, 

2m  — 

2 

2 

4 

A 

km  — 

6 

•  6 

5m  — 

8 

eder 


A  — ^  A  A 

A^  SS  ^^"jjp"*  ■  %A^A^f 

A^  B***^-^  l%AtAt  ^  JiA^X 


"  r 
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tieren  Gesetz  gaoz  deutlich  vor  Äugen  liegt. 
-  '  Bfil  HBifo  dfom  Gleiditiiigeil  bal  Fnss  die  iMgeii4e  -T«fel 


i  .1 


-  ^i^'5  ^ 

1 

■ .  1    •,   '         *  . ; 

1  < 

2 

3 

• 

4 

3 

i.  . .  5 

_  12 

22 

4 

14 

55 

-  \  . 

140 

t) 

132 , 

,14*8 

;■•..-■«■ 

.  ,,  7Q84 

7 

7752 

53820 

8 

1430 

43263 

420732 

9 

4862 

24^675 

-  336226Ö 

• 

i  -  - 

«  =  7 

«i==8 

t   '  "■ — TT« 

rnil'iTT'Tn  ' 

1 

1 

1 

2 

5 

6 

7 

3 

35 

51 

4 

285 

50^ 

819 

5 

2S30 

,5481^ 

^  10472 

6 

23751 

62832 

141778 

7 

231880. 

'•»-i  ^*  740398« 

1997688^ 

8 

2330445 

9203634 

'9 

lft6Ö73][0 

430321033 

Wenn  mau  aus  den  obigen  recarrirenden  Formeln  die  Grossen 

Aiy  A^y       A^y  Aiy  nach  der  Reihe  entwicke|l»  so  er- 

^     —  ^]^^  ull^  SchwMgkeit 


1 


1^» 

(iW— 1)  (3i?>~^4) 
1  .  «  ^  ' 


4t. 


...  ^1 
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woraus  ttan  da rtb  Indnction  schKesst,  dass  allgemeia  für 

.  (iw  —  l)  iim  —  i^l)  (i/w  — t  — 2)  (mi  —  i  —  3)  (m«— (gi— 2)) 
^'"^  1.2.3.4  {i  —  }) 

ist,  und  es  würde  nua  darauf  ankommen,  diese  von  Fuss  nicht 
angegebene  ganz  independente  Formel  allgemein  zu  beweisen, 
welches  Stofif  zu  einer  ^icht  uninteressanten  UDteraucUimg'  geban 
dürfte.   Für  t  =  l  und  i==2  ist  nach  dem  Obigen 

'  ^  ■     t   ^      ^*  —  1 

Setaen.  wir  m»  — r  — :  2)  =     so  erbaltan  Mir . 

^  •  . .  •■      vji  '  .»s  ff  —  2      '     '  *'  '  • 

nnd  folglicli  l  =  it— 2  für  m  =  3.  Also  ist  nadi  dem  Obigen  für 
m=Z  nnd  «  — 2>2,  d.  L  is>4»  , 

j      _2if(fi-i^l)  (li-l-2)       (211-5)  , 

I 

Für  «=3  vnd  iis4  ist  nach  dem  ifbigen,  immer  unter  der  Vor- 
aossetxang»  dass  s»=:3  ist. 

Nach  Euier  ist  für  den  Fall     =  3  allgemein 
.   2  .  6  .  10  .  U  .  18       (4«  — 10) 

u^^—   2  .  a      5  .       (IS— I)  ' 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  Uebereinstimmung  dieses 
Ausdrucks  mit  dem  vorher  gefundenen  Ausdrucke  von  .^jt-a  au  be- 
weisen, d,  h.  an  zeigeni  dass  für  is^-4ti^g®>i^®'>B 

aw(«H-l)  (i»-f-2)  ...  __  2-*r6  .,10  .  14  .  18  ...  (4n— 10) 

1.2.3.  4  ...  (4i— 3)      77.     2  •  3  .  4  .  5  .  6  ...  (n— 1) 

ii^  welcbes  sehr  leiebt  auf  folgende  Art  gesebeben  kann. 

kt  die  Tarstehende  Gleicbung  ricIiH|f|^  so  ist  auch  die  Gleichung 

l  .  2       ,  4        («  — 2  .  3  .  4  .  5  . . . .  (»— 1) 

richtig-,  und  umgekehrt.  Ist  aber  die  letzte  Gleicbnng  richtig,  so 

ist  auch  die  Gleichung 

2. 1 . 2. 3 . 4 ...  (2ii--5)=l .    8  ..(il-3}:  1 . 3 . 5 . 7..(2i»-5) .  2^ 

richtig,  und  umgekehrt.  Wenn  aber  die  letzte  Gleichung  richtig 
Ist,  so  ist  offenbar  ancb*' die  Gleicbung 

2.1.2.3.4...  (2i»-5)=sl2,2  j4.  0..  (2ii-6)  .1,3.5.7..  (2i»^5), 
^L,dif,G!^U|g.,p  .         .  ..  i 
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riehtig,  und  voigekelirt.  Weil  ntfn'die  letite  Gleichung  eine  iden« 
tische  Gieichnlii^  ist»  so  tiC  bievdnreb  olfeitbiir  di«  Eiätigkeit  der 

2n(n      1)      -H  2)  .  .  {2n  —  5)          2  .  C  .  10  .  14  .  18  .  .  .  (4/?  — 10) 

llr  i»>>4  biSwieseD.    .  - 
Ans  der  Gleiehmig  '  ' 

«Kgiebt  Bich  für  i»=:3  und  ^  =  4  respective 

^1  =  1  and  Jl^=s2, 

wie  es  nach  deai  Obigen  sein  muss;  ^ber  ist  die  für  den  Fall 

«1  =  3  von  Euler  gegebene  Gleichung  ganz  allgemein,  und  lässt 
sich,  wie  man  sieht,  aus  dem  Obigen  ohne  Schwierigkeit  ableitea. 
EuUr  hat  nittelst  seiner  Formel  die  folgende  Tafel  berechnet: 

=132  .  •  "  .  .  V.  - 

=429 

^,  =i43a  1 '  .  ^ 

af*  84862« 
;#i«  =  16796  - 

'     \  •  .^,,=58786  '  :       ;^  ;  ; 

^,.  =  208012  ■  , .  .        ,/  i' 

...  Jf,,'ss9^900^  -  ^  • 
^,«=2674440' 
'  ^,,=9694845 
uf|.  =  35357670  , 

*  u^,,=;4T76887d6 

.^j.  =1767263190  .  .;:  , 

-    •  .    .        w<,.=§564120420      ^  . 

utf »,824^267920      .  . 

=s914825636IO<     ;  -i 
urf,.=  343059613650   -  ':...  .<. 

Der  mttegende  Aiifots  ist  ledigUdi  gesekH^btei^  oMtf  >• 
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deo  in  Rede  stebenden  interessaoten  Gegenstand  zu  encköpfep, 
sondern  vielmehr  um  zu  einer  neuen  Unterguchung  desselben  aozv- 
reffen,,  welche  up«  auch  nach,  den  yo^u  den  oben  geiyinnten  treff- 
lieben  fniinditielieii  -HatiieiMittkeni'  «itgeTOilte»  OatewneliaBgett 
noch  sehr  nStliiff  und  in  jeder  Beziehung  wünschenswerth  sa  sein' 
scheint  Vorzüglich  würde  es  natürlich  anf  die  AnIBodnng  eines 
ganz  allgesieinen  Benreisea  för  dif(  oben  won.  nns  gegebene  Glei- 
cbnng 

^  _  (m ^  1)      - i I)  (ttw  —  t ~ 2)  (MW  ~ t  —  » .  > ,  (lt^(g|—g)) 

nnkOMBen,  und  diese  Gleichnng  würde  entwedeV  ans  den  von 
Fuss  gefundenen  recurrirenden  Formeln  durch  allgemeine  Seblüsse 

abzuleiten  oder  unabhän^i^  von  diesen  Formeln  m  beweisen  sein. 
In  letzterer  Beziehung  dürfte  es  vielleicht  ang^emessen  sein,  zu  un- 
tersuchen, ob  die  von  den  genannten  französischen  MathematiJ^em 
in  dem  Falle  m  ~  3  angewandten  Methoden  nicht  vielleicht  einer 
Verallgemeinerung  fähig  sind,  zu  weicher  Untersuchung  ich  na- 
Mnilich  die  genannten  Herren  stibtft  hier  nnfznfordefn  mir  erlan- 
Iran  möchte.  Da  übrigens  Fuss  ausdrneUicli  bemerlct)  dnss  ihm 
von  Pfnff  geschrieben  worden  sei,  dass  nnieh-er  eine  allgemeine 
Auflösung  unsers  Problems  c^efunden  habe,  so  würde  sich  Herr  Pro- 
fessor Dr.  Gartz  in  UülWc  die  Mathematiker  gewiss  sehr  verbinden, 
wenn  er  in  den,  wie  wir  wissen,  in  seinen  Händen  bi liudlichen 
nachgelassenen  Panieren  Pf affs.  nachsuchen  wollte,  oh  sich  in 
denselben  einige,  aer  öffentlichen 'Mittbeilunflr  werthe  Aufzeichnun- 
gen fiher  diesen  Gegenetand  befinden.  In ,  dem  Archive  wird  den* 
selben  sehr  gern  eine  Stelle  eingeräomt  worden. 

Fuss  nacht  am 'Ende  seines  Anfeatzee  noch  die  folgiendo  nicht 
nnhenchtet  sn  lassende  Bemerknng.  Man  aetao  -  • 

und 

ao  ist  r. 

(«1—1)  +  i-V<4^^-i- 

nnd  folglich,  wenn  man  differontiürt» 

(M  —  1)     j  uJAl^^'^äl^i^A.  J'j^  -A.  


woraus  sich  oline  aUo  Schwierigkeit  ||ie  folgenden .  Gleichuiygef 
ergeben:     .  ,    '  ^ 
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Offenbar  muH  um  Viss\  äeb,  Unit  wenn  «n 

setzte  so  werden  die  obigen  Gleichungen 

•^iJ*?^»   


*  .1 


t 

-11 : 


4 

4m  — 

6 

9m- 

8 

{an  — 

10 

10 

7«!  — 

12 

U.  8.  W*    •  .  ' 

•  Ii 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen»  .flfgiebl  .Mcb  am  an- 
mittelbar^  dasi  die  oben,  durch  ;  m  . .      -  . 

.   .    .  ^11.  -^tJ  '^^K  ^  •  •  • 

beieichneten  Grössen  die  Cocffidenten  in  der  Bntwickelnng  .der 
^nction  Z  in  eine  Reihe  sind,  welche  den  beiden  Bedingungen 

"Zsil-i-^i^-H^a-^*  4-^,^*  +^4^*  -+■  \\  • 
d.  h.  welche  der  Gleichntfg       "  r-        .        '         -  ■ 


♦ . . 


oder  der 


♦      »  ■ 

railgt,  nnd  nun  *kimk  niro-fdie  in'  Rede  et^ehden  Grossen  auch 
finden,  wenn  niän  die  -Fnnctioa  Z  in  eine  Rqibe  entwickelt' 

Von  dieser  schon  von  Fuss  dem  Wesentlichen  nach  angege- 
benen Methode  der  fintwickelung-  der  Gröss<»n  A^_,  //j,  J  . ... 
ist  die  von  Herrn  üinet  in  dem  Falle  m'=i  ano^cwandte  Methode 
nicht  verschieden.  In  diesem  Falle  g-eht  nämlich  die  obige  aiige- 
■Hiuie  Gleichung  in  die  quadratische  Gleichung      '•  i** 
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über,  nnd  dnrcb  Auflösung  dieser  Gleichung  ergtebt  sieb 

wp  BNUi  aber  «ibiibw  da«  ■■law  Zqitkia  aduMi,  and  folglich 

«etz£]i  mussy  weil  ofienbaic  <  ^ 


für  ar  =  0  nicht  der  fSiilliell  gleich  weiden  Lenn,  wie  ee  wegen 
der  Gleidrang 

erfürderlicli  ist.  'r'  "  *•  '* 

Entwickelt  man  nun  V^l  —  4jp  nach  dem  Binomisclieu  Lelir- 
•etne  in  eine  Reihe,  so  erliJÜt  man 

QBd  folglich  v         i  .     ..  ......  ,1.  .  1 

.   1  .  3.5.7...  (2»  — 5)     .  j 

abo,  weil  4f<^i=P^^  fst^ 

«»   .  -  1    .   3    .   5  .    <    ■  .  •  3)       0«e— 9 

'   •."  '  -^•»s     2  .  3  .  4  .  5  .  6  ...  («— 1)    >    -  '  •  ' 

welches  ganz  die  von  Euler  für  den  Fall  gfegfpbcnc  For-? 

inel.ist^  weiche.  ivir.li<rl(9n  i>he]i  ^j^^fi^j^  .Wegß  gefunden  h,a|»en« 

I      •  i    ;      <  .  •  j  '       '  •     ^    '  ' 


.  •  ... 


»  j 


j  M-i  ii^./    ••''I  *t 


•        *      1  #  » 
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xxvni. 


lieber  die  Differentiatquotienten  von  log  x  und 
in  Bezug  auf  eine  Bemerkung  des  Herrn 
in  des9eii  Journal  4e  MatMmatiqiies. 
Aoüt  1840.  p..  SSO. 


Von 


—  —  * 

dem  Herausgeber« 


:  f 


Canchy  hat  liekanntlich  die  Entwickelunpc  der  wicbtis^-en  Dif- 
ferentialquoueDten  der  Functionen  log  x  und      auf  den  ^aU  ge» 

-  .\       .         .  <'.  .-i»  i 
gründet,  daBs  noh.  die  Grösse  (I  rl^^)^  wenn  0  sieh  der  Null 
Süliert,  def  Somme  der  cnnfergirenden  lUihe  , 

welche  wir  wie  gewöLnücIi  durchs  bezeichnen  wollen,  als  Uirer 
Gränze  nähert,  ^und  ^M^.^.  Euti^ickeluug  verdient  allerdioffs  gans 
befondere  Bnpfeblnngv.ww  «e.  idft  eine  vfilli^ -deii^tare  lieaeicli-' 
ntt  werden  kann,  indem. dabei  aiiBier  dem  Binomischen  Lebtsatze 
für  positive  ganze  Exponenten  und  der  Lehre  Ton  den  i^eomctri- 
scheD  Prozessionen  bloss- -noch  der  Satz  Vorausgesetzt  wird,  dass 
die  obige  Reihe  eine  convergirende  Reihe  ist,  und  folgflich  eine 
bestimmte,  vorher  durch  e  bezeichnete  Summe  hat,  wovon  man 
sieb  aber  sehr  leiclit  auf  fülgeude  Art  überzeugen  kaun. 
Mail  aetae 


2^  1  .  2  .  5  ^       ^  l  ...  n' 
so  ist  offeobar  für  i»^2 

xmA  folgUek  aaeb  4«r  Lahn  tm  4ea  gaaMtriiekaa  Pwgmito— ■ 

♦ 

alao  iaimer  ««^3»  da  und  #,=2,  5  iit  Weil  wwt  #«, 

wenn  »  wächst,  fortwabrend  wächst^  aber»  wie  grow  aaeb  »  wer- 
den mag,  doch  immer  kleiner  als  3  ist,  so  muss  sich  Sn  ofTenhar 
eiaer  gewisaen  beeliiaiatea  andUebeB  Giinae  iaimer  mebc  uad  mehr 
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imd  bis  ta  Jedm  b«liebigeii  9nda  tikh«Qif  w«dii  m  ia't  DMnd- 

liclie  wächst^  wodarch  die  ConvergeDs  der  Reüie  1» 

j — ^ — •  •  •  *  btwleien  ,itt^ 

Gegeo  deo  voa  Caucby  ffegebeneo  Beweis  des  oben  im  Ein- 
gnnge  erwftliiit«a  SAtxei  htA  aMr  Herr  Li«»n?ille  in  seinem  Jour* 
aal  (Aont.  1840.  m  180)  die  Mbr*  gegründete  Biaweadnnff  genacbt, 
dass  denuielbea  ole;ABiiaiime  aam  Gruade  lieg»»  dass  £m  Product 

(1-^)  (1-1)  ..."(l-^i^)  für  m  =  CÖ  der  Einheit  gleich 

werde,  welches  zwar  dann  scinn  Richtigkeit  habe,  wenn  n  eine  be- 
stimmte von  m  UDubbäogige  Zahl  sei,  sich  aber  dann  offenbar 
nicht  mehr  liehaiipten  laue,  wenn  m"w9m  m  abhlagig,  z.  B.  i»  =  «i 
oder  jvsssM  — 1  lel,  uad  sieht  sich  dadorch  Teranmint,  de^  foU 
gendea  Beweis  des  la'Rede  stehenden  Satzes  zu  geben,  welchen 
wir  Jiier  mittbeilen  wollen,  da  wir  ihn  für  völlig  streng  halten,  in* 
dem  wir  zugleich  nicht  oncrwähnt  lassen  könfion,  dass  uacli  Herrn 
Liou villes  eigner  Bemerkung  Herr  Lejeuue- Iiirichtet  ähuliclie 
Betrachtungen  lü  einer  feiner  Abbandlungen  sehr  glücklich  ange- 
wandt hat 

1 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  0:= —  sei,  wo  iA  eine  po« 

ittiTe  ganze  Zahl  bezeichnen  soll.  Dann  wird  unser  Sata.hewie- 
■ea  aeia»  wena  wir  zeigea  köaaeo,  dass  die  Grösse  . 

sich,  .wenn  die  posiüva  ^nze  Zahl  ft  in's  Unendliche  wächst,  der 
Grösse  e  als  ihrer  Gräaae  aähert  Diess  lässt  sieh  aber  aaf  foU 
sende  Art  beweisea. 

=1  -  >  •  •  -     -   ^  ' 


X    •    1,2^  ..(«»1)    _  - 

.     1     ft  I  !  I        1        .  \ 

und  nach  dem  Biaomischen  Lehrsatze  tÜr  positive. gaazc^^Exponen* 

ten  ist  *  "  ;  • :  •  '    '  *,  ' 


In  seinen  so  eben  erschienenen  Le9flns  .(le  Caicui  diilerentiel  et  de  Cal- 
eul  integral,  redig^es  d'apres  les  m^thodes  et  les  ouvrages  publice  ou 
int'tüts  ()e  M.  Csotby.  T.  I.  Paris.  1840.  p.  XXII.  hat  sich  zwar  Herr 

Abbe  iMoigno  gegen  die  obige  Bemerkung  «Ips  Herrn  Liouvüle  er« 
klärt,  aber,  wie  es  uns  scheint,  aus  wenig  naltiiaren  briiadeo.  Auf  je- 

den  Fall  inSsste  doch  bewiesen  werden,  dsss  (i  -i^  ^  sidi  iir^li'di 
einer  bestuanten  Griiase  aahert»  wena  O  sich  der  Null  aühert»  data 
i 

für  OaO  wirklich  einen  bRstiinmten  Gränzwerth  hat,  auch 
ISir'i  £rste  nanz  abgesehen  voa  der  Grös.se  dieses  Werths.  Aber  ehei| 
dieses  erlkeHet  tns  d^m  tuf  p.  S.'  tt.  Ton  Herm  Abbd*|leigno  gegebe* 

.neji  Beweise  gar  nicht  mit  der  nothigen  Strenge,  und  diesen  13« weis 
trifft  nach  unserer  Ueherzenpunfr  ganz  die  obige  von  Herrn  LioUTiJll^ 
gemachte  sehr  richtige  und  beachtuagswerthe  Einwendung.         '  < 
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"  ~rf  •  •  • 


1.2.3...^ 
Nun  ist  aber    •  • 

1    X»  .  Ir.v» 


4  «  i  « 


und  tolglicli  uach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

i  j  *  i_  .       '        _t  L_  .    ■  ^1.1 

Also  kann  man  '  •       *  . 

1   L_  I  \  .  -.1^ 


(«-*-!)  («+-2)  •   (IH-1>  (1^4-2)  (*H-3) 

tro  S  einen  podtiven  ecliten  Bradi  bezeichüct.  und  folglich  nach 
dem  Obigen  *  '  ' 

setzen.  ~  « •   !  i      ^  ' 

Offeul^ar  ist  aber 

^1  .    1     I  1         ■  1  

^  *  ^  Slillt  ^  (« H- 1)  (iJn-  2)  ""^  («H^l)  (fiH-2)  <Hi+.^  "^^  •  V 
nnii  ifolglich  nach  dem  Vorhergehenden  um  so  mehr  i        !  * 

IH  ALI  ^  >^  f  1 

also.  •  •    "  *'< 


i«4-2) 

SP  .«7',jQi|^^n  pö)4Mveii..eq]|t^n,  Bruch  hczelciuiet;  folglich  nach  dem 
bigen     .  .  .  '  .  .     .    .  ^ 
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Hieraus  folgt  aber  sehr  leicht  '       '  W 

WO  €  eine  Glroeite  bezeicbuet,  welche  für  Jedes  be8timint.e  Ton 
f*  unabhängige  ^  sich  der  Null  nähert^  Wenn  j»  wichst». nnd 
dersolbon  hrliebip^c  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nnr  jtf 

gross  genug  werden  lässt. 

Aus  dem  Obigeo  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  Gleichung 

Weil  ^  nnd  n  fontir^  ncht«  Brüche  sind,  so  ist -der  absolut« 
Werth  von   *  ^^ 

.  .i.> 

1  V 


nie  grösser  als      '    '  \  * 

1        1  .  ,     '  • 

1  ...  w  *  w ' 

und  es  ist  folglich,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  von  e  im  All- 
gemeinen dnrch  ^  bezeicbn^o,  der  absolute  Werth  ?on 

nie  grösser  olo   -  '  ^  i 


1»  . 


1  i*'^'^"*''*  ' 

Nimmt  man  nfin'  m  nur  gross  genug  an^  so  kann 

j»  "»'.1  "  .    ■       :  .       ■       I        ^  •  *~"  •»  .:.  «1  t.'i  .1 

1  •  ■  *  M  fl 

der  Null  beliebier  nabe  gebracht  werden.  I.ässt  man  dann,  indem 
n  seinen  jetzt  bestimmten  Werth  fortwahreod  bebält,  fi  in 's  Urifiid- 
licbe  wachsen,  so  uäbert  sich  nach  dem  Obigen  der  Kuli  bis  zu> 
jedesi,  beliebigen  Grade,  nnd  Jtaan  siebt  abio  uns  Uerans,;  dass  sieb» 
wenn  §$  in's  Unendliche  wStdist,  .  i.  r 

der  NnU,  also  (1+-^)    der  Grilnscf  0  bis  xn  Jedem  beliebigen 

Grade  nfthert^  wie  bebaoptet  wurde. 

Ist  femer  0  jLein  pc^sitiyer  Brach,  d^nmi  ZjUifer  Einheit» 
der  Nenner  eine  poislfiTe  ganze  Zahl  ist«  söndeim 'überhaupt  nur 


I 
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eine  positive  Grosse,  so  seien  ft  und  ft'=jt^4-l  die  beiden  positiven 
ganzen  Zahlen^  zwischen  denen  der  Bruck     Heg^   Daun  ist 

wo  X  und  x^  zwei  positive  echte  Brüche  sind.  Die  Grösse  (1+0)^ 
ist  oflfcDbar  zwischen  den  Gränzen  j.,.      r  «  i  •>  j'ii-.n«»iH 

enthalten.  Lässt  man  nun  0  sich  der  Null  nähern,  so  werden  f* 
und  fi'  sich  dem  Uoeudlichen,  folglich  nach  dem  \  orhergehenden 
die  Grössen 

...  (l+ifund  (l+if 


sich  beide  der  Gränze  e  nähern.  Weil  ferner  x  und  x'  positive 
echte  Brüche  sind,  so'  nähern  sich,  wenn  0  sich  der  Null  nähert, 

t 

1  H  und  1  ;  beide  der  Einheit  als  ihrer  Gränze,  und  die 

Grössen  ^ 

nähern  sich  folglich  offenbar  beide  der  Grösse  e  als  ihrer  Gränze. 

Da  nun  aber  zwischen  diesen  Grössen  die  Grösse  (1  -f-  0)®  ent- 
halten ist,  so  nähert  sich  auch  diese  Grösse,  wenn  0  sich  der  Null 
nähert,  offenbar  der  Grösse  e  als  ihrer  Gränze. 

Wenn  endlich  0  negativ  ist,  so  kann,  da  man  sich  0  d^ 
Null  nähern  lässt,  immer  angenommen  werden,  dass  der  absolute 
Werth  von  0  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  unter 
dieser  Voraussetzung  ^ 

l  +  e  =  j^  0  =  -j^,  m  =  -^; 

80  ist  offenbar  (a  positiv  und  nähert  sich  der  Null ,  wenn  0  sich 
der  Null  nähert.   Also  nähert  sich  nach  dem  Vorhergehenden 

.1,, ,  '  (l  +  t^)  ;''3jti'!-'if;  ijil'if  ü^fiioa  m 

der  Gränze  e,  wenn  0  sich  der  Null  nähert,  und  l+o)  nähert  sicli 
unter  derselben  Voraussetzung  der  Einheit  als  Gränze.  Folglich 
nähert  sich  offenbar  auch  ^ 

der  Grösse  e  als  Gränze,  wenn  0  sich  der  Null  nähert.  Nun 
ist  aber 


  ■  1  .'. ,  .       ■  ■'•!"'•■'•"•  iiii«; • 
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und  es  wird  sich  also  aach  (l-f-^)^  der  GräDze  e  nähern»  wenn 
G  sich  der  Null  nähert. 

fliermit  ist  nun  gans  in  Allgw^inen  bewiesen,  dass  die  Grüäse 

sich,  wenn  ^  sich  der  Nnli  nähert,  immer  der  Grösse  ' 


1^1.2^  1.2. 1^1. ..4^  

als  ihrer  Gri&nse  nSherl; 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  jetkt  die  folgende  Anwendang 
Entwickelung  der  Differentielquotienten  der  betden  Fanetioneii 

yslog  4?  md 

machen. 

Sei  zuerst  ^  =  Iog  a:,  so  iai 

Ay=Iog  (;r4-A^)-Iog  a?=log  (1  +  ^), 
und  folglich 

da?         >  * 
Setzen  wir  nun  ^af=iOaff  so  ist 

1 

Wenn  ^op  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  offenbar  aneb^der 

Null,  und  (1  -i-0)Ö  pnliert  sirli  folglich,  der  Gränze  wie  im  Vor- 
hergehenden gezeigt  worden  ist.   Also  nähert  der  Diiierensenqtto- 

tient  ^  sich,  der  Grftnee  wenn        «ch  der  Nnll  nähert 

Die  €  räoze,  welcher  der  DiffeniEenquotient  sich  nähert  wenn 
^ar  sich  der  Null  nähert,  ist  aber  bekanntlicb  der  Differen« 

tialquutieut        und  es  i&t  folglich 

<Sf  _  log  «    ,      .  ,  log:  «  . 

25  =  ~  oder     iog  ^  =  -|-  <to. 

Sei  ferner  ffzssa»^  so  ist  log  y=a?  log  «,  und  folgiieh 

logy 

Daher  ist  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  Difierentisl« 
rechnuDg  und  nach  dem  V  orliergehenden 

dx  ^     1       d  log  y         log  e  log  e 

log  a  *     dy         y  log  »  log  a' 


fiach  einem  andern  bekannten  Satie  der  Diffenntialreebniinir  ist 


TJmUI. 


U 
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Also  ist  nach  dem  VorbergehendeB 


=  .       «p*  oder  d  ,a^,=z 


log 


e  "  log;« 

Die  ans  dem  Obigen  bekannte  ZabI  e  betraobtet  man  bekarat- 
lieh  als  die  Basis  eines  eignen  logantbmiscbea  Systena«  weickei 
■Min  das  natUrlicbe  oder  byperbolisebe  System  nennt,  und 
beacichnct  die  Log^aritlimen  dieses  Systems  G:^'^''^'f'li<'^^  bloss  durch 
/.  Ist  Tiuo  0  die  ISasis  der  durcb  lo^p  bezeicbneten  Logaritlines 
und  ^  eine  beliebige  ZabI,  so  ist 

alio»  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  naturlielien  Logaritbnn 
ninmty 

log  iir «     =     oder  log  il^=^. 
Folglieli  ist 

log^  =  ^  =  i, 
und  daher  naeh  dem  Obigen 

* 

* 

Ferner  ist 

log  «  =      H  ^  =  7i  =  -S 

also 

log  #  — 
und  fölglieh  nach  dem  Obigen 


d^     t  dx 


4  ■ 
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XXIX. 

I 

Mathematische  Bemerkungen  von  dem  Herrn 
M4yor  und  Ritter  Dr.  Q.  W«  Maller  zu 

HaniMver. 


I. 

Eoklid  it«!lt  folgenden  Satz  an  die  Spitze  des  lOten  Ruchs : 

,,Wenn  zwei  iing'lpiclic  Grössen  g'Oc;**^^  sind  und  es  wird  von  der 
g^rössprrn  iiu  iir  als  die  Hälfte  (oder  auch  nur  die  Hälfte)  wep^Gfe- 
Donimen,  von  dem  Rrste  uliermals  mehr  als  die  Hälfte  (oder  auch 
nur  die  Hälffe).  und  dies  immer  so  fort:  ao  iileiht  einmal  ein 
Rest»  welcher  kleiner  ist,  ixh  die  gegebene  kleinere  Grösse." 

man  kapn  diesem  Satze  folgende  Erweiterung  geVeo: 
.^Weno  von  einer  gegebenen  Grösse  Ö  der  lüte  Theil,  d.  b» 

--Gf  weggenommen  wird,  von,  dem.  blciheoden  Reste  wiederum 

dessen  «»ter  Theil  und  dies  immer  so  fort!  so  bleibt  einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ist^  aU  jeder  gegebene  «te  Tbeil  der 

Grösse  €r/' 

Beweis:  Es  bezeichne  G  den  rten  Rest,  so  ist 

(r) 

(1) 

m       ^  0) 


Nnn  wird  ö<i. .  Q  iHio,  wenn  C'^)  <  i  oder 
also,  aof  beiden  Seiten  die  Logarithmen  genommen,  wenn 

Klogr  -i-Iog.(«-l))>log  «  d.  k.  '•>|„g„,_!°4"„,_Y(  »t 
0a  nun  hi  dieser  Beziehung  m  und  u  positive  Zalilenwerthe  bedeu- 
ten die  ffrösser  als  1  sind,  so  hat  der  Quotient  ,  **z — ^ — r: 
.    .  lag        log  (//I  — 1) 

einen  in  jedem  vorliegenden  Falle  anffebbaren  positiven  Zableo* 
Werth,  mithin  kann  die  Ciir  die.  ganse  2äbi  r  geforderte  RedingiiDg 
jedesmal  erfüllt  werden. 

Ks  folgt  also  hieraus,  dass  durch  Fortsetzung  der  Wes^nahme 
des  mujk  Tbeüs  jedes  Restes  einpiai  ein        kommen  wird  kieiner 

14* 
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wie  jeder  ffegebene  Tbeil  der  Griteie  und  Doeh  ooi  ao  mbr,  wenii 
bei  jeder  Wegiialiaie  noch  «ehr  wie  der  mte  Theil  geDomMen  wird. 
'  Bei  der  Lehre  Ton  der  Convergenz  der  Reihen  lässt  eich  Ton  die* 
•en  erweiterten  Setse  oütiiiche  Anwendung  Mchen, 


II. 

Bei  der  Bildung  successiver  Differenzreihen  ons  einerlei  Grund- 
reihe lässt  sich  die  Frage  anfwerfeo  ,,wie  und  ous  welchen  Glie- 
dem  der  Grundreihe  ist  üu»  nie  Glied  der  mten  DilFerenzreihe  zu- 
•aoimengesetzt?**  Die  Beantwortung  wird  durch  folgende  comhi- 
natoriscbe  Betrachtung  sehr  erleichtert. 

Es  wi  09  ,  *  eine. Reihe  von  Elementen,  aus  denen 

durch  Zusammenstellung  Ton  je  zwei  benachbarten  eine  Reihe  von 
CompleicioncQ  mit,  bc^  cdy  ,  .  .  gebildet  wird,  so  entsteht  in  dieser 
letzteren  jede  nachfulg:ende  Complexiun  dadurch  aus  der  vorher- 
gehenden Complexion,  dass  jedes  Element  mit  dem  nächsthöheren 
vertauscht  wird.  Wird  aus  der  so  gebildeten  Reihe  auf^gleicbe 
Weiie  eine  neue  Reihe  von  Coii|ileilonen  mASc^  hced^  . ,  •  darge- 
stellt» so  gilt  in  dieser  für  die  Entstehung-  einer  nachfolgenden  aus 
der  vorhergehenden  Complexion  dasselbe  Gesetz;  das  hophste  Ele- 
ment der  nachfolgenden  kommt  also  nicht  in  der  vorhergehenden 
und  das  niedrigste  der  vorhergehendeu  nicht  in  der  nachfolgenden 
Complexion  vor,  die  zwischenfiegenden  Elemente  sind  aber  in  bei- 
den zugleich  vorhanden.  Eine  neue  Zusammenstellung  von  zwei 
heaaehbarten  Cemnlesienea  wird  also  das  niedrigste  Element  der 
Torherffehenden,  das  höchste  der  nachfolgenden  und  die  zwischen* 
liegenden  Elemente  beider  enthalten. 

Hieraus  folgt,  dass  in  jeder  neuen  Reilie  von  Complcxionen, 
die  durch  Zusammenstellung  von  je  z#ei  benachbarten  Complexio- 
nen  einer  vorhergehenden  Reihe  gebildet  wird, 
1)  jede  nachfolgende  Complexion  aus  der  vorhergehenden  durch 

TertauBchung  der  Elemente  mit  den  nächsthöheren  erhalten 

wird ; 

%)  in  die  Zusammensetzung  jeder  Complexion  ein  successivea  Ele* 
ment  mehr  eingeht  als  in  die  der  vorhergehenden  Reihe. 
Da  nun  in  der  Iten  Complexionen- Reihe  in  jeder  Complexion 
2  successive  Elemente  vorkommen,  so  enthatten  die  Complexionen 
der  2ten  Reihe  3,  der  3ten  Reihe  4  und  allgemein  der  mtcn  Reihe 
(«•  Hh  1)  sttccessite  Elemente.  Das  Aofangs-Element  der  Comjplexien 
bestimmt  sich  dabei  durch  die  Stelle  welcne  die  Complexion  in  ihrer 
Reihe  einnimmt;  es  ist  das  gleichhohe  Element  aus  der  Reihe  der 
Elemenfe,  d.  h.  das  Element»  welches  in  dieser  in  der  gleichhoben 

Stelle  vorkoitiint. 

Die  Zuhien  welche  die  Zusammensetzung  der  Complexionen 
aus  den  successiv^u  Kiementen  angeben,  sind  für  die  stte  Com- 
plexionen*-Reihe  die  Riaemial*Coeffieienten  der  üten'Potetis.  Penn 
offenbar  sind  für  die  Ite  Complexionen -Reihe  aö^  f/c^  cd,  . . .  jene 
Wiederholungszahlen  1  und  1  die  Binomial-Coefficienten  der  Iten 
Potens9  desgleichen  fiir  die  Ste  Oomplezionen-Reihe  tMCf  decd»  •  • « 
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die  WldMolunffssaUoii  1,  2,  1  die  Biaomial  -  CoeffieieiiteB  det 
"teil  PeteBs,  lUieiteopt  aber  lelieii.  tich  bei  der  Zntenuienitellnng 

voD  zwei  benachbarten  Complexionen  der  rten  Reibe  zu  einer  Com* 
plexion  der  (r  +  l)teii  Reiee  ihre  Wi<MlerboInngszableo  eben  so 
für  die  neue  Complexion  znsammen,  wie,  bei  der  Zosammenstenunp^ 
der  beiden  Partial-Produkte  der  rten  Potenz  des  Bioomiums  in  den 
ersten  und  zweiten  Theii  des  BinoDiinms  zur  Darstellonff  der 
(r-4-l)ten  Potenz,  sich  die  Binooiial-CoeflirloFif en  der  rten  Potenz 
zu  denen  der  (r  +  1  jlea  Potenz  zusammeiisetzea  "^j, 

Bii  bieher  iat  rar  die  aritboietiscbe  Beziebung  der  Zaaammeii- 
etelliuig  TOB  je  iwei  besecbberteB  Gfiedem  der  einen  Reibe  «u 
elBem  Öliede  einer  aeneB  Reibe  aicbts  angenommen  worden.  FUgt 
.  maa  die  Bedingung  binia»  dan  das  vorhergehende  €>lied  mit  ent« 
ge^engesetztem  Zeichen  iob,  nacbfolgenden  hinsagetelut  werden 
aoU»  wie  e«  das  Scbena 

hy  Cy  »  •  t  * 

aby  bc^  cdy  ,  ,  , . 

tXScy  ieeäf  edde^  • . . 

mhlßüdcdi  bcccddde^  cddäee^^  •  •  •  • 

besagt,  wo  das  —  Zeichen  über  dem  Elemente  auofcdeutct  ist,  so 
haben  die  in  z.wei  benachbarten  Complexionen  derselben  Reihe  ent- 
halleueu  gleichen  Elemente  entgegeugesetzte  Zeichen,  und  du  bei 
der  ZoMWimenstellnng  zu  einer  neuen  Comnlexion  das  Zetdien  in 
der^  Torberffehenden  omffekebrt  wird,  so  nekömmen  dadordb  die 
^leicben  Efemeate  ans  beiden  einerlei  Zeichen,  nämlicb  dasselbe 
was  sie  in  der  naclifolgenden  hatten;  es  ändern  sich  also  die  Wie- 
derbolungflzablen  nicht,  welche  für  die  neue  Complexion  hervor- 
gehen. Nun  hvit  in  der  ersten  Complexionen -Reihe  das  letzte  Ele- 
ment der  Complexion  das  urspriinjiphcbe  -+-  Zeichen,  mitbin  aucli  in 
jeder  folgenden  Complexionen-Reibe;  da  ferner  in  den  Complexio- 
nen der  Isten  Reihe  das  Zeichen  tou  Element  zu  Element  wechselt, 
so  wird  es  auch  in  den  Complexionen  der  folgenden  .Reihen  von 
Element  sb  Element  wechseln.  Zur  Anwendung  anf  die  vorliegende 
Frage  aei  die  Groadreihe  durch 

j^o  H-  y  I  4-  ^3  4-  —  +    4-  •  •  • 

und  die  mi»  Difierenzreibe  durch 

0  12'  fl 


•)  1  1 
I  1 

12  1 

1  g  1 

13  3  1 
13  3  1 

14  6  4  1 

1  4  G  4  1 

151010  5  1 
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mtm  uf  4aB  AmhmmsMed  folraide  Gli€4 
§kfMi&  emUnSke  4mnk      for  tf»  «te  IKiiMsfiik«  itevck 

m 

bezeiekoet  wird.  aiaB  aua  die  vorLia  £^fhr.-t!icliteQ  combina- 

torischea  Kletnente  a,  If.       .  ,  .  die  Glieder  Ji»  ;,er  Grundreiiie  be- 
deuten und  der  üei^ueiuuchJ&eit  des  V  urzeicheus  wesren  m  den  Cojb« 
^exioaeo  die  Elemente  ia  fallender  OcdattBg  ixui  eiuauder  faJgejif 
cr|;Mft  sidi  smwttettsr 

o 

"•Ay=y»+«--*25iy»+^i-+-  i—iy^^ßr .  y«M-j.-r  {—^)r$» 

m 

w»Wi  «SBr  dea  Hm  Bim— irf^Cotlicictc«  4er  «rteii  Potenz,  nän- 
Kck  "23.  =  (».-2)--..(«.-(r-l)>  ^ 

dMS  «^«sl»  »§B,  ist 

Wenn  man  uriedemin  die  Anfan^^Iieder  der  Grand-  oder 
Ihiuptrpüie  und  der  sucressivcn  Differcaireiben  je  zwei  und  zwei 
das  uaclitolij^etuie  zu  dfin  vorherjicehendeu  addirt.  so  rrlialt  niaii  der 
Folge  iiacli  die  tTsteu  iieder  dieser  Reiben,  aus  dieseu  aut  tfleicbe 
Weise  die  Reibe  der  zweiten  Glieder  \jt.  a.  w.  L  Die  Aafaugsglicder 
im  den  so  erlialteBM  Reihea  stad  die  sBcecMreft  GKeder  der  Haupt- 
feik«.  ^  IKe  Torlda  aogeatoihe  caaihiaateriscke  Bctrackteniir  tisat 
sich  liivnuif  unmittelbar  aBwenden,  indes  mnk  die  Anfangsgliedcr 
der  Reiben  als  die  Elemente  und  die  paanreise  ZttsaBaieiiBteltnng 
als  eiaa  Addition  aasieiiL  Maa  tMkt  also 

0  0  o  e 

•der  ftHead  geardaet 

Siekl  »aa  die  Haafitreike  Hh^i +y» -I-,.  - .  +  yn-i- •  . 
ielOBt  als  die  erste  Differenzreihe  einer  sumnatorischen  Reihe  an, 

deren  ilalaarsglied  0 ist,  O-h^S', -f-i^j-i-^t ^^«-1-  

so  bat  muä  dacek  Aaveadaaf^  detseibeo  Betrachtaag 

0  9  0  0 

wodurch  die  2ilBaMBensetzung  des  sumMtorischen  Gliedes  der 
Hanptreihe  ans  ikrest  Aa(aB|i^Ucde  «ad  aus  de»  AlilbBgsgficdeni 
der  sueeesaiTen  DUforenaieiken  gegeben  wird. 
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Solutio  casus  irredocibilis  optica  oder  Tri- 
sectio  et  multisectio  auguli  optica. 

Von  den 

Herrn  Professor  C.  J.  D.  Hill 

•n  lUr  iJaiv«niitiU'io-Lu»4: 

(Nach  dem  Schwedischen  des  Herrn  Verfassers  tob  dem  jUencn  Ooetor 

Creplia  zu  Greifswald«) 


Es  seien  OXX"  und  OX'X"'  (Taf.  II.  Fig.  9.)  zwei  gegea 

dieselbe  Ebene  wiukelredifp ,  um  0  bewegliclie  Planspiegel  und  y 
ein  Winkel,  dessen  Theilinig  bekannt  ist*"*),  z.  IJ.  ein  rechter 
Winkel.  Man  nehme  nun  iJie  Linie  ÖX,  die  wir  durch  X  be- 
zeicliuen  wollen,  an.  und  hctze  die  bekannte  Grösse  XSyzzzc, 
Söll  d&BD  z.  B.  d«r  Winkil  ^  in  drei  gleidie  Theile  getheilt  wer- 

die  linie  OX'^zzsjtr*  io  an»  dm  X'^Sift^Be 


den,  so  nehme 
ist,  lind  findet  dann 

wenn  die  Spiegel  so  um  0  gedreht  werden,  dass  ein  von  dem 
Punkte  JC,  welcher  so  wie  der  Punkt  JC"^  vorher  durch  eine  Me- 
tailspitze  oder  einen  Diamant  eingegrahen  sein  kann,  ausgehender 
Strahl  XX'X"  nach  zwei  Reflexionen  auf  den  Punkt  fallt. 
Denn  dann,  ist  der  Winkel  jp'ssip'y  9"  ferner 

=  9/ —  cü  =^  9)— 2ö», 


*)  leb  lioffe^  dass  der  Sinn  des  Hertn  Verft.  überall  rieb%  getroffen  sein 

wird.  G. 
*•)  D.  h.  welchen  man,  wenn  ijberhau{)t  die  Aufgabe  die  Theilnnj;  eines 

fegej^enen  Winkels  in  n  gleiche  Theiie  zu  theilen  verlangt,  in  n  gleiche 
'heile-  tu  tbeilen  im  Stande  ist.  Einen  solchen  Winkel  würde  man 
sich  immer  leicht  dadurch  bilden  können,  dass  man  irgend  einen  belie* 
higen  Winkel  »mal  neben  einander  legte.  G. 
)  Statt  des  hier  gebrauchten  Zeichens  fu  steht  im  Mauuscripte  und  in  den 
Figuren  ein  nur  sdiwer  erinennbares  Zeichen,  dessen  Stelle  durch  den 
Buchstaben  cu,  wie  ich  glaube,  swecknässig  vertreten  werden  kann, 
bedeutet  immer  sin  9.  6. 
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und»  wenn  OX'^X,  OX''=Xr  geielst  wird, 

X  i  X'=Ss>'  : 

X"  i  X"fzsJSf»*  i  JSif^i  ^ 

also  conponendo 

folglich 


Wir  naditoD  aber 


Also  ist  Sg>"'=Stff,  und  folglicb  y'^'rrs^y— 3ci)  (oder  y'^^^t/^— 2iijr, 
wenn  i//  >>  29r»  u.  f •  w.),  worftas  •iyf  =  i^  —  w,  w.  z.  b,  w. 

So  bekommt  man  aacb»  wenii  X^^Sg>f^ ^sse  ist,  nach  vier  Re- 
flexionen wobei  man  Taf.  U,  Fig.  10,  an  ▼ergleiehen  bat, 
u,  »,  w. 

Anm.  1.  Es  veniteht  sieb,  dam  nrngekehrt  auch  OX^  =X^ 

nach  Gefallen  angenommen  und  ÖX== — gemacht  werden 

kann.  Dies  ist  jedoch  nicht  so  genau  in  der  Praxis  wie  das 
Forige. 

Anm.  2.  Die  Triseetio  auj^^li  kann  andi  dnreh  eine  einzige 
Reflexion  bewerkstelligl  werden. 

Denn  es  sei  der  Winkel  ACB  (Taf.  II.  Fig.  11.)  gegeben, 
ABD  ein  Kreis  und  D  ein  gegen  den  Radius  CD  und  die  £beoe 
des  Kreises  winkelrechter  Planspiegel,  und  es  werde  ein  unendlich 

weit  entfernter  Gesichtspunkt  (Mirej  M  für  den  über  B  liinaus  ver- 
längerten Uudius  CB  gesucht.  Ferner  werde  der  Spiegel  I)  nebst 
dem  Radius  CD  so  lanc^f  [gedreht,  bis  der  Punkt  m  durcli  Re- 
flexion von  dem  Spiegel  D  aus  dem  Punkte  A  g-erade  in  dem  durch 
(einen  Diamanlätrlch  angedeuteten  Durcbächuittäpuokte  des  Radios 
CD  mit  deni  Spiegel  gesehen  wird.  Terläogert  man  dann  CD 
ttber  C  hinans  bis  nach  Ey  so  Ist  der  Winkel  ECB=\ACBy 
oder  der  gegebene  Winkel  ACfl  dreigetbeilt  durcli  CE.  Dean 
es  ist  der  Wnkel  ECB  =z  EDM=EDA  =  \ACE,  und  folglich 
ACB  =  ACE^ECB=:i\^^\)  .  ECB  =  ^  .  ECB,  wie  be- 
hauptet wuide. 

Anm.  3.  Dies  wird  leicht  anf  dem  Felde  oder  anf  einer  Tbeil- 
nasciiine  bewerkstelligt 
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XXXI. 

Uebimgsaufgaben  für  Schüler  *). 


1)  Man  büU  beweisen,  dass  immer 

— y —  — <  (« — «i)  H-  —  *i )' 


2)  Wenn  man  eine  gerade  Linie  nach  dem  äussern  und  mitt- 
lem Verhältnisse  tbeilt,  so  wird  das  Vrrliältniss  der  beiden  Seg- 
ln onte  za  einander  durch  den  in'a  Unendüclie  £ortiaufende  ket- 
tenbrucl), 

.  l^^etc. 

<iUt>gedrückt. 

3)  Die  Zahlen  ar  und  y  so  zu  bestimmeu,  dass  die  Suiauien 
ar^g  nnd  ^'H-y'  voUkommene  Qaadratzablen  werden. 

.4)  Ba  aei  jt^^  ein  beliebiger  &rei»bog-en,  H  desseo  Mittelpunkt, 
so  dass  nämlich  Are  ylD=^ Are  BD  ist,  und  ein  anderer  be- 
liebiger Punkt  in  demselben.  Man  soll  beweisen,  dass»  wo  man 
auch  den  Punkt  E  in  f!f»in  Kreisbogen  AB  antu  kmen  uia^,  immer 
Cjliard  />jf  +  t  liord  />// ^  rhorrr^        Chord  EB  ist.; 

5)  Die  iülgenden  Eigenschattea  der  Tangenten  der  Parabel 
sind  /u  lieweisen  **). 

.  beieu  au  eiue  l*aral»el,  deren  Brennpunkt  F  ist,  die  drei 

IkM^^nteD  ABy  CD^  CE  trezoiren,  so  finden  die  folirenden  Rela- 

a.  Der  von  zwei  Tangenten  an  ibrem  DDrchschnittspunktc  gc* 
44|}^b9l^,,^uikel  ist  der  iSnmme  der  von  ihnen  mit  den  nacb  ihren 
Bernhrungspunkten  gezoircncn  ^'ccloren  eingeschlosseneu  Winkel 
gMiBh»  4L  h.  es  ist     B.  ^LDCE=L  CDF^L  CEF. 

..  '*)  Nach  einer  von  Herrn  Professor  Dr.  Mensing  zu  Erfurt  mir  gemachten 
'  ,  ,gütigen  Mittheilung  werden  in  Cambridge  alljährlich  die  Aufgaben, 

welche  bei  den  Prüfungen  den  Schülern  gegeben  werden,  georuckt. 

Es  sind  von  mir  die  nöthipT'n  V»;r.uisralrtin<rrn  jrf^rrofffn  wonlon ,  »las.s 
diese  gewiss  viel  tiutes  «mlialitnuleu  Autgabeu  niögliclist  zeitig  in 
raeine  Hände  gelangen,  und  Herr  Professor  Dr.  Mensing  wird  die  Güte 
haben,  das  Brauchbare  aus  denselben  im  Archive  mitcutbeilen. 

**}  Diese  Eigenschaften  der  Parabel  sind  aus  einem  sehr  lesenswerthcn 
kleinen  Aufsatze  des  Herrn  Direrfors  Rumker  zu  Hainlnirs^  in  dem 
,  Jahresberichte  der  dortigen  mathein.  Gesellsch.  für  1840  euLlehiit, 

••^  Dia  Figur  wird  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können.  Die 
Tangente  yiß  liepjt  zwischen  den  sich  in  6"  schneidenden,  die  Parabel 
'  in  und  E  berührendea  Tangenten  CD  und  CF.  schneidet  die  erste 
in  J,  die  zweite  in      und  berührt  die  Parabel  in  Ir. 
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b.  Der  von  swei  Tanirentett  an  ibfem  Darelischnitti|innkte  g«» 

bildete  ,Winkel  ist  der  Haine  des  von  den  nach  ihren  Bernhrangi- 
pnnkten  ffeaogenen  Vectoren  einireseblouenen  Winkels  srleicb,  d.k 

es  ist  z.  B.  L  DCE=  «  L  DFE. 

c.  Die  vom  Brennpunkte  nach  dem  Durcbschnittspnnkte  zweier 
TansfCLiten  irozogene  ^rade  Linie  halbirt  d^n  von  de  n  nach  den 
Berülirutigspuukteu  der  beiden  Tangenten  gezogenen  Vectoreu  eio- 
geschlojiseuen  Winkel, 

d.  Der  nv  das  durch  die  drei  an  die  Parabel  gezogenen  Tan- 

Senten  gebildete  Dreieck  ABC  bescbfiebaiw  Kseis.  gebt  jedendt 
urcb  den  Brennpunkt  der  Parabel. 

e*  Die  Entfernung  des  Durchschnittspnnktes  zweier  Tangen- 
ten vom  Brennpunkte  ist  die ,  mittlere  Proportienäle  zwischen  deo 
nach  den  Berührungspunkten  gesogenen  Vectoren,  d.  b.  es  Ut  s.& 

f.  Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durclisclinittspunktes 
zweier  Tangenten  von  ihren  BerBbrungspunkten  verhalten  ni«h  w» 
die  nach  den  Ber&hmngspunkten  gezogenen  Vectoren  nnd  wie  die 
Producte  der  Entfernungen  ihrer  Endpunkte  vom  Brennpiinkte» 
d«  b.  es  ist  immer  a«  B, 


und 

g.  Zwisebett  den  leiten  des  Drelneks  ABC  findet  immer  die 


ABxF€^ACXFB'\^BCy.PA 

Statt 

h.  Ancb  ist  immer 

AD  :  AC=BC  t  BE=  GA  :  OB. 

6)  Es  sind  zwei  Punkte  A  und  B  ilirer  Lasre  nach  geg'cben; 
man  soll  die  Lage*  zweier  andern  i*uijkt(;  C  unii  D  bestimmen, 
wenn  an  denselben  die  Winkel  ACDy  UCD  und  AD€^  UDC  ge- 
mesien  worden  aind* 

'Diese»  dem  Pothenot'schen  Probleme  ShnKdie  Aofgabe»  für 
welche  in  den  Miecellen  eine  Auflosnng  durch  die  analytische  Geo- 
metrie gegeben  worden  ist,  soll  sowohl  4urch  blosse  geometrische 
Constructioncn ,  als  auch  durch  die  elementare  Trigonometrie  auf- 
gelöst werden.  Bei  der  Auflösunff  durch  geometrische  Constrnction 
wird  mao  zup^lcinli  darauf  zu  sehen  La])eri,  dass  dieselbe  für  die 
gewöliuliche  Messtisclipraxis  (wie  %.  B.  das  sogenannte  Rückwärls- 
einscUueidcu  in  der  Feldmeäskuuät  in  Bezug  auf  das  Potbenot'sciie 
Problem)  m9fflicbst  brauchbar  wird. 

7)  Den  Ausdrack  m  sin  «-^^  sin  ^.  avf  die  .Tor«  ^  sin  $p  an 
bringen. 

5)  Den  Ansdrnck  m  eos  a'^^m  eos  j9  auf  4ie  Form  ^  cos  ^  an 
lirinffen. 

P)  Den  Ausdruck  m  tang[  e^-is  taog  /S  auf  dio  Form  x  tang  ^ 

zu  bringen. 

10)  Den  Ausdruck  ^  cot  a  —  n  cot  §  ^uf  die.  Form  cot  )p 
an  bringen.  ,  . 
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tl)  Es  Aä,  BB  eia  Pw  m  ^  M  MOiMideBde  gerade 
liinieo»  «Dil  Dy  Jr  drei  (Ixe  Punkte  oder  Pole.  Orai  gerade 
nteii^  welche  durch  diese  Pule  ^ehen,  drebeo  sich  so  um  dieselben, 
«dass  der  Durchschnittspunkt  der  von  JJ  und  ß  ausgebenden  imoier 
auf  der  Linie  Ayi,  der  Durcbscbuittfipunkt  der  von  und  JF  aus- 
^e^endeo  immer  auf  der  Linie  ^B  lieg^:  mon  toxcht  deu  geometri- 
schen Ort  des  Durchsduuttspuiikts  4^  v.OQ  B  «od  JF  Misgeheaden 
ffVäAem  Lioien* 

12)  t:in  gegebener  Winkel  dreht  sich  in  seiner  Bbeae  so,  dw 
der  eine  Sehenkel  desselben  immer  durch  einen  der  Ln^c  nacb  ge* 

E ebenen  Punkt  geht,  der  Scheitel  aber  sieb  immer  auf  einer  der 
lage  nach  gegebenen  geraden  Liuie  beilüdet:  man  sucbt  die  Curve,  i 
welche  von  dem  andern  Schenkel  des  Winkels  iu  seineu  verschiede* 
nea  I^a^en  stetig  berührt  wird. 

(OieM  An^sbe  eilMert  die  ADwendiing  d«r  Differan^alp 


*  • 

M  i  &  .c  e  1 1  le  tt* 

r 

In  Nr.  419  der.  Astronom! selten  Na cbr! eilten  hat  Herr 
Professor  nod  Director  Hansen  in  Seeberg  eine  interessante 
geodätische  Ao^abe  mitgetheilt  und  aufgelöst,  welche  dem  längst 
bekannten  Pothenot'scnen  Problem,  das  bpkntmtHch  die  Be- 
stimrauncr  der  Lage  eines  Punktes  aus  drei  t^egebenen  Punkten 
durch  blosse  Winkelmessungen  an  dem  zu  bestimmenden  Punkte 
verlangt,  an  die  Smte  gesetzt  cn  werden  verdient.  Diese  Aufgabe, 
welche  iibrigens^  nieht  neu  -ist,  und  oieh  s.  B.  schon  in  J«  H.  yan 
Swinden's  Elementen  der  Geometrie,  aus  dem  Holländi- 
schen übersetzt  vou  C.  F.  A.  Jacobi.  Jena.  1834.  S.  3^1 
trigonometrisch  aufgelöst  findet,  ist  folgende: 

Wenn  zwei  Punkte  der  Lage  nach  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  den  letztern,  ohne  diese  von  den 
gegebenen  Punkten- an«  kn.  heoh«ehi«0V  bestimmen.  • 

Eine  Auflösnnj^  dieses  interessanten  Problems  lässt  sich  ohne 
besondere  Schwierigkeit  aus  den  in  dem  Aufsatze  Nr.  XIV.  fh  dem ' 
ersten  Hefte  dieses  Theils  des  Archivs  p;e<];^ebenen  Formeln  herlei- 
ten, wie  wir  jetzt  iu  der  Kürze  zeigen  wollen. 

Die  beiden  der  Läse  uach  gegebenen  Punkte  seieo  A'  und 
nnd  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
Coordinatensyslem  seien  a:'^  if  nnd  y/.  iKe  beiden  Pnnkte» 
deren  Lage  bestimlst  Werden  soll,  leiflB  ^  nnd  and  ihnCoetw 
dinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  System  seien  Xy  y  und  ^i,  y,.  An 
dem  Punkte  A  messe  man  uun  die  beiden  180**  nicht  ühnfsteJircn- 
den  Winkel  A!AAx^  A^AAt>  uttd  eben  so  iiiesse  sMn  an  dem 
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»..^  ««^  <fs  y= 

H  «  %*r<l^  diie  Gross« 

^  ^  —           jTx^  cos  y  = 

<^xV^^ 

,  V'**^''*  ^<^c4»f>t.    Wäre  tji 


IS  cos  9),  =: 
^  ^  \  y-^r^  wi^V4^U%^  und  fol 


:2a 

+  »i) Qi  coa  (9  +  ßt)^ 

rill 

4-,^,)  — fi/— y/)  cos 
sin  * 

E)  ...    „iin  (y4-«i-"g) 
.       ergeben  sich  nun  mittelst  der 
+  o)  =  ^i'  — ^,  cos 

,^ai)  =  ^/4-^i' cos  (sp-f-/JJ, 

«ij  =  yi'+^i'  «in  (9+/'t)- 
alt  man  ttittdst  der  Ausdrücke 

« 

■:os  ^        Sin  ^* 

vclcher  360®  nicht  übersteigt,  bemer- 
m'  obigen  Formeln  zwei  Wertlic  lic- 
[{iv  Form  9  und  <jpH-180**  siuü.  Von 
;tD  jederzeit  denjenigen  su  nehoien, 
•)  und  entsprecben.' 
Vrr  Professor  und  Director  Hansen 
ebnung  nuf  diese  Aufgabe  gemacht 

Werth,  dass  für  dieses  interessante 
uUiisungen  durch  die  elementare  Tri- 
'Tco metrische  Constructionen  gegeben  » 
JerUcksichtiguug  Uer  Meastischpraxis, 
eben  Problem  unter  dem  Namen"  des 
T  Feldmesskunat  bekanntlich  schon 
'  werden  eoldien ,  Auflösungen  gern 
11  räumen. 
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Punkte  ilie  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  A'A^Ä^ 
Ai'A^A^  80  hi^  mn  alle  Ma,  weleke  iir  BestinBong  der  Ciior* 
dinaten  a:,  y  njA  w^y  y,  der  beiden  gesnditeii  Paakte  A  oad  J, 
Bolhi^  sind,  wie  jetit  gezeigt  werden  soll. 

Die  Entfernungen  des  Punkte«  A  von  den  Punkten 
wollen  wir  durch  ^,  die  Kotfernungcn  des  Punktes  A^  von  des 
Punkten  A\  A^*  durch  q\  q^',  die  Kntfernunp;  AA^  der  gesurlitpn 
Punkte  A  und  A ^  von  einander  durch  r  bezeichnen.  Denken  wir 
uns  ferner  durclt  den  Punkt  A  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
paralleles  Coordinateus^stem  der  gelebt,  so  soil  der  vuu  der  Li- 
nie AA^  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  £  eingeschlosMi« 
Winkel,  indem  man  dieaen  Winkel  von  dem  positiven  Tbeile  der 
Axe  der  t  an  dnrcli  den  reckten  Winkel  ($17)  bindnreh  von  6  bii 
3iB0^  aäblt,  durch  9  bezeichnet  werden.  Eben  so  wollen  wir,  wen 
wir  uns  durch  den  Punkt  A^  ein  dem  primitiven  Systeme  der  ^ 
parnllelcs  System  der  7;,  ffelegt  denken,  den  \or\  der  Linie  A\A 
mit  drm  positiven  Theile  der  Axe  der  5  eingeschlossene»  Win- 
kel, indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  ^]  an  durch  den  rechten  Winkel  rj^)  hindurch  von  0  bis 
900°  zahlen,  .durch  q>i  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir 
nun  nacb  den  Glelcbungen  %  in  dem  Anfsatie  llr,  XIV.  offsabar 
die  folgenden  Ansdrüeke: 

!;r,  =  .r-H  r  cos  y,  =y-|-  r  siu  y  ^ 

0?'  =  ^  +  ^  COS  (5p-|-a),     s^=y+^  sin  (SP  +  «)i 

und 

i^=;ir, -Hr  coa  9Pi,  ysssy, -|-r  sin  jp» ; 

vv'se:^,  -4-^  coa  (9,  y'=yi  -he'  «■  (SPi  +«1)5 

;r/=sar, cos  (^iM-/?,),  y,'  =  y,  M-^,'  sin  (y, -|-/9J; 

wo,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Grössen  a,  /!>,  a^,       aus  den 
gemessenen  Winkeln  immer  leicht  gefunden  werden  können. 
Ana  den  enten  Gleicbnngen  in  den  Syatemen  1«  und  2.  folgt 

ain  9P= — sin  jp^  coa  9  =  —  cos  $p|| 

also 

ain  9  eoa  91  —  eoa  9'ein  $»|  sain  (9^9p,)=0y 

und  folglich 

wo  jr^eine  ganae  Zahl  beseidinet.  Wäre  dieae  ganie  Zabl  gerate» 
so  wäre 

sin  9,  =aiB  fp»  cot^isscaa^» 

da  doch  nach  dem  Oliigen 

ain  9>|  = — sin  fp,  coa  9^  s-^coa  9» 
iat'  Alao  iat  %  eine  ungerade  Zabl,  und  folglidi 

cos  (y, -|- a,)  =  cos  (y-f-a, -^'iör)  =  — cos  (9  +  CI1)» 
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cos  (9, -h/9,)  =  co8  (9)-|-/J,  —  )fjr)  =  — cos  (y + 

Mer  haben  wir  Jetzt  Mcb  dem  Obigen  zwiscben  den  sehn  unbe- 
kaDDten  Grössen  j?,  jfu  ^i  l^i»  ^9  C/>  V 

genden  CSleicbiingen;  ' 

OF^-ofi  =— r  eo8  9,     y— Jfi  =— r  sin  9$ 

a7'  =  ar  +  ^  cos  (fjp-t-a),        y  =y-\-Q  sin  (y-t-a), 
3,  ^Äri'=Är-H^,  cos  (jP  +  Z?)»     yi'=y-l-^i       (SP  +  ÄV 

0:/  =  ^»—^,'  cos  {ip  +  ß,),  y/  =  y.— ^/  sin  (y-f-/?,); 

aus  denen  also  die  in  Hede  stehenden  zehn  unbekannten  Grüssen 
so  bestimmen  siud. 

Eliminirt  man  q^^  q\  so  behält  man  die  sechs  folgenden 
Gleichungen : 

/or  — 0?!=  — r  cos  y,  y  — yj=  — r  sin  9; 
|r5|  =  tang  (sp-ha),  |^^=tang  (y-f-/?); 


swiicben  den  seebs  vnbeiinnnten  Grossen  or,  y,  r,  y. 

Durch  Verbindung .  der.  beiden  ersten  mit  den  beiden  letzten 
CSciebnngen  erhält  innii 

y'^-y-rninj^  (y+a.),  ^'i^^^''^"  ^  =tang  (^^ß,) 

oder 

g  U^—^)  sin  (<jP-4-a,)  — (y  — 3^)  cos  (9)-f-a,)  =  r  sin 
*  ((ä:/— sin  (9>-f-/^i)  — (yi'— y)  cos  (y4-^,)  =  r  sin 
nnd  folglich  durch  OiTision  - 

^    (48^^  Jp)  sin  (yH«tt,>  — (y^— y)  cos  (y-f-«0  sin 

liringt  man  die  zweiten  Gleichungen  in  4.  auf  die  Form 
oder  auf  die  Form 

10  erbält  man  aus  denselben  leicht 

^   sin  ^  » 

cos      -f-  cc) 

y    y  — — ^— -  ^.^  _ 
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^#     ^.     (y'  —  y  I ' )  00»  (y  -^  tt)  —     — ay  /)  «n     H-  g) 

CO»  (y  -f-i«) 

'  .  ,,(y'"-y/)  cos  — -a:,)  sm  (y^g) 

yi  — y— »--^  sin  (g  —  ^) 

•  sin  (y-4-/J) 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  .t*  —  o:,  y'-^y»  •«» 
^i'  —  y  in  die  Gleichung  6.  ein,  so  wird  dieselbe 

(x*  ^  »r/)  sin  {f>^ff)~^  (y*  —  y /)  e—.  (y^f-j?)    sin  («  — «^)'  «n 

(ar'-^ari'i.sia^^o)— «».(t-f*«)  '  «in  {ß^ßgl-     <ii|  ^, 

j  (j?*  — j:/)  sin  (y-4"/?)  — (y  —  y/)  coa  (y /9)  ^  sin  ft|  sin  iß—ßx) 
•  (d/  —  aTj')  sin  (y  -f-a)  —  (y*  —  y/)  cos  (y  -f.«)       siu  /?,  sin  («  —  «J* 

Aus  «iiescr  Gleichung-  könnte  man  nun  leicht  tang  (p  entwickeln, 
Uüii  HO  zu  der  y\uilöäuag  der  Aufgabe  geluagen.   Uesser  wird  muo 
aber  auf  folgende  Art  verlalireii. 
Aua  4en  beiden  Gleichunf^en 

8;   o/  — ^/  =  Ä  cos  L\  ^^yx'T=zR  sin  E 

bc<^fiTnmc  man  auf  hekannte  Weise  die  beiden  Grdncn  R  und 
so  iiat  man  nach  7.  die  Gleichung 

A    sin  (y«^j>-^g)  sin       sin  {ß^ft^ 

'   sin  (y4-.a-^i?)      «n  ^|  sin  «J* 

ako,  wie  man  hieraus,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Biahist 
addirt  nnd  aubtrahirt,  nad  dann  dividirt»  leicht  findete 


cotK«H?)  tang{.eHr{«-W-yl=aUj«,  sinOJ-/JO-sin/9,  sin(«-« 
und  tulglich 

1A  te.«.f  trAr_i_;?\  r.\^¥^^^i(»  i>v«»n<rt  sin(/?-/g,)4>sin^,  sin(tt«-«,) 
10.  tang{£4(«+/g)-SPi==tang4(«-/?)^;^^^^  sin03->/?,)-sin^,  sin(«^a,y 

Berechnet  man  aber  den  Hül&winliei  O  mittelst  der  Formel 

so  hat  mau  zur  Berecliijuug  vuu  (p  uach  10.  die  Formel 
12,   tang  |iE;--^(a-t-iJ)  —  y(  =  tang  i(a  —  /S)  taug  {45'» ^-0). 
Ans  3.  ergiebt  sieh 

—  a?i=Q  cos  (5P-4-«)  —  ^,  cos  (^  +  ß), 

t/'-y^'=Q  sin  (SPHh«J  — ß»«  (SP^^ßh 
nnd  folglich 

^—  sin(«^/») 
;  ar/)  sin  (y -t-g)~ ^ y/)  cos  (y 

also  nach  8.  - 
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Fenier  bt  ns^h  S. 

^  — — ^'  cüs  (y-f-«i)-4-(^'  cos  (^4-^,), 
□■d  folglich 

1^  (^g'  — JT,')  sin  (y-l-^,)— (y'— y,*)  coa  (y-f-^i) 
^  ,  (^'— jt/)  sin  (y  +  gJ  —  Cy  — j/»)  cos  (y-i-^^.). 

alfio  nach  8. 

^— ^    sin(«,~/?J    >^t— Ä  sin(a,~~^— • 

Die  Coordinfttea  or»  y  und       yx  ergeben  mk  Mia  nittelit  der 
JFoimeln 

ud 

Dift  Bntferaug  r  aber  erbiUi  »mi  nittelst  der  Auadrllelie 

Rncksicbtlieli  des  Winkels  9,  welcher  360<»  nicht  übersteigt,  bemer-r 
ken  wir,  dass  für  denselben  die  obigen  Formeln  iwei  V^rtKe  lie« 
&ffn,  die  im  Allgemeinen  von  der  Form  9  und  9>+180^  sind*  Ton 
diesen  beiden  Wertheo  hat  man  jederzeit  denjenigen  za  nehmen» 
welchem  positive  Wertlic  von  q  und  ^,  entsprorlion. 

Die  Anwendung,  welche  Herr  Protcssor  und  Director  Hansen 
von  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  diese  Aufgabe  gemacht 
hat,  muss  man  a.  a.  ü.  nachsehen. 

Es  scheint  nns  wänschanswertb»  dass  für  dieses  interessante 
Problem  auch  recht  elegante  Anflosungen  durch  die  elementare  Tri* 
gonometrie  und  durch  blosse  geometrische  Constructionen  gegeben  ^ 
werden,  letztere  zusrleicli  mit  Bprücksiclitigung  der  McsstiscTipraxis, 
wie  dies  bei  dem  Potheaot'&chea  Problem  unter  dem  Namen  des 
ftückwärtseinschneidens  in  der  Feldmesskunst  bekanntlicli  sdnHi 
fielfach  geschehen  ist.  Wir  werden  solchen  Außüäun(>üu  geru 
einen  Plati  in  dem  Arcbife  einräumen« 
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XXXIU. 

Correspoodenz. 

Auszug  ans   einem  Schreiben  des  Herrn  DirectofS 

Nizzc  aDi  Gymnasium  /u  Stralsund  au  den 

Herausgeber. 

Stralsund^  4.  Juniiit  1811. 

Ent  in  den  gegenwärtigen  Pfingitferien  habe  ich  Zeit  gewil- 
lten können,  das  erste  Heft  Ihres  Archivs  mr  Hand  sn  nehiMH. 
Deber  das  Unternehmen  selbst  habe  ich  mich  ungemein  gefreut,  und 
sollte  ich  von  Zeit  zu  Zeit  Ihnen  Kleinigkeiten  beisteuern  könneo, 
80  wird  es  mit  Verc:niip^en  geschehen.    Viir  diesmal  Folg-endes: 

Ich  fiel  zuerst  uut  den  Abschnitt:  „Aufgaben  für  Sc  Ii  ü  I  er." 
Dabei  interessirten  inich  die  Buzengeigersclien  Formeln,  bei  dereo 
Naclirccbuun^  icli  aber  einige  Irrungen  gefunden  zu  haben  glaobC) 
welche  icli  mir  anzugeben  erlaube. 
Nr.  8*  niuss  heissen  x 

nn  (o  — /5f)  =4  cos  4(a— /9)  sin  Ua^r)  cos  Uß-r) 

Nr.  12.  cos     (a  +   +  2(1  +  cos  a  cos  /9  cos  p') 

Nr.  13.  sin  ^^a^ßj^y)  ....  =2(1  —  cos  a  cos  ß  cos  y) 

Nr.  1-1  cos   =2(l-f-ro8  cos  (a-f-/)  cos  (ß+y)) 

Nr.  15.  sin  -f- . .  .  .  ==2(1  —  cos  («4-/^}  cos  (a-^y)  cos  (/?+;')) 
Hat  Buzengeiger  sieb  verschrieben,  .oder  trägt  der  Setzer  die 
Schuld?*) 

Bei  einer  audern  Ihrer  Aufgaben  bin  ich  sofort  auf  folgende 
Kleinigkeit  gefallen: 

Aafsrane.  •  Es  soll  auf  einer  gegebenen  geraden  Li* 
nie  einRehteck  construirt  werden,  dessen  sweite  Seite 
halb  so  gross  ist,  als  die  Diagonale. 

In  Tat.  11.  Fig.  12.  ist  M  V  die  gegebene  gerade  Linie,  utB 
willkübriirl,,  iID  =  \AB,  MAzzziAE  (=:  AB). 

Lehrsatz.  Wenn  die  kürzere  Seite  eines  Rec)itecks 
halb  so  g^ross  ist,  als  dcssfii  Diapfunale,  und  weun  man 
aut  der  karxereui^eiLe  desselbeu  wiederum  ein  Rechteck 
construirt,  dessen  sweite  Seite  die  HSIfte  seiner  Die- 

aonale  ist,  imffleichen  auf  der  kürxeren  Seite  diese* 
echtecks  wieder  ein  Rechteck  von  derselben  Beschsf- 
fenheity  und  so  in  Infi ni tum,  so  verhalten  sich  die  länge* 
Ten  Seiten  aller  dieser  Rechtecke  wie 

1  :  \/~^  •  ^^3»  *  ^^3«  *  *         •  •  •  •  • 

Aura.  Man  wiirde  die  Aufgabe  und  den  Lehrsatz  auch  aof 
iiaij  rechtwinklige  Dreieck  beziehen  können,  dessen  eine  Katiiete 
halb  so  gross  ist,  als  die  U^'potenuse. 


•)  Weder  der  Herausgeber,  noch  der  Setzer,  noch  der  Corrector  tragen 
die  Schuld.  Buzengeiger  hat  sich,  wie  ich  durch  das  noch  in  mo^ 
nen  Händen  befindliche  Blatt  nachweisen  kann,  allerdings  verschrieben, 
und  Herrn  Director  Nizze  gebührt  daher  der  gidsste  Dank  für  die 
Nadiweisung  dieser  Scbreiblehler. ,  G. 
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XX3Ü1V. 

Analyse  des  ^qaations  d^tennin^es  par  M 
Fourier,  de  Tuistitut  royal  de  Fraoee,  secr^ 
tai|re  perp^toel  de  Tacad^nie  des  sciences« 

Premii^re  partie.  Paris.  1831.  A 
Grundzüge  der  Lehre  von  den  numerischen 
GleicbuogeB  nach  ihren  analyüscben  und  geo- 
inf^sebm  Eigenschaften.  Ein  Supplement  zu 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  und  der  DiflTe- 
renüalrecbmuig  vopi  M.  W.  Drob i sc Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Leipzig.  Leipzig,  1834.  S. 

Von  6»m 

Herrn  Professor  Hr.  Gartae, 

KU  Hill«. 


Jean  Baptiste  Jos.  Fourier  (gfeboren  sn  Auxerre  in  der  Boui^ 
gogne  den  21.  März  1768,  p^estorbeo  zu  Paris  den  16.  Mai  1830)  ist 
als  Verfnsser  einer  scliarfkinnig^en  Theorie  der  Wärme,  die  schon 
wen:<^n  der  durin  G^ebrauchten  analytischen  Metboden  die  Aufmerk- 
samkeit jedes  Matuematikers  verdient,  und  mancher  treffiichea  der 
pariaer  Akademie  der  WiaBenachaftea  vorgetragenen  AbbandlaogeB 
itsd  Biographien  auch  in  Deiitaclilaiid  acoon  länger  bekannt;  erat 
iiacb  seinem  Tode  aber  lerntea  wir  ihn  als  denjenigen  Mann  ken* 
nen,  welchem  die  vorher  seit  geraumer  Zeit  gleichsam  stillstehende 
Wissenschaft  der  Algebra  ihre  wichtic:sten  neuen  Fortschritte  und 
Erweiterun(^en  verdankt.  Der  nun  auch  schon  verstorbene  Heraus- 
geber deä  vorliegenden  Werks,  Navier,  weist  in  seinem  V  orberichte 
•ni  biBtetlaiaeBeo  Papieren  F.*b  naeb»  daia  Povrier  seban  in  sei« 


*)  Obgleich  Fourier'«  berühmtes  Werk  schon  im  Jahre  1831  erschienen 
ist,  so  ist  es  doeh  bei  Weitem  nocb  nicht  so  allgemein  bekannt  und 
verbreitet,  wie  es  nach  seinem  bocbvricbtigen  Inhiite  verdient.  Des- 
halb dürfte  die  in  diesem  Aufsatze  gegebene  el)en  so  gri'indlirlie  als 
vollständige  Analyse  desselben  auch  jetzt  nocb  vielen  Leserti  angenehm 
und  dem  Zwecke  des  Archivs  vollkommen  entsprechend  sein,  wobei  es 
zugleich  zweckmässig  schien,  ebie  kurie  AnaljM  ^  Bucbes  fon  Dro- 
biaeh  damit  zu  verbmden.'  Ob 

Tbdl  X.  15 
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nem  achtzehnten  Jahre  ¥ielc  von  den  Rntdeckung«D  gemacht  hatte, 
welche  in  vorliegendem  Werke  Bitgetlieflt  werdea,  Sniter,  im 
Jahre  1789,  überreichte  F.  der  pariser  Akademie  eine*  Abhaodlniig 
ähalichen  Inhalts,  und  tru^  nacbmals  (im  Jahre  1797)  als  Lehrer 
an  der  polytechnischen  Schule  seinen  Schülern  diese  l^ntdcckungeii 
Tor.  F.  gehörte  zu  den  Gelehrten  ,  weiche  Bonnparte  auf  seinem 
Zuge  nach  Aegypten  mitnahm,  und  suchte  auch  während  seines 


atfdlUn^ 

gen  zeugen.   ?(ach  FranV9!B|Ql'BHriickgel4eh'rt;l«am  er,  wenn  pohev 
nicht  ohne,  ünterhreohungen ,  welclic  zürn  Theil  durch  die  Staats- 
veränderungen in  seinem  Vatertande  herbeigeführt  wurden,  wieder- 
holenitUcli  auf  diesen  Gegenstand  curtick.     Unter  den   schon  er- 
wähnten, von  ihm  der^  neuen  uaciser  Akvdemie  mitgetheilteo  AUiiaud- 
Itangeo,  welche  bheKlrooh^vfellt  'alle  gedriitokt  sind,  hezleilen  sich 
vier  aitf  .#9  alge{|ni|9clie  iinal^jiia^ :  JSiidlieh  «nttellowtlck  F.  alle 
seine  kteriiuf  bczugUcheA.  Arbeiten  in  einem  grösseren  Weske  ^» 
sämmen  zu  fassen  j  kaum  hatte  jedoch  der  Druck  dieses  Werkes 
begannen,  als  ihn  der  Tod  übereilte.  -  Leider  fand  sich  unter  sei- 
nen Papieren  nur  der  vorliegende  erste  Theil  vollständig  für  den 
Druck  vorbereitet.    Für  das  Uebrige  fanden  sich  indessen ,  nach 
Navier's  Aussage,  zahlteieba  Materialien  gesamnelL  juid  es  ist  nur 
zu  wünschen,  dasa  dieselbeir reckt  bald,  wenn  anck  nicht  verarliel- 
tet,  dem  Publikum  mitgellieilt  werden  mögen.  —   Wir  wollen  nttn 
den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Theils  angeben:  Auf  das- Aver- 
tisscment  de  l'^diteur  (S.  I-rXXIV)  folgt  (S^  1— &)  die  Vorrede 
des  Ver/assers,  worin  er  sich  über  die  Wichtigkeit  und  den  Nutzen 
der  Algebra,  über  die  V  erdienste  seiner  \  organger  und  den  Zweck 
seines  eigenen  Werkes  ausspricht.   Hieran  schliesst  sich  (S.  7—24) 
eine  Einleitung,  welche  ztanächst  in  gedrängter  Kürze  die  all* 
mähligen  Fortschritte  der  Algebra  seit  Dionhant  angieht.    F.  er- 
klärt sieb  hier  schlechthin  gegen  alle  Vorsnclie,  welche  hezweeken 
die  Wurzeln  der  Gleichungen  aller  Grade  durch  Formeln  darzu- 
stellen, welche  der  cardanischen  Formel  analug  waren,  indem  da- 
durch nur  sehr  verwickelte  Transformationen   erhalten  würden» 
worin  die  Wahrheit,  welche  nian  sucht,  mehr  als.  in  der  gegebenen 
Gleichung  seihst,  versteckt  wHm.  Leibnitzen».Hiid  TsnluftfbanseM 
Ansichten  hierüber  seien  unausführbar.   Oea Iferfaasers  eigenes  Ver* 
fahren  sei   keinct- Comhination  der  elementaren  Regeln .  über  die 
W^urzclausziehung,  senilem  eine  Methode  sui  generis,  welche  auf 
gleichzeitigem  Calcüi  aller  Cuefücienlen  der  vorgelegten  Gleichung 
beruhe;   sie  weiche  von  Lagrange's  Auflösung   der  numerischen. 
Gleichungen  uh,  und  gelte  auch  tür  die  Literatgleichungen.  Vor- 
nusgesetzt  wird  bei  dieser  »enen  Methode  ausser  den  gewIMittiieheii 
Riementen  der  Algebra,  die  Keuntniss  der  Differentialrechnung  be* 
sonders  die  Fntwickelung  nlgehraischer  Functionen  in  Reihen  (naclr - 
dem  Taylorschcn  Satze)  jed»)ch  mit  Hinzufiigung  des  Restes,  wenn 
man  eine  solrhe  Reihe  hei  einem  beliebigen  Gliedc  abbricht.  Auch 
is^  einige  Keuntniss  der  analytischen  Geometrie  oothwendig,  weil 
dti'durch  die  trcfpi^chste  Ver^innlichuug  der  allmähljgeu  Veräu.derun» 


Ski  in  den  Werünen  einer  l^uaction  /(a?)  und  eben '  dndnireh  Er* 
^chterung  in  der  türforschuug  ihrer  Eigenschaften  möglieü-  wird« 
Der.  VerfiMser  ist  offenbar  durch  solche  gaoeMtrtscbr  Betraehtiiogen 
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die  meisten  eeiner  Botd^vaget  «efcoHBiefi«       Vor,  dem  Be- 

ee  der  in  dieiM  mttm  TheUe  «tttteltoBetf  Bidier  etiaae» 
PlaAe  Baeb^  4Mm  licbttB  BiieberD  bestebeMiMt  Weckes,  gdebl  F. 
•tUM  Oeberslcht  aller,  von  ihm  Tür  die  Theorie  der  Gleichungeii  ge* 
uronoeatB  Eesiltate  (S.  25---86t)y  auf  welche  wir  zurüek  JkobAmii 
wollen,  wenn  wir  die  vorliegenden  ersten  zwei  Bücher  in  nähere 
Betrachtung  gezogen  haben  werden.  ^  Buch  1.  Methode  fdr 
jede  reelle  Wurzel  zwei  Gräozen  zu  bestimmen,  (zwischen  welche 
diese  Wurzel  fällt,)  uod  das  Vorhandensein  imaginärer  W^urzcln 
zu  erkennen.  —    Bedealet  m  eine  j^aoze  positive  Zahl  und  ist 


und  X'=/\a:)=%  X'=/-(ar)=^,....,,,^(«-i)==/t«-«^^^ 

gr  ^1^— p  X('")=^{'")(".r)==         so  ist  klar,  dass  alle  reelle  Wur- 

seln  der  Gleichung  3l=0  zwischen  den  Gränzen  — ^  und 
liegen,  und  dass  sowohl  für  ^  =  —  ^  als  für  ^  =  -4-^-  jede  der 
Functionen  X,  X',  X"  .  .  .  .  D  einen  unendlichen  Werth  er- 
bält,  dessen  Vorzeichen  lediglich  von  dem  jedesmaligen  ersten 
Gliede  der  Function  abhängt,  während  JlCwstsl  .  2  .  3  .  im 
^sitive  Conalaiito  ist.  Ofddat  Mi.  dakti  4i«  gedaebte 
9jNietiaj|9ii  ' ■     ;  ■"•»».-,•♦  •  "..f-  . 

r      X(-)<"Xöi^),  ,  X',  X",  X 

und  setzt  unter  jede  das  ibr  zukommende  Vot^eicbeD,  so  erhält 
Ipan  offenbar  . 

^rsAh 5        X^--*^  Xi»^-^)  it^-« . . . •  X"  X'  X      . .    , . 

--^  •     •  ......  '  « 


^juui  man  ttlso  swei  auf  eiaaüder  folgende  gleiche  Vorzeichen,  wie 
^|--|-oder  ,  eine  Vorzei chcnf olge ,  dagegen  zwei  aufein- 
ander folgende  einander  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wie  H  

oder  h  einen  Vorzeicli^n  wcc  liscl,  so  sieht  man,  dass  in  der 

Reihe  für  — ^  lauter  \  orzeiclicnwechscl,  in  der  Reihe  für  lau- 
ter \  orzeichenfolffen  vorkommen,  und  zwar,  vvcnn  die  Vorzeichen 
von  X^"")  und  nur  einmal,  jedes  der  übrigen  abch*  doppelt,  näm- 
Tftb  it  Bezu^  auf  das  yorbergebeude  und  in'  Be^ug  auf  daa  fol- 
gende Vorzeichen  berücksichtigt  werden ,.  erbält.  man  in  der  Beibe 
grade  so  viel  Vorzeiclienwccbael,  in  der  Reihe  (-1-^)  so  viel 
9^or2eifj|ienfolgen.  als  der  Grad  der  gegebenen  Gleichung  X  =  0 
B^traapt,  nänilicli  m.  Es  muss  also  die  Reihe  XC*"),  Xi"*-^),..,,  X\  X 
beim  Cebergunge  von  ^= — ^  zu  ^rrr-f-i.  alle  Mal  Vorzeichen- 
Wechsel  verlieren.  Da  jedes  Glied  dieser  Reihe  eine  stetige  Function 
von  ^  ist,  so  kann  es  nicht  anders  sein  Vorzeichen  andern,  also 
vom  PositiY<ftn  zum  Negativen  oder  vom  Negativen  zum  Positiven 
libeir^hen,  alb  indlm'  es  'Ileo  Zwiscbenwerdi  Null  darcbläuft.  Fon- 


Het  steigt  nun  eben  so  ehifaeb  als  klar  1)  dasa  jedes  Mal,  wenti 
^  eilten  Werth  erreicht,  der  die  Function  Xs=zO  macht,  ohne  zn- 
^eicb  eine  von  den  derivirten  Functionen  auf  Null  zu  bringen, 
uhthWcndig  ein  Zelchenwechscl  verloren  gebe,  d.  h.  sich  in  eine 
Zeichenfolge  verwandele,  und  dass,  wenn  ^  nachher  weiter  bis  ^ 
mnmterbrochen  wächst,  die  Anzahl  der  Zeicbenwechsel  bei  keinem 
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m  folgendett  W«me  m  »  wieder  «aueiines  hfoee;  %)  daei> 
weÖD  eioea  Werth  erreidit,  der  die  beiden  leiileii  eder  mehrere 
von  den  letzten  unmittethar  auf  einander  folgenden  . . .  X**^  X\  X 
in  der  obis^n  FnnktionoTireil<e  verschwinden  mncht,  (was  bekannt- 
lich ein  Merkmal  von  eben  so  vi«!  pinander  gleichen  Wurzeln  der 
^Heichung"  X  =  ü  istj  alle  Mui  ebeü  s«  vi*»!*  Zficlienwechsel  %'er- 
iureu  gehen.  3)  Weua  nicht  die  Stainnfunctinu  A.,  wohl  aber  eine 
Ton-  ihren  l>eriTiften  oder  »  auf  einander  lelgende  von  diesen  für 
einen  beetlmmten  Werth  tod  ^  reraehwinden,  werden  alle  Blal, 
wenn  m  gerade  ist,  aaeh  »  Zetchenwechsel  verloren  gehen;  wenn 
aber  n  nnsreradc  ist,  entweder  n  —  1  oder  /*-+-!  Zeichenwechsel. 
lu  den  I  allen  (2)  und  (S)  so  wenig^  uls  in  dem  Fülle  (1)  nimmt 
die  AnziihI  der  Zeichenwechsel  ieuials  wieder  zu,  wenn  man  ^ 
fortdauernd  wachsen  lässt.  — ^  Hat  die  Cilleichuiig  X  =  0  lauter 
reelle  Wnneln,  so  mnss  die  Fnnetion  X,  während  von  — 4  hie 
-hrt  nnnntefhroehen  wächst,  «sNal  anf  Nntl  gebracht  werden,  wo» 
durch  daon  alle  m  Zeichenwechsel  sieh  in  Zeichenfol&ren  verwan- 
deln, und  mithin  kann  dann  durch  den  unter  (3)  aufgeführten  Fall 
kein  Zeichenwechsel  yerli>ren  gehen,  So  oft  also  durch  diesen 
Fall  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  deutet  diess  auf  imaginäre 
VVurzelu,  und  zwar  jedes  Mal  auf  eine  gerade  Anzahl  derselben, 
wie  es  sein  ninss,  da  in  einer  rationalen  Sleichung  jede  darin  ent^ 

haltene  imaginäre  Wurzel  a  +  ßV^ ^  1  stets  das  Vorhandensein 

ihrer  conjugirten  a  —  ß\/ — 1  nothwendig  macht.  <—  Um  nun  zu 
entdecken,  ob  swiechen  sweien  Cränsen  a  nnd  6  eine  Wnnil  oder 
mehrere  Wnneln  der  gegebenen  Gleichung  liegen,  lubstituire  man 
für  4?  erat  er  un«i  nachher  If  in  der  oft  erwähnten  Reibe  von 

Functionen,  und  untersuche,  ob  die  Reihe  für  ^  =  3  noch  eben  so 
viele  Vorzeicbenweclisel  habe,   als  die  für  .-rs^or.    Ist  diess  der 
Fall,  so  Hegt  zwisclien  f7  und  6  gar  keine  Wurzel  der  Gleichnng. 
Hat  aber  die  Reihe  iür  j;=:6  eiueu  Vorzeicheuwechsel  weniger 
als  die  Reibe  für  «ssar,  an  liegt  nwitcbeo  er  nnd  ^  eine  reelle 
WnrxeL   Hat  die  Reihe  fiir  aps=s6  eine  ungerade  AnsabI  Itm^^'l  - 
Vaneicheowechsel  weniger  als  die  für  a:  =  a,  so  Hegt  zwischen 
a  und  h  wenigstens  eine  reelle  Wurzel ;  es  können  aber  in  diesem 
Falle  auch  3  oder  5  u.  s.  w.  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  reel- 
ler Wurzeln  zwischen  a  und  b  liegen    jedoch  nicht  mehr  als 
2ji  +  l.   Liegen  nur  2r+l  reelle  Wurzeln  in  diesem  Zwischen- 
ranme,  eo  aina  %m — Sr  iaiaijginäre  Wnneln  dnrch  die  rerlnren  §re* 
pn^enen  Vomeiehenwechsel  angedentet,  welche  Wnneln  F.  f 
lende  (raeines  manquantes),  Herr  Drobiseh  imssender  verlor en 
geeran gc nc  Wurzel,  nennt.  —    Hat  endlich  die  Reihe  fÜf  ^  =  Ä 
eine  gerade  Anzahl  2;;  Vorzeichenwecbsel   weoiger  als  die  für 
0?=:^,  so  hat  die  Gleichung  A^~0  in  jenem  Zwischeoraume  ent- 
weder gar  keine  oder  2,  oder  4  u.  s.  w.  oder  überhaupt  eine  ge- 
rade Anaahl  %a  reelle  Wnnelo^  die  twitehen  m  und  b  fiiUen,  je- 
doch nicht  Bielir  als        sogleich  erkennt  man  aber  danna^  dass 
auch  ^p—-^  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  sind.  —   Stets  also 
deutet  die  Anzahl  der  im  üebergange  von  a:=ia  zii  a:'=zh  verlo- 
ren gegangenen  Zeichenwechsel  auf  eine  eben  so  grosse  Anzahl 
von  Wurzeln,  welche  entweder  alle  reell,  oder  von  denen  eine 
gerade  Anzahl  imaginär  ist.    Ist  z.B.  X  =      +  2^*  »  3^-|-2 
SO  Ist  XsB3ar>-|-4;r— 3,  X''  =  6a:  +  4,  X'^ssd.   Wenn  man 
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also  (är  .r.  wie  es  der  leiclitrn  RerecIiuuDr  wegen  zunächst  inner 

geschieht,  dir  Rlicder  d«r  Reibe  ..• —100,— M,'-l,  0,H-i>4-l<^..> 
«etsi,  10  .eriialt  ntaa ;  i 

X"  X'  X'  X  ] 

-  +  - 

{-!)+  1- 

II  .  (») 

(1) 

woraus  erhellet,  Anss  zwischen  — 10  und  —  1  eine  reelle  Wune!« 
swiscben  — 1  und  0  g-nr  keine  Wurzel  liegt,  und  dnss  zwischen 
,ar  =  0  und  ^z-:z=l  entwedtr  zwei  reelle  Wurzeln  fallen,  oder  zwei 
dergleichen  verioreu  gegangen  sind,  in  welchem  letzteren  Falle  die 
Gleichuoff  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Wie  man  entdecke,  von 
welcber  Natur  die  suietxt  erwUhoten  beiden  Wuntelu  leien^  dorttber 
nachher.  —  Komnt  es  bei  der  Anwendung  dieses  höchst  einfachen 
Verfabfens' Tor,^  dass  ein  für  .tr  substituirter  Werth  a  ein  Glied 
oder  melirere  Glieder  der  Functionenreilie  X^'^y,  X^'^^\  X\  X 
auf  Null  bringt^  so  gieht  eine  leichte,  aus  dem  Taylorschen  Satze  ab* 
geleitete  Regel  an,  weh  iie  Vorzeichen  jenen  Functionen  beizulegen 
äeien,  sofern  jpssm^üj  und  ttu  fern  ^=:a-i-<u  gesetzt  wird,  wo 
a»  eine  sehr  weniff  nou  Null  versebiedene  Gr9ase  bedeutet.  Man 
brauebt  nämlich  danu  in  diesen  beiden  Reiben  nur  dieselben  Vor* 
zeichen  in  der  Reihe  fÜr  jpsssa  im  setzen,  da  aber,  wo  in 
letzterer  Reihe  Glieder  verscljwinden ,  bat  man  fiir  .tt^o — •<«>, 
Vurzeichenwechsel ,  für  x^zsiw^tu ^  Vorzeicbenfolgen  zu  setseuä 
Ist  a.  B.  die  Reihe 

fiir4s++00   00  —  0  00-l-O-^soistsie 
für  «1  —  0»  H-H  1  I  -f-  h  H  —  und 

lur  a~\-in  -\ — HH — h  H — |  —  —  -f-  H  

Ist  nun  die  Anzahl  der  Vorseiebeoweclisel  in  der  Reihe  für  xj^a — &> 

etwn  =  in  der  für  jr  =  <7-f-  (t>  nber  -^Jc^  so  deutet  dicss  auf 
h  —  k  imaginäre  Wurzeln,  so  in  dem  oben  angefiihrtcu  Beispiele 
auf  6  dergteicben.  Fourier  nennt  diess  die  Regel  vom  doppel-' 
teo  Vorzeichen.  — ' 

Üan  siebt  leiebt,  dass  die  Regel  Ton  Desenrtes,  wonaeb  man  ' 
ans  den  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Gltichuog  benrtheilt,  wie 
viele  reelle  positive  und  wie  viele  negative  Wurzeln  die  Gleichung 
höchstens  hnhe  (fälschlich  die  L  arrt  o  ts  r  h  e  Rec:el  «genannt),  nichts 
weiter  als  ein  Corollar  der  hish-er  angegebenen  Sätze  Fourier*8  sei. 
Denn  setzt  nntn  in  den  Fun(  tianen  X,  X'^,  .  .  .,  X('*""*\  X^*»)  das 
^=:rO,  so  werdeu  sie,  zu  Fuhre  des  Mac-Lauritiächen  Satzes,  gleich 

Proilnicten  ans  den  positiven  Faktoren  1, 1,  Kt^,  l.^,3,  ,  \^^m 

in  die  Coefficienten  der  Gleichung^  ICssO.*  Wenn  man  daher  nun 
die  Voneicben  dieser  Coefficienten  mit  der  Reibe  von  Vorzeichen 
für  ar  =  —  V  und  für  X'=.-\-\  vergleicht,  so  giebt  diess  die  Re- 
gel des  Descartes.  Offenbar  ist  aber  die  Resfel  Fourier 's  weit 
gehaltreicher,  da  sie  zugleich  bestimmte  endliche  Gränzen  auglebt» 
zwischen  welchen  man  einzig  und  allein  reelle  Wurzeln  zu  suchen, 
hat,  und  anf  die  eiofacbsia  Weise  zur  annlüierndeii  Bestimnuni^ 
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dicger  Wilrxeln  durch  fortg-ps^^rtp  Verenjfening  der  GrKnz^ii  dienen 
kann,  wovon  nachher  noch  weiter  dieTtede  sein  wird.  Es  bleibt 
jetzt  zunächst  die  Frap^e.  wie  man,  wenn  mehr  als  ein  Vorzeichen- 
wechsel durch  den  Uehergang  von  =  z.u  u  =6  verloren  eebt, 
entsebeides  kSaae,  ob  dadurch  lauter  reelle  zwiscben  a  und  flie- 
gende Wurzeln  oder  Paare  von  iaigiullren  Wurzeln  angedeutet 
Wehlen,  und  wie  mun  die  .reellen  xwjachen  «  und  ^  liegenden  Wur^» 
xcln,  wenn  dergleichen  vorhanlen  sind,  durch  Gränzen,  die  man 
zwischen  jede  zwei  einander  am  Nächsten  kommende  einschiebt, 
von  einander  trennen  könne.  Diess  würde  man  nun  zwar  dadurch 
bewerkstelligen  kütKien,  dass  uiua  nach  der  vou  Lagrange  und 
Waring  v-orgeBcblagcnen  Metköde  eine  Cirdsse  besttmojtc,  welche 
entweder  =  oder  •<  als  die  kleinste  Diftcrcnz  zweier  reellen  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  wäre,  und  sodann  fär  07  nacb  der 
Reihe  die  zJahlen  »-f-A»  «-4  u.  s.  w.  ...  in  der  Function 
substituirte ;  allein  dazu  gehören  bei  Gl«  u  linngeH  von  einigernia- 
asen  hohem  Grade  so  weitläufige  Rechnungen,  dass  ein  anderes 
kürzeres  Verfahren  für  die  Praxis  höchst  wüoscheuswerth  ist.  Ein 
sojchea  und  zi^r  ein  sehr  einfachesV'  das  in  dfen  mefateii  Fällen 
äusserst  sehnell  zum  Ziele  {äbrtj  bat  xiun  F.  gefunden.  Bs  gründet 
sich  auf  die  Betracktüng  der  Subtangcnt(iu  derjenigen  Curve, 
welche  die  Veränderung  in  den  Werfhen  dery*(.z')  veranschaulicht. 
Ist  man  niimlich  durch  liinreichen^e  Zusammenziehung  der  Gränzen 
a  und  iluhiu  gelangt,  dass  zwischen  diesen  Gränzen  nur  zwei 
Wurzelu  der  Gleichung  /'(a:)  =  0,  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f(a:)=0  und  gar  keine  Wunel  der  GIcidhoDg  /"(»r)=:0  liegt, 
Mi  ^  bat  die  Curve  f(a:)  zwischen  den  Gränzen  jf==a  ndd  afz=zi 
eine  £!fnbiegung  gegen  die  Abscissenaxe  (ein  Minimum  oder  Maxi« 
■mm  YOn.^(.^J),  aber  keinen  Wendepunkt.    Hieraus  folgt  leicht, 


dhss  die  absoluten 'ZahlenWertbe  der  iSubtangenten  taud 

sowohl  einzeln  als  zusammen  kleiner  als  d  —  a  sein  müssen,  wenn 
zwei  reelle  Wurjielp ,  also  zwei  Duscbs^nitte  der  Ciirve  /(^')  mit 
der  Abscissenaxe,  zwischen  a:  =  a  und  ^  =  6  lieareu  sollen.  Fin- 

det  sich  daher  ttt-t  •+•  i^^ttt  ~  <^  —       so  ist  diess  ein  sicheres 

Zeichen,  dass  zwischen  a  und  6  zwei  reelle  Wurzeln  verloren  i*;e- 

Sangen  sind,  statt  deren  dann  ==0  zwei  imaginäre  V^urzeln 

at.    Nur  der  FoU  ist  hievon  auszunehmen,  wenn  xmA \f(jp) 

einen  gemeinschaftUcketf  Theileii -und  daher /(.r)=0  zwei  gleiche 
Wurzeln  zwischen  «'und  d  bat,  was  ahe#  bekanntlich  leicht  zu  er> 

forschen  ist.  Findet  sich^y^  H-y7^-<^^  —     so  .kuou  man  . dar«» 

aus  noch  nichts  mit  Sicherheit  schlicssen,  sondern  mu^s  dann  enf^-ere 
Gränzen  statt  a  und  /j  wälilen,  wodurch  man  aher  endlich  gewiss, 
wenn  die  beiden  Wurzeln  reell  sind,  dahin  gelangt  sie  zu  trennen, 
oder,  wenn  sie  es  nidit  srnd,  die  Summe  zweier  Suhtangeoten 

gBaaer  nis  die  Diffsr^z  der  Abscissen  der  zugcliörigcn  Punkte  zu 
den.  ^  Hat  man  durch  das  früher  angegebene  Verfiibren  entdeckt, 
dass  nicht  bloss  zwei,  sondern  noch  knebr  Wurzein  zwischen  de* 
Gränzen  a  und  b  liegen  oder  verloren  gegangen  sind,  so  ist  durch 
eben  jenes  Verfahren  ouch  zue^leich  bekannt,  welche  von  den 
Functionen   XC«),  ...  A',   .Y,  wenn  man  sie  =0  setzt, 

nur  eine  oder  zwei  Wurzeln  zwischen  a  und  0  habe  oder  Tcrlo«. 
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reu  Iiabe.    Ks  &e\  nun  X("^  die  er«te,  von . der  Rechten  an  g'cxäklt» 
anter  jenen  Funrfionon.  wrlrln»,  wenn  man  sie  =0  setzt,  nur  pini*  ' 
Wurzel  zwischen  r/  und  //  hat,  so  hat  A('*~^)=0  nothweuUig  zwei 
Wurzeln  zwisclien  densclhen  Grrinzcn,  entweder  wirklich  oder  ver- 
loren, uüil  Ä(*'"*'1J=:0  bat  danu  entweder  gar  keine,  oder  eine 
oder  swei  reelle.  Wurzeln  awinchen  a  und  ^,  oder  es  »iod  für 
0  zwol  .swiseben  m  and  ^  Terlereo  gegfinffen«  W.iyrz«lM 
aogedevtet   Hat  J[('>-^i>sO  g«r  keine  Wurzel  swisdie«  «  ^»4  ^« 
weder  wirklich  noch  verloreOf  b*\  kann  map  ««eli-  deB^elben  VerM* 
,  ren,  welpkes  wir  rolrlier  auf  die  Fuactioipen  f(aff)  und  /'(^)  aiiF 
wandten ,  entdecken,    ob  die  beiden   anj^ezcigtcn   Wurzeln  von 
1)  =  0  beide  reell  oder  itnaginar  äind,  uud.  wenn  sie  lefzteres 
sind,  daraus  scbliessen,  duss  auch  A[  =  0  zwischen  a  und  iß  zwei 
reelle  Wurzeln  verloren  Labe..  Dasselbe  wird  man  scbliesseo,  wenn 
die  beiden  Wurzeln  von  «\^.^^=:0  einander  §;;leicb  sind,  ohne, 
wenn  man  zie  statt  op  %et%U  Alle  die  auf  JC^^')  folgeDdeD  FuDctio* 
nett  JK(«-si, . , XV  X  nnf  Noll  ztf  bringen.    Sind  bin geged.  tlt 
beiden  Wurzeln  von  A'(«— 1)=:0  gleich,  und  bringen  sie,  für 
substituirt,  4lle  auf  X^—i)  folgende  Functionen  auf  NatI,  so  hat 
die  (ileichung  X=:i}  }>ekann(lich  fs  Wurzeln,  die  jenen  beiden 
gleich  sind.    Sind  die  gedachten  lieiden  W^urzclo  von  X'"— 1^=0 
reell  aber  unc^Ieicl».  so  muss  man  die  üranzen  a  und  ^  verenj^ern  bis 
diese  Wurzeln  tlnrcli  eine  dazwischen  fallende  Cränzc  c^etrennt  wer- 
de«, w  oiluich  ilaiiu  tlie  erbte  unler  deu  i  uüclioueu  A^^^*^,  A^'^^^J...,  A 

von  der  Rflcbteo  i\a  gezählt,  welebe«  £s:0  gesetzt«  aiirveine  Wirn^l 
swiafben.-^  und  if  hat^  gewiss  weiter  rechts  alz  rorber  njat  aaobea  sei» 
wird.  Sind  für  X(**^}3=zO  eine  oder  zwei  Warzeki  «wisotien^<v  und  i 
apgczcigi,  SQ  iniiM  aMn  ebeuf«tlk$  ertit  die  Gränzen^  und  If  ?eren^eni» 

iprodurcti  man  gewiss  endlich  dahin  gelangt,  daas  unter  den  Functionen 
Ä^'"',  ^\  A  vonderR«  ohh'n  Q^egen  dieLinke  cfezähltdiaerste 

X^'^^j  welche,  =0  ijesetzt,  nur  eine  Wurzel  zwischen  a  uod  6  haf,  vor 
sich  eine  andere  ha|>c,  welche.,  =0  gesetzt^  gar  keine  Wurzel 

zwischen  a  und  6  hat  oder  verloren  hat,  so  dass  dann  die  vorgetriigcne 
Subtangenteoprüfuug  .sogleich  auf  X^'^^^  angewendet  weruei^  kann. 

Baeb  3;  .Uethude  die  Werthe  der  Wurzeltt;  df^ren  kränzen 
bekannt  aind,  so  berecbaen«  and  Bemerkungen  über  diaiConVargens 
der  Anu.^herungeit  und.fiber  die  Unterscheidung  der  Wurzdn»  — 
Das  bekanate  Nawt«»Bseke.  Näberuagsverfabrea  ist  zur  wirklichen 
Berccbnuag  der  Wurzeln  ara  Meisten  geeignet.  Diess  V  erfahren 
ist  aber  in  der  Anwendung  einigen  Schwierigkeiten  unterworfen, 
welche  genau  zu  untersnclien  siuU,  F.  beweist,  dass  es,  wenn  man 
sich  dieses  Verfahrens  mit  Sicherheit  bedienen  will,  zuvor  uöthig 
sei  die  Gräuzeo  a  und  zwischen  wejchcu  eine  reelle  Wurzel  der 
Gleichung  X=0  liegt,  einander  so  nalie  za  bringen,  dass  zwischen 
diBaaelben  Gränzea  keine  einzige  reelle  ^Wurzel  der  Gieichnngen 
JC'  =  0,  ^*=0  liegt.  Zugleich  zeigt  F.,  dass  es  alle  Mal  mög- 
lich aely  die  eben  erwähnte  lledingnng;  zu  erfnlicn,  ansgenvmmeu^ 

1)  wenn  die  Gleichung  JC  =  0  zwei  oder  mehr  einander  gleiche 
Wurzeln  zwisclien  j?'nen  Gränzen  hat,  was  man  aber  leicht  aut  die 
bekannte,  schon  durch  lludde  vorgetragene  Art  entdecken  kaun^ 

2)  wenn  X  und  A"  einen  gemeinschaftlichen  Tlieiier  (f{üt;)  haben, 
wo  dann  die  Gleichung  (p(^)z=z(i  statt  der  gegebenen  A=0  in 
Bezug  auf  zwischen  und  ^  liegende  Wurzeln  zu  vntersncben  ist. 
Dater  obiger  Bedingung  ist  vaa»  wie  letcltt  ans  dar  Tttylamebea 
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Reibe  folgt,  wenti  »aii  die  BrgibiiMg  denettea  »t  beachtet,  der 
genaue  Wertb  der  verlaagtea  Wnrael  of^ö^y;/^^,  oder 

""rtrTTy  eiae^ Grone  bedeutet,  die  awifrafaeo  den 

GräDjen  a  und  b  liegt.  Da,  dem  Vorigen  <«  Folge,  keine  Wurzel 
der  Gleichungen  /'(.^jrrrO  nnd/"(^)  =  0  zwiscSen  den  GrätaVea 
fl?  und  /J»  hegt,  so  ändern  die  Functionen  f*(a;)  und  Wm\m 
Uebergange  von  :v=a  zu  ihre  Vorzeichen  nicht,  und  zwar 

itt  das  Vorzeichen  von  f*(a,..b)  dem  Vorzeichen  von  /•(«)  notli 
wendig  entgegeniresetzt,  dagegen  dem  Vorzeichen  von  jrleich 
weil^  nach  «i«"^ Betrachtungen  des  ersten  Bucbs,  die  Reilje  V(-)! 
A.I  A  ,  A,  A  heim  Uehergange  von  so     =  A 

nur  einen  ZeichenwechseJ  yeriieren  darf,  und  f(a)  der  f{ö\  entire. 
gengesetzt  sein  nuiss,  wenn  awisclien  ar  yd  ^  nur  eiae  Wanel 

der  Gleiehiiog  X«0  liegt.  Darmu  folgt,  dass^.^^  eine  4.0. 
sitive,   hingegpen  ebe  negatite  Grtee,  «ad  fblglieb 

1  ('(«... •^)^^»  ^-7(^7::?)>«  Auch  ain«i  die 
/^(^)  bei  4em  Uebergange  von  zu  ar=Ä  entweder  unnater. 

brechen  zu-  oder  ununterbrochen  abnehmen,  weil  f'la:)  bei  die. 
sem  üebergange  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert,    Ist  aL^ 
sowohl  als  Aa:)  wühread  jenes  üeberganges  pos  t?v  so 
J^*)<r(-^.,^)<r(^).  Ist  hiaVgen  2)^(1)  f  ^hre^nd  j^n^s  üeber 
ganges  positiv,/'(^)  aber  negativ,  so  ist -/'(«)> -yr«  ^i,\^^f'(/A 
Eben  so  3)  wenn /''(^j  bei^nem  UebergLgf  nÄ^^^^ 
gegen  positiv  bleibt,  so       fia)^  f'ia  »^a^^ 

»egätiv  bleibt,  .0  »t  -/'(«)  <  -f^a .        <  ,^  {^gj. 

uDd  vierten  FaUe  iit  daher  gewin  -  _  . 

__M^^    (^)f(a)  (±)/«....*)>(3EIr(?j«-*« 
•  (±)  /•(«...  4)     —  (±) /-(i).      »weiten  uod  drittea  FaUe  aker  iat 

n  *  thwffAt  Ii.  1.  im  ersten  und  vierteo  der  obigen  Faie),^ 
wird  der  Werth  wa  *'=*-^j  nothweadig  kl«.«r  «I.  *,  Lw 
kW««  ab  d«d.^,^I^l^  angegebene  genaue  Werth  der  r*^ 
iMgtoa  W«ael,  Uagegea  der  Werth  *m  t^^a-^g^  nothwea- 
dig gröiaer  als  «,  eher  UeiBer  ala  der  darah  a-  ■  -^'K. 
gebene  genaue  Werth.   Wenn  aber  /-(ar)  nicht  mit^'X'^i  i 

-  mrd.  WMi.        -^='— «««t.  »othwendig  ^  größer  aU 
«her  Weiaw  al.  — j^j.  al..  klelaer      die  wahre  ver- 
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langte  Wurzel »  hingegen  it'^6—ß7-^  gewiss  kleiner  als  ^,  aber 

grösser  als  die  genaue  Wurzel  b  —  .    Hiedurch  wird  die 

Newtonsehe  Näherungsmethode  vervollständigt,  indem  man  uuu  alle 
Mal  zwei  Näberuuffswerthe.  oder,  was  eben  so  viel  ist,  zwei  neue 
Gränzen  «'^ir,  & beide  zugleich  erhält^  zwischen  ««welche  die 
Teilanjrte  Wnriel  fiUlt»  alao  beipribeilen  kann,  in4««  man  die  Dilfe» 
tens  ff^tf  bildet,  win  groas'iter  Fehler  böebitena  ici«  wran  man 
den  einen  oder  den  anderen  dieser  N^äherungpiwertiie  itatt  der  wah- 
ren Wurzel  setzt.  Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  noch  enerere 
Gräozen  a'\  ft"  und  durcli  tVrnere  Wiederbolnng  de«  Varfabrens 
noch  engere  0%  b^"  u.  s.  w.  iiuden. 

Alles  diess  wird  wieder  von  dem  Vf.  durch  Anwendung  auf  die 
Cirve  f{a:)  AMcliaolieli  gemacht,  wobei  er  mgleich  ooch  einen 
Nlbeniagswertb  der  Wurzel  a  findet,  den  die  8ecante  zwischen 
den  zn  f{m)  und  f(b)  gehörenden  Punkten  der  Cnrve  d«  angiebt, 
wo  sie  die  Absriss«naxe  selmeidet;  Trährend  die  rrtrhcr  gedachten 
NäheruQgswerthe  durch  Tangenten  bestimint  werden.  Zugleich 
macht  es  die  Zeichnung  selir  klar,  da«;»  man  bei  der  gewöhnlichen 
Anwendung  der  Newtonsclieu  MelLode  ohne  die  Fourierscbe  Ver- 
besserung leicht  für  «'s« — and  für  b'  =  b — Werthe 

find^,  die  der  wahren  Wurzel  a  weniger  nahe  liegen  «In  m  und  b. 

Fourier  zeie;!  nun  znnärljst  durch  Anwenduncf  der  von  ilim  ver- 
besserten iNewtonscIien  Xaiierungsmetbode  auf  den  eiufachsteu  Fall 
—  ^^  =  0,  dass  die  gewöhnlichen  elementarischen  Regeln  der 
WurzelttUä^iehuug  nichts  weiter  sind,  älä  hesoudere  Fälle  einer  all- 
gemeinen  Hetbode,  welche  die  Gleichungen  aller  Grade  nm&aat 
Sedaiin  g:iebt  F.  Anweianng  aeine  Metbede  mit  dem  miodestlneg- 
iichen  Zeitaufwande  zu  gebrauchen.  Indem  er  neigt  wie  man  am 
Besten  jede  überftüssii^e  Rechnung  TCrmeidc.  Besonders  dienlich 
ist  hiezu  eine  von  ihm  anLj;es;ebene  Art  eemeine  Zuhlen  in  einander 
zu  dividiren,  weiche  er  die  geordnete  Division  (division  ordon- 
nee)  neont,  die  hier  zu  erläutern  aber  zu  weitläuti^  üein  würde. 
Wie  man  die  Berechnung  der  Werthe  von /(^),/'(a:),  /''(jr)u.s*w» 
fär  4r=5«y  Ofssbf  oFsse^^  orssd^n.  a.  w.  am  Bequemsten  an« 
•teile,  lat  awnr  leicht  einsnaeben,  wird  aber  ebenfalls  der  Vollstän- 
digkeit wegen  von  Fourier  kurz  erörtert.  Wichtiger  ist  die  darauf 
folgende  leichte  Bestimmung-  der  Feblergränze  iiir  jeden  neuen 
Nälierungswerth,  wodurch  man  sich  die  Berechnung  von  nicht  mehr 
sicheren  ^Decimalstellen  der  Näherunffswerthe  a,  a\  a''  u.s.  w.  oder 
b^  b\  l/'  u.  8.  w.  erspart  und  zugleich  erkennt,  wie  diese  Nühemngs* 
wertbe  mit  nnnebmender  Geiebinndlgkeit  gegen  die  wnbte  Wninel 
hin  convergiren,  wenn  man  sieb  genau  an  F.'s  Verfahren  hält. 
Dorcb  vieruialige  Anwendung  dieMr  Methode  findet  *mao  z.  >B.  die 
einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung  jr'— ~2.'r — 5:z=0  schon  auf 
16  Decimaistellen  genau.  We^en  der  schnellen  Annäherung,  welche 
diese  einfache  Methode  (Fourier  nennt  sie  die  lineare  Methode, 
weil  sie  daraut  beruht,  dass  in  der  Entwickelung  vonyi(0  +  (tf) 
oder  f{b  —  ui)  «lle  Glieder  weffgelasaen  werden,  welche  bftbere  Po« 
tensen  von  n»  ala  die  ente  eolhalten)  gewährt»  Ist  es  fnr  die  Praxit 
eigenilick  nicht  nothig  jemala  Anwendung  zu  machen  von  anderen 
nmimmengeietiteien  Annäbemngen»  (wie  die  der  nwelten  Ord* 
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nun  ff,  wo  ninn  die  Glieder  beibehiUt,  welclie  o)'  entbalteo,  oder 
der  dritten  Ordnung,  wo  man  auch  die  Glieder  noch  beibehält^ 
-welche  w*  enthalten,  oder  überhaupt  einer  höLcrcu  Ordnung, 
wo  man  höhere  Potenzen  von  w  beibehält  als  die  crstc^:  weil  es 
aber  für  die  Theorie  interessunt  ist,  auch  bei  diesen  Methoden  den 
xunehmeiideD  Grad  der  Genauigkeit  l»ei  jedesmaliger  Wiederbolon« 
ihrer  AnwenduBg  in  kennen«  so  bot  F»  auch  ^arttner  (S.  21!7n-22^ 
UntersBcbnegen- apgeitellt.   Zum  Sehluiae  diefea  Buebes  giebt  der 
JfL  noeli  ein  paar  i^eue  V'ertubrungsweisen  an,  um  das  Vorhaodeiu 
sein  imaginärer  Wurzeln  zu  erkennen.    Die  im  ersten  ISuche  ange- 
gebene Verfalirungsart  bleibt  zwar  ihrer  Einfaciiheit  halber  die  lür 
deu  gewühnliclieu  Gebrauch  anwendbarste,  allein  die  Wichtigkeit 
dieser  Uotersucbuog  und  ilir  EioBuss  auf  die  Theorie  der  Gieichua* 
gen  mit  ..mehreren  unbekannten  Grossen  ist  so  gross,  dass  es  sehr 
vortbcilhaft  Ist,  liier  mehr  als  ein  sicheres  Verfahren  zu  kennen» 
Wir  heben  nun  aus  der  schon  oben  ernrjihnten  Uebersicbt  de8  gaiK 
%Bn  Werkes  in  der  Kürze  hervor,  was  der  lohalt  der  noch  t'ehlcn-i 
den  fünf  Bücher  sein  soll.    Das  dritte  Buch  soll  eine  \  ergicichung 
der  veräciiicilencu  Methoden  zur  Trennung,  der  Wurzeln  von  ein- 
ander  und  au  ihrer  Berechnung  enthalten.   .Die  A.Mflö9Ung,  durch 
ftettenbriehe  wird  hier  als  ei»1bieaser  besondeier  ffiAi  einer  andeP!- 
ren  weit  allgemijneren  Auflösungsnethode  erscheinen.  Die  al^pebrai- 
sehen  Irrationalfffitesen  werden  durch  stetige  Fimctionen  entwickelt, 
denen  merkwürdige  gcometrisclic  ('(»nstructionen  entspreckeA.  Auch 
auf  transcendente  Gleichuiiufon  ist  dicss  V  crtaiiren  anwendbar.  Jede 

"   genaue  Näherungsmethode  ist,  wenn  man  das  im  ersten  Buche  an> 
gegebene  Verfuuren  zur  Trennung  der  Wurzeln  benutzt,  dazu 
braachbar,  das  Vorhahdensein  imaginärer  Wurzeln  su  entdeekeA» 
Ansföhrlicher  wird  diese  besonders  an  der  Auflösung  durch  KcUen- 
brüche  gezeigt  werden.        Das  vierte  BoaJi  wird  die  Auflösung 
der  I^iteralü^leicliungen  entbalteu.    Das  Priocip,  worauf  diese  Auflö- 
sung bcrulit,    befiüdet   sich  sclion  in  den  Schriften  Newtons, 
Stirlin^^s  und  liai;ran  pre's.    Der  Verf.  wird  eine  neue  Coustruc- 
lion  für  deu  wichtigsteu  Tlit^il  dieser  tutersuchuuff  angeben,  wel- 
ch« einer  allgemeineren  Anwendung  als  die  von  Newton  gegebene 
fallig  ist,  für  den  Fall  eUer  einsigeo  .Veränderlichen  aber  auf  dns*' 
selbe  Hesujtat,  uämlicb  auf  die  von  Lagraofpe  erwiesene  aualytische 
Regel  führt.    Auch  wird  in  diesem  Buche  von  der  gleichzeitigen 
Autiösunp:  zweier  Liternlgleichuns^en  mit  zwei  unbt^kanuteu  Grössen, 
oder  allgemein  u  solcher  Gleichungen  mit  u  unbekunntco  Grössen 
die  Rede  sein.   Es  ist  hiebei  gar  keine  Elimiuatjou,  keine  Verän- 
derung der  Coefidentea  nöthig,  vielmehr  werden  ans  den  gegehe* 
neu  Gleichungen  in  ihrer  nriiiutiven  Form  gieichaeitig  slle  Wurzeln 
entwickelt.  —    Das  fünfte  Buch  soll  die  Anweodosg  der  in 
den  vorhergehenden  Büchern  enthaltenen  Principien  der  algebrai- 
schen Analysis  auf  die  transccndenten  Functiuntn  zeigen.  —    Das  # 
sechste  Buch  wird  über  die  Beziehungen  der  recurrirendeu  Reihen 
auf  die  TJieurie  der  Gleichuti£^en  bandein,  welche  Beziehungen  von 
weit  gWlsserem  Umfange  siud  ,  als  man  bisher  geglaubt  hat,,  indem  . 
sie  fftä  sowohl  nnf  die  imaginären  als  «nf  die  loellen  Wurteln  eru 

'  sti^cken.  —  Das  siebente  Buch  wird  die  Theorie  der  Ungleich« 
heilen  (d.  h.  solcher  Ausdrücke  wie  f(sB)'^a  oder  •<!^)  entlial- 
ten.  —  Man  sieht  aus  dieser  liihaltsanzeiffe,  welche  Schätze  noch 
ia  den  leider  nicht  ganz  ausgearbeiteten  jQ&nuscriptea  F.'s  atedliien» 
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und  wir  wtederbolea  den  Wunscli,  dass  dieselben  recht  bald,  wenn  ' 
anch  nur  als  Fragmente,  herausgegeben  werden  mög^enl  Geschähe 
WLtfiA«r«y.  «•  wüHe«  sieh  gewiaa  ^iesaeits  wi«Jeiiseila  df» 
l^keiiia  Halfa^MlIlDtr  fin^ea»  weifte  im  Gckte  FoaHer'»  daa  W#fk 

zn  restituiren  sackaa  würden,  wie  dleaa  zum.Theil  schon  von  Bnu 
Dr.  Stern  in  seiner  .„TJicerie  der  Ketteobrücke^^  out  (tläek  veiw  . 
webt  worden  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  Hrn.  Oro bisch,  der  es  sich  zum 
Zwecke  mucht  F.'s  Eutdeckunsrcn  auf  deutsrhen  Boden  zu  verpflan* 
zcn,  jedorh  in  einer  sclbständipi'en  Bearbeitung,  welclie  nirgends 
blosse  Leheräetzuüg  ist.  Ui.  1).  hat  dazu  den  Weg  einer  histori« 
sehen- £etmckdiHi||^  4er  versebiedenen  Melboden  zur  Bebaodlung 
der  höberen  nMerwcben  Glelcbnngen  «fewMblt»  so  dnss  jede  diesfn 
Mcflioden  in  Beaiehang  auf  die  nächst  vorhergehende  als  ein  neaer  , 
Culturfortschritt  erscheint,  und  F«*a  Iieistnngen  dann  das  Ganse 
krönen.  Nach  des  Ree.  Ueberzeugung  kann  kein  sachverständiger 
und  unpartheiischer  Renrtheiler  dem  Verfasser  das  Zengniss  vorent- 
halten, uelches  er  sich  am  Schlüsse  seiner  Vorrede  Avnn«;rht,  dass 
nämlich  seiu  Werk  gründlich  und  brauchbar,  unu  mithin  des  an- 
stSndigen  Gewundes,  in  welchem  es  erscheint,  voUkumuien  würdig, 
sei.  Ur.  D.  bekämpft  mit  Recht  das  V  orurtheil,  wonach  die  Theo- 
rie der 'Clieicbnngen ,  zn  Folge  der  tobwankenden  fiintbeilun^  der 
AnalTtis  in  eilten  niederen  nnd  höheren  Tbeil>  ganx  nu  jenem 
Theile  gereehnet  und  daher  jeder  Kinniscbnnj^  der  DifferentialreiDli« 
ming  entzogen  werden  soll*  Dm  die  Eleaente  der  Differentialreell* 
nTing-  grundlich  vorzutrac^-en,  braucht  man  nicht  die  Theorie  der 
lji)heren  (»leichimc-Gn  als  bekannt  vorauszusetzen,  wohl  aber  heJarf 
diese  Theorie  zu  iiirer  liegriindunsr  und  zur  Vermeidnug  uunöthiger 
Weitschweiiigkeit  einiger  Vorkenntnisse  aus  der  Differentialrech« 
DUDg.  Kbcn  so  schädlich  ist  das  V  üi  urihcil  die  reine  Analjsis  habe 
lieb  Tou  geometrischen  Betrachtungen  canz  frei  so  erhalten»  ^  Einen 
solchen  »Ischen  Sjatematisiren  su  Liebe  eotsieht  mihi  sich  die 
trefflichste  VeranaehanKobung  einer  stetigen  Folge  von  Zahlwertheu 
einer  Function,  raabt  sich  "das  einfachste  und  natürlichste  Mittel 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten.  Diess  ungefähr  ist  der  Inhalt 
der  lesenswerthen  Vorrede.  Wir  wollen  nun  eine  Uebersicbt  dea 
Werkes  geben  und  daran  einige  Berne rkiiniren  knüpfen,  die  deufi 
achtuügswibrtben  Vcrf,  als  Beweis  der  Auttaerksanikeit  dienen  mö- 
gen, mit  der  wir  sein  Werk  gelesen  buhen.  —  In  der  Einlei- 
tung 1-^8)  giebt  der\  erf.  die  uötbigeu  Erklärungen,  zeigt  die 
Darstelnnifp  der  Iiier  zn  betraehtenden  Functionen  dnrcb  paraboU- 
«Ae  Cnrveound  legt  (§.  5.)  den  Plan  seiner  Schrift  in  der  Kurse 
vor.  Wir  finden  hier  nur  bei  §.  3.,  wo  die  Construction  der  Wertbei 
von  y=zf(af)  Airdi  auf  der  Aze  rechtwinklige  Ordinateu  ge- 
lehrt, und  das  ununterbrochene  Zusammenbangen  der  die  Endiiunkte 
dieser  Ordinuten  verbindenden  Curve  behauptet  wird,  die  kleine  Er^ 
ioaerung  zu  machen,  dass  es  doch  eigentlich  nöthi^  sei  von  der 
Stetigkeit  der  Kunctiou  /'(ä*)  vorher  überzeugt  zu  sein,  wenn  man 
die  Nothwendigkeit  des  unuoterbrochenen  Zusammeuhaoges  jener 
Carve  einsehen  soll,  was  indessen  hier,  wo  nur  von  gansen  Fnoe* 
tbnen  gehandelt  wird«  aelur  leicht  ist  (vergl.  Caucby  Cours  4*ana- 
lyse  chap.  II.  §.  %],  —  Der  erste  Abschnitt  haudelt  von  den 
firenswerthen  polynomischer  Änsdriieke  (S,  6—28);   Absebn.  2. 
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Von  den  Denvationen  •)  polynomischer  Functionen  (S.  20 — 52).  — 
\  uu  deü  drei  Beweiseu ,  welche  der  Verf.  hier  für  deu  Tajluräclieu 
S»tk  {pefat,  beruht  der  erste  auf  dM  MaoiMMbeB  IjdirMitie.  Dt 
DUO  die  nach  avCrteigendeD  Poteuiev  tob  ^jp  vaiMeliMeBde  Bat- 
jwiekcliiüg  des  Binoias  (dP^^-^Y^  vor  dann  Ibei  je  data  Werthe 
TOB  g9At%g  bleibt,  wenn.a  'eiae  gaaae  positive  ZaU  ist»  bei 
gebrochenen  positiven  Exponenten  aber,  wie  bei  allen  negativen, 
nur  für  solche  Werthe  von  gilt,  dif  zwischen  den  Gr'anzen 
—  a:  und  -\- a:  liegen,  so  halte  der  Vert.  sagen  sollen,  dass  sein 
erster  Beweis  voraussetze,  die  Function  »ei  entweder  eine 

ganze  Function  von  or,  oder  der  numerische  Werth  von  ^a:  sei 
t»tets  kleiner  als  der  von  a:.  Die  blosse  Voraussetzung,  dass  die 
BxDaoeDten  voa  In  deai  Polvnom  /(jc)  poiitiv  Mian,  ut  uotk 
nicat  genügend.  Der  sweite  Beweis  «etat  itilliebweigeiid  yaraM, 

dass  keiner  der  Quotienten  *  *  *  »nbestimmt  oder  unendlich 

gross  werde,  was  wiederum  fiir  eine  tränte  Function  5r=y(.tr) 
zwar  gewiss  ist.  keineswf2;s  aber  tür  alle  Functionen  von  .r  wahr 
bleibt.  Oer  dritte  Bcwei»  endlich  ist  mittelst  der  Methode  der  ud- 
heshmmten  CoefKcientcn  f^efuhrt,  setzt  also  voraus,  dass  sich  y(ar  + 
^a:)  in  eijne  Reihe  entwickeln  lasse,  die  nach  Potenzen  mit  ganzen 
poaitiTen  Bzpooentan  vom  ^Jt  faitielureite,  nad  daaa  dlm  Reiha 
canvergire,  was  zwar  fSr  ffaaza  FonctioacD,  aber  ai^lH:  für  alle  aa* 
dern  wahr  ist.  Da  die  faoberen  algebraiiebea  Gleichangen  nadk 
gehöriger  Reduction  allemal  nur  ganze  Functionen  enthalten,  so 
genügen  allerdins^i«  die  Beweise  des  Verf.,  nur  hätte  er  bestimmter 
angeben  sollen,  dass  er  hier  nur  für  solche  Functionen  von  d^r 
Taylorschen  ReiLe  Gebrauch  mache.  —  Hr.  I).  zeigt  ferner  in  die- 
sem Abschnitte,  welches  der  Ai)s(iruck  für  den  Rest  sei,  wenn  man 
die  Tavlorsche  Reihe  bei  einem  beliebigen  Glicde  abbricht,  wie 

sieb  der  Warth  eiaea  Quotieutea        in  dem  Falle  bestimmea  laase, 

wo  f{a;)  uad  ^{ar)  für  einen  besonderea  Werth  van  Jt  beide  ver* 
schwindea»  uad  giebt  sodaua  die  0erivatioDen  der  Functiaa  eiaar 
Function,  so  wie  der  Summa,  dea  Products,  des  Quotienten  und 
der  Potenz  von  Functionen  an.  —  Abschn.  3.  Vom  Gebrauch  der 
ilerivatinnen  in  der  Theorie  der  Curven  (S.  53 — 83).  Es  ist  in 
diesem  Abschnitte  nur  dasjenige  aus  der  analytischen  Geometrie  aus- 
gehoben, was  für  die  Verauschaulichung  der  Theorie  der  als^ebrai- 
scheu  Gleichungen  nöthig  ist,  diess  aber  gründlich  und  durch  Auf- 
faasung  van  nebraren  Saiten  aehr  klar  dargattallt  — 'Abaeho.  4. 
Von  den  Warxaln  der  Gleichungen  iai  Alljenteiaen  (S.  84 — 119)» 


•)  Hr«  Drobisch  und  mehrere  andere  deutsrhc  Mathematiker  gebrauchen 
die  Worter  Derivation  und  A  HIp  ii  u  n  statt  des  bisher  üblichen 
Derivirte  {sciL  Function),  iu  vielen  Fällen  dürfte  aber  diese  Neue« 
rong  *aBbequeni  sein  nnd  Zweideutigkeiten  herbei  ffibrea;  t.B.  die  Ab« 

'  leiiung  der  Ableitung  von  y^f{x)  konnte  sowohl  die  Grosse  als 
die  Heiieitang  der  Grasse  ^  aus  der  Function  y  sem. 
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vrescher  Lehraati.  — •  Bei  «lein  Gaussisclien  Beweise  glaubt  der  Vf. 
(S.  100.)  übergehen  zu  dürfen,  dass. nicht  mehr  als  2 «Punkte  der 
Cune  X  ^^"^  Kreise  gemein  sein  können,  allein  dann  ist  der 
in  §.  78  enthaltene  Schluss  nicht  bündiff,  weil  dann  zwischen  (1) 
und  (3)  mehr  als  ein  Punkt  der  Curve /Tiegen  und  also  zwei  solche 
Punkte  mit  einander  verbunileo  sein  könnten.  —  Abacbn.5.  Von 
dm  atlgeMiniteii  BelatieMD  der  Wursela  (S.  120--*149).  Vift>ta*t 
Satz  von  der  Zusammensetzung  der  Coefficienten  einer  algebraiiclica 
GtolelMiiig.  Beweis  dieses  Satzes  mittelst  der  Derivationeo.  Folg«* 
rang  daraus.  Hudde's  Satz  von  Aufßndung  gleicher  Wurzeln. 
Girard^s  und  Newton'»  Rointioncn  zwischen  den  Coefficienten 
und  den  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln.  Descartes^s  Lehr- 
satz nach  Gauss.  —  Ah  sehn.  6.  Von  den  CTrenzen  der  Wurzeln 
im  Allgemeineii  (&  180-i>l75)«  Newton»,  Meeleurin^s,  Böllens 
'  u.  A.  Metboden  zur  BestimMBg  der  KnsaereteD  Grenzen.  Waring*! ' 
und 'Lagrange 's  Alethode  mur  Begrenanng  der  einzelnen  reellen 
find  Erkennung  der  imas^inären  Wurzeln.. —  Abschn.  7,  Von  den 
älteren  Mcrhoden  zur  Ünterscheidung*  der  reellen  und  imaffiuären 
Wurzeln  (S.  176— 202)j  Der  Vf.  trägt  Holle's,  De  Gua^  u.  A, 
Methoden  vor,  zeigt  aber  die  ünvollkommenheit  derselben. 
Abaelin.  8.  Fovrier'a  enie  Mediede  snr  Uotenclieidunff  der 
realen  und  der  iffaginäre^  Wuraeln  (S.  ^<-257).— '  Abschn.  9. 
Von  der  Berechnung  der  Wurzeln  aus  ihren  Grenzen  (ebenfalls 
nnrh  Fourier)  S.  2a8 — 208.  —  Abschn.  10.  Fourier 's  z  weife 
und  dritte  Hegel  zur  Erkennung  der  imaginären  W^urzeln:  von  der 
Berechnunfir  derselben  (S.  299 — 341).  —  Die  Lehren  Fourier's 
sind  in  den  drei  letzten  Abschnitten,  mit  Eindriogung  in  den  Geist 
dereeiben,  anweilen  etwas  abgekürzt  and  anders  geordnet«  ebne 
jedoeb  etwas  Wesentliches  sB  übergeben,  und  mit  Hinzufüffung 
nener  fielspiele  yorgetragent  Am  Sälassa  ^des  Werkes  wird  La  • 
irranare's  Methode  zur  Rerecliniinör  der  imaginären  Wurzeln  ire- 


lehrt,  SU  wie  auch  einige  andere  liiezu  dienliche  Verfahrunq-sarteii, 
naaieotlich  die  Tiegendre's,  erwälint  und  endlich,  nach  genauerer 


Erörterung  der  geu metrischen  Bedeutung  von  (  und  u  iu  der  Form 
/-f-tfV^^l;  ^io  hierauf  gegründetes  neues  Verfahren  angegeben.—« 
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* 

iuu*l     *:  "Iii  iti^-iin  lln^-^/Milr  . 

.  "  .         .■  ....   

*  Das  Pothenof  sclie  Problem,  in  erweiterter  Ge- 
stalt: nebst  Bemerkungen  Uber  seine  Anwen- 
.uit.\  .  »j  '-j/  diing  in  der  Geodäsie. 

t  ■>  >  ♦  j  •«';.*•».  I'  .  .t:.'«i  Von 

.  ..i  •       i'.i.ii.i  .  '^oin  nernusgebcr. 

•  ••I«  t  »  /    * .;     it         '.  . 

«  J «/tl*   )••...•     I  ifi  1  j '    'ih'  '•-•  »jij-.    !         .  . 

»->.!i.5  'ifl  .  ,  3y,J^i  .'I  /    i/..<«    .| . 

"  Das  Potlicnot'sclio  Problem  ist  bckanntlicii  die  Aufgabe:  wenn 
in  einer  Kbcne  drei  Punkte  grgfrben  sind,  und  in  einem  Tierten 
Punkte  in  derselben  Ebene  die  Winkel  *s;cnit'ssen  werden,  welche 
die  von  demselben  nacb  den  drei  f^egebenen  Punkten  gezo^eneo 
Gesicbtslinien  mit  einander  einscblicssen ,  die  Las^e  dieses  vierten 
Punktes  zu  bestimmen.  Man  kann  aber  diese  schöne  und  so  vieler 
Anwendungen  in  der  Praxis  fähige  Aufgabe  auf  folgende  Art  er- 
weitern: 

Wenn  drei  beliebige  Punkte  imHaume  gegeben  sind, 
und  in  einem  vierten  beliebigen  Punkte  im  Räume  die 
drei  Winkel  gemessen  werden,  welche  die  von  demsel- 
ben nacb  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen  Ge- 
sicbtslinien mit  einander  einschliesscn,  aie  Lage  dieses 
vierten  Punktes  im  Räume  zu  bestimmen. 

Diese  erweiterte  Aufgabe  wollen  wir  im  Folgenden  aufzulösen 
suchen,  und  <lie  Auflösung  mit  einigen  Renierkungen  über  die  An- 
wendung des  l*roblems  in  drr  Praxis  begleiten. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Räume  seien  C,  und 

eben  so  sollen  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC^  also 
die  denselben  gegenüberstehenden  Seiten  dieses  Dreiecks  wie  ge- 
wöhnlich durch  «,  ^,  c  bezeichnet  werden.  In  dem  vierten  Punkte 
O  im  Haumc  seien  nun  die  drei  180**  nicht  übersteigenden  Winkel 
BOC=a,  AOCz=zß^  AOB  =  Y  gemessen  worden,  und  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  0  von  den  drei  gegebenen  Punkten  C,  B^ 
A  seien  respective  ac^  y,  %\  so  liefert  uns  die  ebene  Trigonometrie 
sogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

— ^A'y  cos  «  =  «', 

— 2.r35  cos/9=:Ä*, 

-|-      —        cos  /  =  er- ;  ' 

aus  denen  nun  die  drei  Entfernungen  %  bestimmt  werden 

müssen.   Setzt  man 
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so  werdet!  die  drei  vorhergehenden  Glelchung'en 

1(1 — 2/1  cos  aj  a:*  =  »', 
(^*-f-^* — 2;?7  cos  y)  dr'*=r*»; 

uud  durch  Division  der  ersteu  und  zweiten  durcii  die  dritte  erhält 
«ah  unn  flo^Ieich,  weDÜi  d«r  Kttrse  wegen 

gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden >  die  Wösft^  ^  nicht  m»\Kt 
haltenden  Gleichungen: 


>5. 

oder 


1  -I-  77=  —  2ü    COS  « 

.    II   1  ~    .  ^  ^_ 


1  _l_      —  2^  cos  ^ 


6. 


p3      2  «-%S;py  cos  y 

1  ^  2;?  cos  «  =  <»•  (;>•  -h     —  2/^^  cos  y), 

1-1-^» — %q  cos  /?=»»  {/''-f-y'  —  2/;^  cos 

ans  denen  die  beiden  nnbekanDten  Grössen  p  und  ^  bestiaimt.  wer- 
den nnissrn. 

Aut  Nuil  gebracht,  erhalten  diese  beiden  Gleichaogen  die  Form 

.       rr- 1)  V*  H-  2  (cnn  ß  -       cos  —  1  sss  0. 

Bti«inirt  wan  ans  diesen  beiden  Gleicfanngeo  q\  i|nd  l»eBti«iii^t  ans 
der  dadurch  sich  ergebenden  Gleichung  dann  die  Grösse  ^|  so  er- 
halt matt 

.   (w«  ^  /^^      rj      —  2  (n^  —  l)p  cos  (c  ^  - 

^ —  ,  .  2»»»  (cos  ß^p  cos  yy 

Führt  man  nun  diesen  Ausdruck  Ton  ^  in  die  erste  der  beiden 
Torhergehenden-  Gleichungen  ein,  und  setat  filr  die  Grössen  m* 

und  n-  ihre  aus  dem  Oblg-en  bekantilen  Wertlie  ^  und  — ;  so  er- 
hält man  nach  eitii&^en  leichten  Licductionen  zJir  Bestimoiung  von 
p  die  folgende  Gleichung  des  vierten  Grades; 

8.0==      |(«»+^»— c»)»— 4a»  cos 

—  4([(Ä*  — c»)  (ii>4-^*  — «J*)  — äa'-^'  cos  y^l'cos  m 

— •  a*{d*  -4-  €?•  —  »■)  cos  ß  cos  r]  p* 

^^a^{6^^c'}  cos«cos/?cosy-(«*+c*-^>)(«»-f-^Sc»)l/»* 
w^4{[(c*  — Ä*)  («»4-<j»  — Ä»)  — asV*  cos  ^»1  con  a 

— «*(^* —      cos- |J  cos  y} 
— — 4«»c»  cos 
Bekanntlich  ist  aber 
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'^»•4.09 — ««^Sfe       ^»  «*-|>*r^--*^S'aEs2M?  cos  B, 

m^^k^^e^Ts%mi  cm  C 

.und 

«=^cosC+r  cos  i^,  ö=c  cüsA'\-a  f^o%C\  co4il?+^  cos^; 

und  folglich,  wie  oaan  leicht  liadet» 

+  — 4«>^«  C08  f*=kmH^  (e«#  C*  — co«  y*), 

(«»^-c»  — 4»»<?«  cos  ^»  =  4#V  (cos  J?«— cos 
(^a— («»-i-^'— c*)  — cos 

zsz%aH  cos  C     cos  C^e  cos  il)  — cos 

(<y»  —  ^t)  (ü»  4-      ^  ^»)  —  ««»^?»  cos  /I» 

=  Z(i'c  cos  i?  (c  cos     — Ä  cos  C)  —  2/?^c'  cos 

(^»— c»)»  cos  o»-|-Ä»(ii'— cos  ^* -h — cos 

s  «'(^  cos       e  cos       cos  a*  +  «*^4S  cos  C— «  cos  ^)  cos/^ 

H-«*c(0  cos  Ä  —  Ä  cos      cos  y*i 

»'(^'--hc'  — cos     cos  y  =  2Ä'^c  cos  ^  cos     cos  y, 

(4'  +  «'—^')  («''-f*^*--^*)  =  4a''^  cos  B  cos  a 

Fuhrt  SMQ  bliese  Ansdrack«  in  die  Gleichond^  8.  ein,  und  difi- 
dirt  dieselbe  dnnn  durch  km'^\  so  erhält  man  die  Gleichung: 

9.  0=      ^>(cos      —  cos  r'')P* 

--2^|[cos  C  (b  cos  C<— cos  J?)*-^  cos 

c  cos  A  cos     cos  ji^* 

«4-  cosC — c  cosBy  cosa^-hÄ(ftf  cosC — c  cos^^)cos|S' 

«-f-£(tf  cosiiy — ^cos^  cos/* — ^2(<{r'-+-c*)  COS«  cosß  cosy 

^UeewBwBClp* 
—  2ct[cos  ^     cos  i?^^  cos  €f)^e  cos  /?*]  cos  a 

—  ö  cos  ^  cos     cos  f\p 

-f-  C'(C08         —  COS  /J*)^  ^ 

Diese  Gleichung  bringt  man  aber  femer,  weil 

:  ^  :  c  =  sin      :  üiu      :  sio  C 

ist»  und  folglich 

ur=r  sin  A^  bsstr  sin  i9,  ^=sr  sin  C 
gesetzt  werden  kann,  leicht  auf  folgende  Form: 

10.  0=    sio        (cos  C*  — cos  y')p^ 

^Ssinif  t  [cosCsin(^-C)-6ini^cosx*]cosa^cos^sin  Cbo8/?cos/||r' 
^  H-jsin(Ä-C5»cos«*+8ini?8!n(-<^-C)cos/9»H-8inC8in(^-i?)cos;'» 

cos  CK  cos/?  cos  Y — 2siu  H  cos  B  sin  CcosC(/^' 
^2sinrt[cosi?sin(C-il)-sin^cos^']cosflh-cos^sinilcoi^co»r|;r 
sin  €^  (cos  il*  —  cos 

I 

■V. 
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Mittelst  einiger  bekannten  goniometriscLen  Transformationen 
kann  man  diese  Gleicbung^  auch  auf  den  iolgeoden  Ausdruck 
liriugen:  •  * 

11.  0=    sin        sin  (C-\-y)  sin  (C^y)p* 

-t-^-Mn  B  i[eoa  C .%m         O^sia  B  eo«      eat  a 
'  — «o»  A  tin  C  cos  ß  cos  y\p* 

— jsin(Ä— r)-cosa--|-siu/?sin(^— C-jcGS/J^-hsinCsiuC^— //)cos/» 
-2Il--cos(Zf+^:)co8(/?—  <7)]  cogicco«/9co8;'  —  i  wi%B  «ak%C\p* 

lin  C  cos       cos  «  . 
—  eos  -4  sin  B  cos     cos  y\p 
H-sin  r>  sin  sin  (B  —  ß). 

Hat  man  ;?  mittelst  dieser  Gleichung  gefunden ,  so  ergiebt  sich  ^ 
mittelst  des  Ausdrucks  7.,  den  man  aber  leicht  auf  folgende  Fom 
bringen  kanU': 

12.    a  =  ^  <^  C-^p  CO»  «  sMf  (g— C)— €0«  B  sin  C 

^  sin  ji  (cos  fi'^p  cos"^  I  ^* 

Die  Entfernung  ^  ergiebt  sich  mittelst  eines  der  drei  aus  3. 
sich  unmittelbar  ergebeuüeu  Ausdrücke:  % 


\^l-§mp»^2p  cos  a 

•^iH-y'  — 2y  cos  ß 


e 


— i/, 


denen  man  aipck,  .wenn  man  4Ue  Hitlfswinkel  Bittebt 
der  Formeln 

berechnet^  die  zur  logarithmischen  Rechnung  bequemere  Form 

1^  ,   »  cos  9  •   Ä  cos  ,    c  (  ON  (9" 

1—p  l^f  >  •*      —  * 

wo  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind»  dass  a:  positiv  wird, 
geben  kann.         •  '.  ^    *  . 

hiß  £iitfemuugen  y  und  x  ergeben  sich  non  endliek  mittelst 
der  aus  dem  Obigen  (2.)  bekannten  Formeln 

•  •  • 

^  Nachdem  wir  jetzt  die  Entfernungen  .des  Pnnktes  0  tob  den 
drei  Pullte ü  iflr,  C  ^vl  bestimmen  im  Stande  sind',  wollen  wir 
uns,  weil  die  Lage  der  drei  Punkte  B,  C  im  Räume  meistens 
dnrcli  i|«»4tefdi«ateB  in  Bemgr.  Mf  ei«  gcMnet  reebMokliges 
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CoordinateiiiYSteiii  bestinnit  sein  wird)  dud  ferner  ülierliaupi  die 
folgende  Auwjftikt  vorlegen  i 

Wenn  in  Bezug  muf  ein  gewiseee  recblwtnkligci 
System  die  Coordinateti  dreier  ruokte  ivR^nse  nnd  die 

Entfernungen  einei  vierten  Punktes  von  ^diesen  drei 

Punkten  p^eg^cbcn  sind:  die  Coordinaten  aea  in  Rede 
stehenden  vierten  Punktes  in  Bezug  auf  das  angenou- 
mene  System  zu  finden. 

Die  Coordinnten  der  drei  gegebenen  Punkte  seien 

My  %  ^5  m^f       All  ^»5 

nnd      tf,,      seien  die  Rntfernungeu  des  vierten  Punktes,  den« 
Coordlsalen  a:,      %  ^esueht  werden,  von  diesen  drei  Punkten;  so 
nach  c(en  Pnneipien  der  an 


hat  man  nach  den  Pnneipien  der  analjtiscIieB  Geometrie  die  fol- 
genden Gleichungen; 

/(4r — m)*  -I-  (y  —  my  +  (« — Ufi  = 

17.  )(a?^m,y'^(fj—n,YM*-^iY  =  ».\ 
{ —  m^y  -f-  (y  —  —  A^y  =5=  «,»5 

welche  auch  leicht  auf  die  Fora 

(jr — 0»)»     (y-     +  (*  -  kymnm\ 

1  (4r s») + -         -I- KS^- +  (IS  -  ü  Jl » 

gebracht  werden  können.  Aus  diesen  drei  Gleichungen  eigebei 
sich  aber  ferner,  wenu  der  Kürxe  wegen 

gesetzt  wird,  leicht  die  beiden  folgenden  GleicLiuigen: 

(••-SS,)  (4r-«s)-f-(ii-is,)  (y-ii)  +  (^-^s) 
ifelcke  uack  gehöriger  Elimination,  wenn  der  Kilrse  wegen 

_  (A:  —    )  t\  —  {k  —  A ,) 


19. 


und 


20. 


•  •  • 

.   s>,)  (n— Ha)  — (gt^W,)  (g»— fl,) 


^i)«MC«t  wird,  zu  den  folgenden  Ausdrücken  von  y  — i»  und  x-^k 
uUlwu: 
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Seht  man  diese  Ausdrücke  in  die  erste  der  Gleichnngen  17.;  gn 
eriiklt  mau  nach  leichter  Rechnung  die  folgeude  Gleichung  des 
fweiteB  Grades  r  ' 

deren  Auflösung  auf  gewöhaiiche  Weife  all  deai  folgenden  Ana« 
druckt  TOii  je^m  imtt: 

3»,  aa—m—  T+T^M^l»        \  — 

Setzt  man  ' 

24.   a:  —  M:=taug 
10  wird  die  -Gleiebnttg  2^.  ^ 

(;»'-|-*»— Ä»)  cos  sin  21-^(1-1-^»+^«)  sin  $^=0, 

und  folglidi,  wenn  man 

^        coa  I'  =i±|^i^,  «in  =iz:|iS 

lebt, 

l+;?»4-^''-t-*'H-<»—«»—(l—;>'4-7*—#'-f-^' cos 2g 

-^^pg+Hi  sin  2$=a 

Setat  man  nnn 

•0  erkUt  man  ohne  Schwierigkeit  - 

»  cot  ^s-Zt^-^a^  ^  ^' 

Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke,  dessen  Seiten  ar,  nnd  die 
Eotfernuns^  der  Punkte  (m/ik)  und  (m^n^k\)  von  einander  sind, 
den  der  >»eite  0,  gegenüherstehenden  Winkel  durch  a,,  in  dem 
Dreiecke,  dessen  Seiten  ä,  und  die  Eutfernung  der  Punkte 
und  (^t^s^s)  von  einander  sind,  den  der  ll^ite  0.  gegen- 
itoMen4en  Winkel  dni«h     ^  so  iat 

caa4s,=   ^»coaa«=^  g^e, 

und  folglich 

+         •»■=sr2«»j  cos  «1,  «■-h*»*  — 0a"=2«^»  cos  a„ 

d.i. 

«s)'-r(»—«i)*—(^—^a)'=-*«*»  cos  a.; 

«be  naek 

27.   «,  =  — 0tf,  cos  —  0^»  cos 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  ij  und  f\  sehr  leicht  herecfa- 
net  werden  können,  wenn  die  li;ntfei:Aungen  und  die  Winkel 
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Berecbnet  mau  die  Ufil&winkel  f»  Uttd  %  j|f  mitteist  der 
Formeln 

CS.  t«ig;#.=^  , 

und 

29.   taug  <p  =  ^^^-^^^  t«ng  1^=5^:7;^,  taug  ;r=.i^; 

go  bat  man  zur  ^erecbnung  der  €rd«tfen  /i,  t  die  foln^endeB 
Formeln: 

ti        sin  i/Lt — /)  cos  ip  . 
n  —      *  sin  {ip — x)  ^^^^  f** 
m  —  «I,     sin  {(f  — /)  cos  \f.> 
u  —  Tti  *  sin      — /)  cos  yi* 

ix         sin  f/i  —  %!>)  cos  x 
k  —  kl  '  sin  ix  —  y*)  cos 

m-^nii    sin  (y^^V')  CO«  ^ 
Ar,  '  sin    — ^)  cos^' 

Nach  dem  Vorhergehenden  lässt  unsere  Aufgabe ,  wenn  sie 
übeirbaupt  möglich  ist,  jederzeit  zwei  Auflösungen  zu,  und  es  er^ 
hellet  auch  auf  der  Stelle  aus  geometrischeu  Gründen,  dass  es, 
wenn  die  Aiifurnlje  möcriich  ist,  immor  z^^f»^  dprselhen  Erenügende 
Punkte  gelicu  muss,  welche  auf  eutgcgengesetxteu  ft>eiten  drr  thircli 
die  drei  geschehenen  Punkte  (f/////C),  (//'i //j/v, ),  (m^n^l\)  l»(  stimm- 
teo  EI)ono  lioc;en,  übriß^cns  aber  gegen  diese  Ebene  eine  <jfani 
gleiche  Luge  liabeu.  Em  also  die  Lagt^  des  gesuchten  Puuktes 
mittelst  des  Obifren  volllLommen  JÜNlimmen  au  können,  miasi 
man  aus  andern  Qr^ünden  wissen  y  auf  welcher  Seite  der  durch  die 
drei  gesehenen  Punkte  {mnk)y  {min\k^)^  (ap^ilgi^,)  beatlmmten 
Ebene  derselbe  liegt.'  ' 

3. 

Dtf*  in  V  anfp^olnste  Aufi^abe.  in  VprbindunjTj-  mit  dem  in  2.  ge- 
lösten Problem,  würde  sehr  geeis^nct  sein,  mit  Hülfe  dreier  ihrer 
Lage  nach  bekannter  Punkte  im  Räume  die  l^age  eines  vierfen 
Punktes  im  Räume  zu  bestiuiuicn ,  wenn  zu  der  l^osunc;'  dersellnii 
nicht,  wie  aus  1«  bekannt  ist,  eine  Gleichung  des  vierten  Grades 
erforderlich  wäre,  deren  Auflösung  schon  an  steh  weitläufig  iBt, 
und  die  auch,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  ist,  jederzeit 
entweder  zwei  oder  vier  Auflösungen  fiir  dieselbe  liefert.  Ständen 
dieae . theoretis^en  Schwierigkeiten*)  nicht ' entgegen ,  so  wür4e 
.mauj  wenn  z.  B.  auf  der  Spitze  eines  Berges  die  drei  Winkel  ge- 
messen worden  wärefj .  welelie  von  den  von  derselben  nach  drei 
ihrer  Lag^e  nach  bekannten  Punkten  im  Räume  gezoi^enen  Gesichts- 
liuien  eingeschlossen  werden,  die  Lac^e  dieser  Bergspitze  im  Räume, 
also  aucli,  wenn  man  nnr^  was  in  allen  Fällen  das  zweckmässigste 
sein  dürfte,  eine  der  drei  Coordinatenebenen  horizontal  angenom- 
raen  hat,  ihrp  Höhe  in  Bezug  auf  die«e  HocLvonta^hene  hestinmea 

'*)  Als  em  der  Anwendung  der  m  Rede  stehenden  Aufgabe  im  Wege 
stehendes  Hindemiss,  wenn  man  nämlich  sehr  grosse  Genauigkeit  ver* 
langt,  ist  in  piahtisdier  Besiebong  noch  die  Retraction  zu  bemefhen.- 
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koDoeo.  Das  eifftirtlitiM  nach,  Potlienot  bemante  Problem  liefert 
wr  xwei  Coardinlen  deff  -gemchten  Panktes,  und  kann  seiner  Na- 

tur  n:ic!i  mrht  mehr  liefern;  unsere  oben  aufgelöste  Aufgabe  liefert 
dagegen  alle  drei  Cuordinatea  de»  ^esuchfen  Punktes,  welckes  eio 
wesentlicher  V  orzug  derselben  vor  jenem  Ifrobleiu  ist. 

Die  in  Rede  stehenden  theoretischen  Sehwierigkeiten  scheinen 
es  aber  uuliiweudig  xu  macheu,  dass  man,  wenn  man  die  in  1. 
aut'gclöate  Aufgabe  in  der  Praxis  mit  Leichtigkeit  anwenden  will, 
einen  von  der  dort  gegefcfenen  allgenehien  Aaflösang  versekiedenen 
Weg  einschlägt,  den  wir  nun  noch  io  der  Kürte  andeuten  wollen. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Räume  seien  wie  früher  ^t/, 
ß,  und  O  sei  der  ^esu<^te  Punkt;  auch  sollen  überhaupt  die 
in  T.  eii)|nr(>fii]irtoti  1U>'/<'iclHiungen  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  be- 
büiiea,  und  wir  wollen  nur  bloss  noch 

LACO:=zx,  LBCO=x* 
setaen;  io  ist  offenbar 

31.  ^;^-+-r/z=lSO"-/?, 


und 


also  wegen  31, 


'  sm  (>    ~*    sin  y  ' 

^  ■    sui  Y  sin  « 

 a  sin     ^  ^  si"  f' . 

\  sin  ff '        sin  I  ' 


33; 


0  sin  v>      B  sin  (ß-^x) 
sin  (V  >  sin  ß  * 

[Ä  sin     ^  c  sin  (y-Hy) 

sin  ß  sin  y 

U  sin  y       g  sin  (fg-f-V>) 
.sio  y      ~        siii  a 


Man  messe  nun  ausser  den  drei  Winkeln  a,  r  jederzeit  ent- 
weder noch  einen  der  drei  Winkel  cp.  t/',  x  rinm  der  drei 
Winkel  y',  welcher  gerade  die  sicherste  mid  iiequeuiste  Mes- 
sung gestattet.  \S  r\\  jedoch  vermöge  der  deichunL»-ei!  31.,  wenn 
einer  der  drei  Winkel  9  ,  i/;',  /  bekannt  ist,  inuner  aiuh  einer  der 
drei  Winkel  (p,  x  bekannt  ist ;  so  sind  wir  berechtigt,  bloss  die* 
sen  letzten  Fall  in  Betrachtung  %n  ziehen ,  uod  wollen'  zugleieh, 
om  die  Bej|^riffe  zu'fixiren,  annehmen,  dass  der  Winkel  9  gemessen 
werden  sei«  Dann  kann  man  mittelst  der  ans  33.  und  einem  be* 
kannten  Satze  der  ebenen  .Trigonometrie  fliessenden  Ausdrucke 

•  c  sin  ß    ,     ,  *       ^      sin  /9  sin  C   .    /    »  ,  \ 

34.  nn  «=  /   ^  sin     +  -  .  »  sin  (y-l-y) 
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itm  Wiak«\  %  bendnea ,  wodindi  mui  aber  für  %  jedtndt  sini 
iki.  H  180»  9rgl>M.4e  Warth,  «AiM.  »«  .«Mdat  teA»Mcl» 

kaBO  man  bereclincD,  wodurch  man  aber,  da  x  ^wei  Werthe  bat, 
offenbar  im  AUgpemeinen  vier  Werthe  von  überhaa|»t  also 
yier  Syiteoie  von  Wertlieii  der  Griissen  ^  erlittlta  U«  biii  m 
•nteeheideD»  welehes  dieser  vier  SjateM.MD  ta  wlUilea  kftfc,  misi 
man  mittelst  der  Amdräcke 

OÄ     •  Ä  tln  y  .    ,    .X      sin  y  sin  jM  ^    ,    ,  . 

den  Winkel  ip  berechnen,  und  muss  untersuchen,  welches  der  in 
Rede  ätclicudeo  vier  8yäteiiie  vua  Werthen  der  Grössen  Xy 
der,  wenigetena  ee  nane  alt  mSgticb,  za  dem  Wertbe  vod  9),  voa 
welcbem  man  auigiag«  sarüekfnhrt.  Auf  diese  Weise  erhält  van 
Werthe  von  9),  t//,  x^  welche  als  erste  Nähern offswerthe  dieser 
Grössen  zu  betrachten  sind^  und  im  Folgenden  durch  9),  t^,  y  selbst 
bezeichnet  werden -sollen«  Beaeichnet  man  nun  die  wahres  neithe 
der  Winkel 

BAO^  CBÜ,  ACQ 

raspeetlve  durch 

5P4-«^,  VH-«^^  jf+iääf» 
und  setzt  der  Kurse  wegen 

^     a  sin  y       sin  y  sin  A 
"""c  sin  a       sin  a  sin  6" 

.         /j  sin  a   sin  «  sin  i5f 

sin  ß       sin  ß  sin 

Ij^^^c  sin  ß   sin  ß  sin 

A  sin  y       sin  y  sin  B ' 

SO  hat  man  nach  33.  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

sin  (yH-</y) — f  sin  (a -f- 1/; -H      =  0, 

sin  (f -\- ätp)  —  gr  Bin  {ß X"^  ^X)  =  ^i 

sin  {x  +  dx^-^A  sin  (/  +  9)H-^)  =  0; 

d.  i.  nach  den  bekanuten  Principien  der  Diflerentialrechnun^  die 
drei  Gleich ungea  des  ersten  Graaes  in  Bezug  auf  i/^p,  «x  sIs 
unbekannte  Grössen:  % 

rsin  (p — /"sin  (a-|-^)-f-co8  (pdcp — /cos  (aH-^)  «Äp=0, 

38,   <8iu  iff  —  g  sin  (i?-f-;|f)-|- cos  yidifß  —  g  cos  äx  =  % 

\n\n  X  —  ^  wa     -f- SP)  "H"  co* /<^f  —  A  cos  (^'-t-j»)  i^=0; 

aus  denen  nun  tüpy  dtfß,  dx  bestimmt  werden  müssen.  Mittelst  ge- 
wöhnlicher algebraischer  Elimination  und  einiger  leichten  gonioas- 
HiBchen  Transformationen  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

Hl  Afesaeas  9>  cos  ^  cos;ir— >^  «os  («A^)  cos  {(^rX)  cos  (y-^ 

4^^4£i  wird;,  zur  Bcbliuimuug  der  gesuchten  CoiTectioucD  ilfy  d^i 
^  <|K  <^»lgeudcQ  Ausdrucke:  .  '  -  * 
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I 

('^Adifcz^n  9p  CM  ^  ioi  J^f  811  •  OOS  X'^/t^  *>d  P  (oH^) 

-^/i'A  cos  (a-hV')  cos  iß-hx)  ««n  (r-+-y)> 
— Ai^^cs^eiMi  )p  tin  V  cot  Jf^^  ud  /S  cos  ff'^gU  m  / 

— >%^4  ihi  (iH-f )  coa  (/f-Hr)  «o«  (H"«»)» 

— iVV^;jp=:co8  y  cüs  i\i  biü   — >^  sin  y  cos  i// — //'sin  «  cos  (^'-hy) 

Hat  flum  ober  i«  B.  lAp  aiittelst  des  ersten  dieser  drei  Ausdrücke 
gefuDden,  so  kann  man  und  dx  auch  leiclit  mittelst  der  folgen- 
den aas  den  GleicboDgeo  38.  sich  unmiUelbar  ergebenden  Ans- 
drücke  finden : 


41. 


ein  y^/ain  {a^%f,)^wä  yrf» 
**X  * 


C08/ 

Wie  mn  onf  dieselbe  Art,  wie  man  vorder  tob  den  NSherotigs- 
werAen  ^,  zn  den  neuen  Nlheninfsweitfaen  9+^%  ip-{-af^ 
gelongte,  von  diesen  Nähern ncswerthen  wieder  zu  nenen 
Näbemngswerthen  übergeben,  und  auf  diese  Art  überhaupt  inmer 
weiter  fortschreiten  kann,  bedarf  hier  keiner  besondern  Krläutcrunc;'. 
Bemerken  wollen  wir  jedoch  Tiorli.  H;iss  tlio  obig-en  Formeln  die 
lorrectionen  i/(p,  (l\p^  natürlich  in  rbeileu  des  Halbmessers,  wel-  , 
eher  bekanntlich  immer  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,  nusge* 
drückt  liefern.  Will  mau  aber  diese  Correctionen  in  Secuuden 
ausdrücken «  so  dienen  dazu  die  folgenden  leicht  verständlichen 
Fonseln; 

i«ET  ^^^^  200264,8  ,  dfy 
42.  ^^1^,  oder  206264,8  .  d^^ 

oder  2062643  .  dx. 

Hat  man  onf  die  vorhergehende  Art  die  Winkei 

BAO^  CBO,  ACQ 

Mfonden;  so  eiWt  man  die  BntlmHBgen  AO^  BO^  CO  mittobl. 
m  Formeln 

b  sin  ACO       c  sin  (y-^ßJO) 
^VSSS  " — i — - — -  SSS     ■        ■  y 

sin  ß  sm  y 

43    IjJO     ^     '  ^^^^      a  sin  (a-^CBO) 

f^Q_a  sin  CBO  __b  «n  {ß^AVO)  ^ 
sin  a  sin  /?  ' 

und  kann  dann  ferner,  wenn  die  Coordinaten  der  Punkte  B^  C 
p^e^chen  sind,  die  Coordinaten  des  Punktes  0  mittelst  der  io  2. 

entwickelten  Forraelu  berechnen. 

Will  man  unsere  Aufgabe  bei  p^cod  itlächcn  Messungen  in  An- 
wendung bringen»  so  muss  isaa  Aatüriicb  mit  einem  Instruoieate 
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vor<?p>ifn  sein,  weVI»es,  wie  z.  B.  der  Spicprelsextant,  der  Spieer<*1- 
kreiä,  uud  iusliesondere  der  KordaiscLe  KreiM,  die  iMcssuu2:  dfr 
Winkel  in  alUiti  La«^eo  derselben  gegen  den  Horizont  irosnitiet. 
Ein  gewölinlicUer  Theodolit,  mit  welchem  nich  bekaautlich  UIoss 
die  konx4)&talen  Projectivnen  der  WiBkel  venen  laaeeD,  ist  dage- 
gen zu  dem  In  Rede  stehenden  Gebrauelie  nicht  geeignet,  wohl 
aber  zur  Anwendung  der  gewöliullclien  Pothenottchen  Aof^be»  für 
welche  u.  A.  in  No«  XIV.  eine  AuAösnng  gegeben  worden 

ist»  bioreicheoil. 


r 


XXXVI. 

Üntersuchimgen  Mer  Projektionen  nnd*  nenere 

Geometrie. 

Von 

« 

Herm  O,  Scklömilcli 

SU  Weimar. 


1. 

Die  perspectivische  Projection  in>  ihrer  einfachsten  Ge- 
stalt entsteht  bekanntlich  dadurcfi,  dass  man  zwei  aufeinander  senk- 
rechte Ebenen  ßfO^  ßfQ,  die  wir  kurz  (A*)  und  (e)  nennen,  an- 
nimmt und  von  allen  Gebilden  der  Ebene  {E)  nach  einem  Pro- 
jectionspunkt  P  Gerade  (Strahlen)  zieht,  welche  (e)  in  eotsprechen- 
den  Punkten  durchschneiden,  die  In  ihrer  Vereinigung  die  Pro^etien 
des  primitiven  Gebildes  abgehen.  Wir  .wollen  nun  in  dem  Folgen« 
den  die  Gebilde  in  JE  nnd  von  denen  das  leiste re  die  Projectien 
des  ersteren  ist,  entsprechende  Cxobilde  nennen. 

Zuerst  ist  klar,  dass  die  Projeetion  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  sein  wird,  dass  es  also  für  die  liest iuiiuiint::  der  Lnere  der 
Projection  hioreicLt,  wenn  man  zwei  Punkte  der  priiuuiveu  Geraden 
projicirt.  Ist  nnn  (Tef.  Iii.  Fig.  1.)  der  DnrehBchnikt  der  Ebe- 
lpen (E)  und  (e)  und  darin  C  der  Punkt,  in  welchem  MJV  von  der 
zu  projicirenden  Geraden  CT  in  {E)  geschnitten  wird,  so  fallen  in 
C  die  einander  entsprechenden  Punkte  zusammen,  oder  C  ist  die 
Projection  seiner  selbst.  —  Ferner  ist  klar,  dass,  je  weiter  man 
die  Gerade  CT  verlänsfert ,  der  IVojertionsstralil  PT  sich  sucees- 
sive  der  Lage  J*(  \\  CT  uäheiu  wird.    Luäbea  wir  aUo  T  si<^ 
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mieiidUeli  weH  to«  MN  entlBrnen,  so  gtfat  id«r  Projectimstrahl 
FT jstm  in  4ie  Iiaffe'/»#  ||  CT  Über,  wid  es  wl  ilaoa  #  dlie  Pi». 
j0«ttoa  des  unendliä  antfenlett  Pmiktes  T  und  die  be{(r&nzte 

Gerade  die  der  un  begränxteo  CT.  Die  Bestimmung  dey' 
Panktcs  t  liat  nicht  die  niiiidesta  ^^wierip^keit  mehr,  da  die  Kbene 

1 1  der  Ehcne  ( roifhiii  auch      ||  jIM'  und  wift  vorher  0/  ||  CT  ist.. 

Müu  bemerkt  aber  leicht,  dass  diese  liestiiiimudg  des  Punktes 
t  gar  niobt  von  der  Lare  des  Punktes  C  in  obbäofft,  dass 
also  für  eine  Gerada  VT*  \\  CT  ganx  dieaell^- Caastraktioa  gilt, 
md  alao  €^  dia  Projection  Von  X^T  tat.  Dmua  eigiabt  sich 
der  Satz 

,jEineii  Systeme  pnraHeler  Geraden  in  {fi)  ent- 
spricht ein  Strahl  husche  l  in  (^').'* 
Wenn  sich  der  Winkel  3/67 7"  ändert,  wird  offenbar  *  sich  auf 
der  Geraden  ot  \  \  MN  bewegen^  also: 

„Die  Mittelpunkte  aller  Strralilbiiaehel»  welche  \rer^ 
aehiedenen  Systemen  paralleler  Geralden  entspre- 
chen, liegen  ia  einer  Geraden." 
Unter  den  verschieflenen  Werthcn ,  die  der  Winkel  MCT 
annehmen  kann,  sind  besonders  zwei  hervorsubehen.  Ist  uämlicb 
L  MCT=Ry  sü  lallt  t  mit  o  zusammen;  ist  aber  L^fCT=\R, 
so  wird  Btzzz  Po  und  aUu  schon  bekannt,  weil  die  bintferauug  des 
ProjeetibnspnnkHs  gen^eben  iH.  Harana  erfi^t  sieh  leicht  ein 
Veirahren,  um  die  Projeetion  jedes  beliebigen  PnnJites  J  ouf&ufin« 
den  Taf.  III.  Fig.  %  Denn  fällen  wir  Jas  Perpendikel  NJ  und  • 
marhen  ftK-=ffJ.  so  iHsst  sirli  ./  als  Durchschnitt  zweier  Ge- 
radeu  betrachten,  von  denen  die  eine  MS  unter  einem  rechten,  die 
andere  unter  einem  halben  rechten  Winkel  schoeidet.  Ist  ol  wie- 
der die  lintferuuu&j^  des  Projectionspunktes  von  (e)^  so  ist  Ho  die 
Projeetlen  der  nnbestittnit  veriftngerten  HJ^  die  von  KI  alan 
der  DnrdkacliDitt  i  die  Projeetion  von  J. 

% 

Mao  kann  aber  auch  von  der  Ebene  {c)  ausgehen,  sich  die  Ge- 
bilde derselbed  als  sc^'g^ben  denken  und  von  ihnen  auf  die  der 
Ebene  {E)  zurUckschliessea,  indem  man  über  üt  einen  Projectious- 
ponkt  denkt,  dnreli  weleken  umgekehrt  die  Gebilde  in  {E)  ent- 
ateheo.  Dann  bat  man  folgenden  Satz: 

,,AlleQ  Strahlbüscheln  in  (0),  deren  Mittelpunkte 
in  ein^r  Geraden  (ot)  lietren,  entsprechen  in 
trleich  viele  Systeme  paralleler  Geraden.'* 
Aus  diesem  und  dem  ihm  analogen  Satze  in  (1)  lassen  sieb 
nun  für  eine  Menge  von  Sätzen  aus  der  Situatiouä^eouietrie  die 
einfiidisten  Beweise  herleiten,  wofdr  «in  einige  Beispiele  dienen 
aollen. 

Sei  Taf.  III.  Flg.  6.  epf  ein  beliebiger  .Winket  und  ausser  ihm 
ein  Punkt  q  angenommen,  von  welchem  aus  durch  jenen  Winkel 
beliebig  viele  Strahlen  trq.  hfj^  eq  .  .  gezoß^en  sind.  Zieht  man  in 
den  so  entstandenen  Vierecken  die  Diagonalen,  so. liegen  die 
Durchschnitte  derselben  tkit  p  in  einer  Geraden. 


*)  Die  Fu^r  stallt  Alles  in  einsr  Ebene  dar,  so  dass  atsn. sich  (ü)  um 
ab  Axa  gad^ht  fknfcaa  kttin,  bin  sie  mit  (a)  snssaiBMnfaUt.   ■  • 
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wir  «t  teilte  vq  alt  4k  «in  TaflilL 

Fite,  l-  &o,  8o  cnlifffwfcm  4ea  Winkel  cpf  zwei  Parallelen 
DF^  den  Strableo  eq , .  die  Farallelen  ^/^,  i^J^,  CF 

Foloflich  sind  die  entsprechenden  Vierecke  ParaltelosTranune.  Die 
Durchschnitte  M'  .  .  der  DiagaBaleo  in  denselben  iiegeu  aber 
Baeb  sehr  bekanatea  Sätzen  ia  eiaer  Geraden,  welche  sn^eiek 
II  ui€  und  I^F  iat.  Folglieh  miuaen  nach  (1)  die  Projecdooen 
vMi  My  M'j  • .  ebenfiJti  m  nmn  G^ttdtm  liegen,  mAm  mtk 
durch  p  gcH  w.     k  w. 

\mm  4Mfem  Satze  lassen  sich  bekanntlich  viek  fimbthart  An« 
wtadugea  »acben,  4ra  wi«  hier  ühergeken 


Tal  III.  Fig»VL  Wenn  die  drei  Geraden  tr^^y  hk\  ctf^  wcklie  die 
Spitzen  zweier  Dreieeice  wM  «Minder  veifclBdeii,  akb  k  eiaen 
Pnkte  aclmeiden)  so  liegen  die  drei  Dnrcbsehnilk  p,  ^,  r  der  yer- 
längerteo  gleicbnamig^  Seitttft,  «6  and        m  wd  evIßV  ^ 

l/dy  in  einer  fJernden, 

Nehraeu  wir  die  Gerade  pq  als  die  Linie  in  Taf.lU.  Pigr-l*  an, 
so  entspricht  dem  Strahlbuschel  am^  l^m,  cm  ein  anderer  JBAI, 
CM,  in  welchem  ||  A'B\  AC  Vi  j^C,  Nun  folgt  daraos  nach 
beknnnten  EigenaeMlen  ilknlkher  Dteieeke  »C  \\  3tC\  nla»  «afo 

 \  deitB'  ~ 


■f  rechen  diesen  Ckndea  swei  endete  hc^  dV,  deren'  PpidMehpillt 

■IC  »Of        liegt'   ■  ■  '.;;'0<il:tl»¥ 

•  _    .  \-  - .  '  1  .•■  .hh  '.r^'V  iMd> 

Taf.  III.  Fig.  5.  In  einem  Dreiecke  LiMNO  ist  die  Grundliaie 
Ldi  in  M  baibirt,  der  Strahl  MO  iku^  noch  OU  \\  ge^ogeui 
der  so  entstandene  StrnhUMhMshel  heiset  hekaantlieh  ek  Ii  armen  k^. 
eeJber  nnd  es  giebt  darüber  die  beiden  Silkes 

.    ,/Jede  Gerade,  die  einen  Jinraionieclien  Stfnklbi«-« 
-  scbel  schneidet^  wird  yen  demeelben  baraoniacb 
getheilij^'  .  4^' 

und 

„Jeder  StrablbUschel,  dessen  Strableu  durch  die 
bermottisehen  Tbeilpnnkte  einer  Geraden  geben»' 
Ist  ein  bamonUeber/^  n. 

Noch  denf  ersteren  Satze  werden  alle  ubed  nnd  AB  CD  harmei^ 

nisch  getlioilt  spin.  Nun  kann  mno  sich  aber  diese  beiden  Gprndcti 
in  f^anz  beliebig^en  versrhindem-n  Khenen  und  0  als  Projections- 
puniit  dazu  denken;  dann  liat  mau  den  Satz,  dass  die  perspectivi- 
Bcbe  Projectiou  einer  Uarmoniäcbeu  wieder  eine  Harmooiscbe  ist; 

Odert  ^  '         .' .    ■  •\u\  'mu'ii 

„Einer  barmoniscb  getbeilten  Geraden  entspriebf« 
jederzeit  wieder  eine  Uarmoniscbe.''  la 
Daraus  crpriphf  sich,  wenn  man  über  den  beiden  entsprechenden 
Hrirmünischen  Strablbüschel  construift  uud  den  eiaen  als  Projeetioni 
des  onderu  betrachtet,  leicht  der  analoge  Satz: 

<     Einem  harwuniscliea  Strahlbüscbel  entapr i cht  je« 
derzeit  wieder  ein  barponiaeber  Strahibnaebel/Vuü 
^Diese  einfachen  Satie  werden  die  Quelle  adir  firnchtbarer  Un« 
tersucbungen,  von  denen  wir  einige  andeuten  wollen*  ..r»*r\ 
Taf.  III.  Fig.  6.   Es  sei  ahcd  ^\x\  Viereck,  dessen  Gegenseiten 
sieb  in  es  nnd  m  sobneiden.  Wir  betraobten  die  Gerade  wm  Ak  die 
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Linie  9t  in  Taf.  III.  Fig.l.^  so.  dass  deo  Strahlen  «r«r,  cm  die  Parallelen 
AM<^  CM^  ebenae  «n,       4ie  Pamllciev  Ali<,  CS  enttpraehen* 

Deal  Viereck  abcd  entspricht  also  diig  ParalleiegramH  ABCD^ 
Da  lieb  nun  die  Diagonalen  AC^  BD  desHelbcn  balfeires»'  io  kön- 

nen  wir  die  uneodlich  vorlHnj^erten  AP^  JBQ  harmonisch  c^rtheilt 
neDneo«  und  folglich  sun\  es  auch  die  Diag-onalen  ap^  i*g,  Ziebcn 
wir  JF  II  CD,  JV  II  nC,  so  läuft  FO  \\  DU  und  wird  von 
JC  balbirt.  Folglich  ist  der  Strahlbüschel  JJ,  Jl\  JM^  Jd  eia 
bsnMMiisober,  «lio  iat  es  auch  der  ttitapraebaBde  im^  4m,  ip^  ty, 
«nd  daber  mnsa  andi  barmpnladi  geibeilt  sein.  Neust  mwa  die 
*  Flger  in  (e)  ein  vollständiges  Viereck  und  ap,  df,  mg  di« 
IKsgenalen  desselben,  so  hat  man  den  bekannten  Satz: 

,,Dic  drei  Diagonalea  des  voliständigea  Vierecks 
tbeilen  einander  harmonisch,** 
woraus  sieb  noch  eine  Menge  Folgerungen  zieiiea  IcU&t. 

Tal  III.  Fig.  7.  Bekanntlieh  nannl  nnn  die  Dnrcbschoitte  der 

äusseren  und  inneren  Tfinj^enten  zweier  ausser  einander  lipG;-endea 
Kreise  den  äusseren  und  inneren  Aebnlicbkeitspunkt  Jener 
Kreise.  ^  ♦ 

Nun  kauu  mau  aber  dieses  Gebilde  als  iVojectiuu  eines  Cylin- 
deitt  apseben,  wenn  immi  den  Projeetloas^nkt  irgend  wo  ia  dea 
doreb  a  anf  der  Bbene  der  Zeiebaung  crriebtetcn  Perpendikel  nnd 
die  Projectionsebene  (e)  parallel  den  £benen  jener  Kreise  anniniiit« 
Vergleichen  wir  nun  unsere  Fic;^«r  mit  tler  daneben  g^estclltcn  cor- 
respondirondpn ,  so  ergiebt  sich  gleich,  dass  My  ./,  iv  und  der  un- 
endlich entternte  Punkt  ifif  bamonisob  liegen»  also  ist  diess  aucb 
links  der  Fall;  oder: 

„Die  BI  Ittel  punkte  beider  Kreise  Heften  mit  den 
Aebnlicbkeitspnnkten  bermeniscb." 

Ta£.  III.  Fiff.  8.  Proficiren  wir  ein  System  dreier  Cylinder  von 
gleichen  Grundnächen,  so  entsteht  ein  System  von  drei  ungleichen 
Kreisen  (da  die  Grundflächen  jener  Cylinder  ungleich  weit  von  der 
iliuen  parallelen  Projectionaebeneentterntsind)  zu  welchen  drei  äussere 
und  ebensoviei  innere  Aebnlichkeitspunkte  geboren.  Da  nun  links 
alle  äusseren  Taugenten  einander  parallel  sind ,  so  Uesen  recbts  ■ 
die  Dnrcbacbnitte  derselben  in  einer  Geraden,  (welebe  die  Gerade 
«r  In  Taf.  III.  Pif.  L  iat);  oder: 

„Die  äusseren  Aehnlicbkeitapankte  dreier  Kreise 
liegen  in  einer  Geraden.*' 

Betrachten  wir  links  die  inneren  Aebnlichkeitspunkte  ./,, 
so  erbellt  gleich,  dass  die  Gerade  j|  den  äusseren  Taugen- 

ten an  M  und  H  läuft.    Dies  giebt  für  tue  Figvr  reehts  sogieicb 
4ett  Sota: 

„Jeder  der   drei,  änsseren  Aehnlicbkeitapankte 
liegt  mit  zwei  inneren  in  einer  Geraden.'' 
Alan  .giebt  ea  im  Gsoxen  vier  Aebnlicbkeitaatrablen.  * 

6. 

Wir  wenden  uns  nnn  rar  Betrachtung  der  Kegelaebnitte,  vnd 
zwar  ist  gerade  bier  die  üntetsnehung  sMtldlsft  projectiviseber 
Biffenncbanen  die  zweckmässigste,  da  der  Kegelschnitt  seiner  Bnt^ 
Btunng  ancb  -nicbta  nndeim  .ala  die  penpeetif  laebe  £rojection  «i»es 

J 
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ftniiM  Itt  Wir  ndMnn  wie  Usbcr  immek  den  «iabchiCeK  WM 

an ,  <)as8  die  Projeclioo»-  (Mcr.  die  Scbakt*}  etraM  seakreeht  nai 
{£)  (der  Basisebeae)  ■tobe,  dm  sieli  Meisaf  jeder  mdere  FeU  leidit 

reduzireo  lässt. 

Taf.  III.  Fiff.  9.  Hier  gewinnt  nun  die  G^rnde  Taf.  llf.  Fiir.  1., 
welche  schon  bisher  die  bedeutendste  Kolle  .-^fiif^ltc  rinc  lthhz  be- 
seudere  Wicbligkeit  und  wir  werden  sie  daher  küuiü^  die  L^u Iure 
des  KegeIsdiDi&  neooeD.  Sei  «lo  cid  MklHgef  Regelscboitt, 
den  wir  als  Projecftioii  ein««  Kreises  JSC  «Bsebeej  et  die  Polare 
(anf  der  sich  also  die  Projectiooeui  aUer  CSeraden  scbneideo,  die 
,  io  (E)  PuralleIeD  sind)  und  die  ProjectioD  des  Kreismittelpuakts, 
die  wir  den  Pol  des  Keg-elsrbnifts  nennen,  so  ist  klar^  dass  jede 
Gerade,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  II  !r«*bt,  von  J/und 
dem  Kreise  baibirt,  d.  h.  saranit  dem  uneDdiicb  eoticroteu  Puukte 
banneBtBcli  getbeilt  wird.  Also  wird  jede  Gerade,  welche 
durch  dea  Pol  des  Kegelschnitts  geht,  tob  Pol,  der 
Curve  und  der  Polare  harmonisch  getheilt.  Ziehen  wir 
ferner  irgend  einen  Dorchmesser  Aif  des  Kreises  und  legen  Tan- 
genten an  A  und  i?,  so  laufen  diese  einander  jederzeit  parallel. 
Nun  entsprechen:  dem  Durchmesser:  eine  durch  den  Pol  crehrnde 
Gerade,  welche  BeriihruD^ssehtie  heissen  mag,  den  parallelen 
Tangenten  ani  Kreise:  xwei  Tangenten  am  Kegelschnitt,  deren 
DorchaehDitt,  »das  BerührnngsceatraB/^  aof  der  Polare  tie^r. 
Wie  sich  mm  auch  u4B  um  M  drehen  mag,  so  bleiben  doch  die 
Tangenten  an  und  ^  Parallelen,  d.  h.  wenn  sich  die  Beräli* 
rungssehne  um  den  Pol  dreht«  so  dnrchläaft  das  BcnArnngsceii- 
tnim  die  Polare;  oder: 

'  ,,Die  Polare  ist  der  Ort  aller  B erii h r u n gscen tra, 

deren  Berührungssehnen  durch  den  Pol  geben/^ 
nad  auch  umgekehrt 

»^DerPol  ist  der  Punkt,  durch  den  alle  Beitährungf 

sehnen  gehen,  deren  Berührangseantr«  auf  der 

Polare  liegen." 
Daraus  lassen  sich  leicht  die  Aiiflrisungen  der  Autgaben  ableiten: 
,J)en  Pol  zu  budcu,  wenn  die  Polare  iregeben  ist," 

„Die  Polare  zu  Huden,  wenu  der  Pul  geg^ebeii  ist." 

■  i  *  ■ 

7 

In  dem  Vorigen  wurde  das  Ziehe»  yon  Tangenten  an  den.Ke» 

gelscbnitt  verlangt,  iiber  es  ist  noch  nicht  irezcigt  worden,  auf 
IV eiche  Weise  diess  gescbielit,  und  deshalb  geben  wir  folgende 
CouätruktioQ  dazu: 

Taf.  III.  Fig.  10.  Wenn  vom  Punkte  p  an  den  Kegelschnitt 
ik  Tangenten  gelegt  werden  sollen,  so  siehe  man  heÜMig  swei 
Strahlen  ap^  ißp^  die  den  Kegelschnitt  noch  in  c  und  d  schneiden 
werden.  Dann  ziehe  man  ab^  cd,  die  sich  in  f,  ad^  hc  die  sich  in 
g  ischneideu  und  die  Gerade.^.  Diese  schneidet  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  fs#,  «r,  welclie  die  Berührungspunkte  der»  von  ./t 
aus  zu  legenden  Tangenten  bind. 

Denn  man  nehme  p  als  Puukt  einer  beliebigen  Polare  und  k 
«als  Projeetioo  eines  Kreiset  Jf  an,  so  entsprechen  den  Strahlen 
ac^  hd  swei  Parallelen  AC^  BD,  Nun  ist  aber  klar,  dass  durch 
die  Construktion  in  {E),  II  und  V  die  Beruh mngspunkta  von  Tan* 
'genten  sind»  welche  \\  AC  \\  liJ^  lanfeo.   Also  antsprecheii  ihnen 
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in  (e)  die  BerQhrnDgspunkfte  der  Tangenten,  welche  darch  geben, 

£tg  Imt  Diiii  auch  die  Losung  der  umgekehrten  Aufgabe:  durcb 

zwei  oregehpno  Piinkfo  eines  Kegelscbnitfs  an  deuscibeu  Tangenten 
zu  ziebeu  nicht,  die  iniudeste  iküiwiecigkeit»  weshalb  wir  sie  über- 
geben. ^ 

'  '8. 

Dip  Ourc  Ii  schnitte  der  drei  Paar  Geg-enseiteii  jedes, 
einem  Kegelschnitte  ^eingeschriebenen  Sechsecks  lieg^ea 
in  einer  Gera  den. 

Taf.  III.  Fig.  11.  ahcdef  ^vk  das  Sechseck  (SehneiiBechs- 
eck),  />,  q  mögen  die  Dnrchscbnitte  von  den  xwet  Paar  Gegensei. 
ten  af^  cd  und^^c,  ef  heissen.  Nimmt  man  pq  als  Polare  und  den 
Kegelschnitt  als  Projection  eines  Kreises  an,  so  entsprechen  jenen 
zwei  Paaren  die  Sehnen  AF  \  \  CD  und  HC\\  KF,  Aber  hekannt- 
licb  fassen  f>»ralielc  ^)ehnen  gleiche  Rocren  zwischen  sich,  also  ist> 
wenn  ivir  die  Bogen  stets  rechts  herum  ocuucu: 

arc  A(/=%xt  DF 
arc  CE-s^wz  FB 

also  durch  Addition  arc (der. grössere  dieses  Namens)^ arc  DB 
(ebenso).  Ziehen  wir  beide  vom  Kreisnmfang  ab,  so  bleibt 
arc  AEz=zviTü  BD,  woraus  .IB  \\  DE  folgt. 

Also  liegt  der  üurchächDiit  r  von  al*  und  </&,mi|;  utif  dqr  Vo- 
lare d.  h.  in  einer  Geraden  mit  p  und  f  . 

Der  Satz  gilt  ancli  umgekehrt,  *wa8  ucb^apagogisch  sehr  leicht 
seigen  lässt. 

In  jedem,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs* 
ecke  schneiden  eich  die  Di a pfo na I en ,  weiche  zwei  Ge- 
genecken ve  rb  i n  den  i  D  c  i  n  L  in  P  u u  k te. 

Taf.  III.  Fig.  affcdef  sei  dieses  Sechseck  (Tangenten- 
sechseck), €fd^  be^  cf  jene  Diagonalen  (Hauptdiagonalen). 
Man  nehme  den  Durchschnitt  m  der  ersten  beiden  als  Pol  des  Ke- 
gelschnitts und  diesen  als  Projection  eioes  Kreises  an,  so  entspricht 
dem  Pol  m  der  Mittelpunkt  M  und  jenem  Sechseck  ein  anderes, 
<lessen  beide  ersten  Haupt  diagonalen  diirch  den  Mitt^l|»iinkt  des 
eiogeschriebenen  Kreises  gehen. 

Ks  ist  nun  bloss  zu  zeigen,  dass  auch  die  3te  llauptdiagonalc 
C/*  durch  il/geht,  was  sehr  leicht  (uameutlich  apagogischj  gcscbic^ht 
Daraua  ^Igt  denn,  dass  ^  durch  m  geht. 

Auf h  dieser  Satz  gilt  umgekehrt. 

Dieee  beiden  Sätze  bilden  bekanntlich  die  Gruqdlage  ftir  die 
Theorie  der  Reriprorifiit  hri  den  Kerr^l'^chnittcn ,  indem  man  "die 
Punkte  der  Gebilde  ia  tlnn  rincn  Kegeiseimitt  als  Berührungsif  ntra 
für  einen  zweiten  Kegelscbuitt  unüielit,  wodurch  dann  ein  bekann- 
tes Correlationss^stem  entsteht^  dessen  Ausführuug  hier  aber  zu 
weit  führen  würde.       .         .  .    .  - 

Lässt  man  in  den.  beiden  vorigen  SKtMii:  eine. j Seite  Vei^ 
schwinden  und  zur  Tangente  werden,  so  gelangt  man  zu  bekann- 
ten Sätzen  vom  Fünfeck,  und  olienso  vom  Viereck  und  Dreieck^  die 
sich  natürlich  auch  leiobt  besonders  beweisen  lassen«   !  > 
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Eä  kuuu  eudlick  noch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wie  naB, 
wi^Dn  -der  Keffelsehnitt''  und  der  oder  die  Polare  ffegeben 
die  Lage  de«  mjections|niiiktegi*(Taf.lll,Fiff.l.)  d.h. die  Spiuedei 
Kerels  findet»  der  daiiii  die  Eigentcliaft  hat,  dau  er  tod  der  Ebene 
{£}  in  einem  Kreiie  geschDitten  wird,  wag  allerdings  zör  Verroll- 
atändiping  dieser  Anwendung  der  Projecdonen  durchaus  nöthigist. 

Diesp  Aufgabe  ist  jederzeit  bestimmt  und  nacL  dem  friiliernber 
Pole  und  Polaren,  RerUhrungsccntra  und  BerUhrungssehnen  l«esag^ 
ten  sehr  leicht  zu  lösen,  wvun  man  die  in  (1)  geführte  Uoter- 
sucliung  über  die  Lage  von  o  uud  t  dabei  zu  Hülfe  nimmt.  Indess 
würde  diess  die  pr&nzen  dieses  Aufsatzes  unnöthigerwci^e  über- 
8c&r«teD,  da  ich  ohaedieM  dieaen  Gegenstand  anafilnrlieh  noch  ht- 
•onders  hehandeln  werde. 


XXXVIL 

Neue  Auflösung  der  cubischeu  Gleicliungeu  von 

Herrn  J.  Cockle. 

Aue  Cambridge  Mathematical  Journal  No.  JUL  (Mai» 
.    VoL  IL  p.       ink  ubentetat  ton 

dem  Uerausgeber, 


Jede  cubische  Gleichung  kann  auf  die  Form 

o;' -4*  tfur' ^.dr -f- «  as  0 

gehfaelit  werden. 

Zuerst  wollen  wir  den  specicllen  Fall  betrachten ,  wenn  tin* 
sehen  den  Coelfileienten  a,  6,  €  die  Gleichung  Zac  =  6*  Statt 
det.  Bringt  man  in  diesem  Falle  die  Gleichong  aof  die  Form 

und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  3<r^,  so  erhält  man 

nad  folg Uch,  weil  naeh  der  ?oranisetmng  %m...\  S*^  alsodtf^ca^*  ii(t 

Addirt  man  jetxt  auf  beiden  Seiten  «'^S  so  erhält  man 
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und  folglich,  wenn  nan  auf  beideo  Seiten  die  Cubikwurzel  aus- 
zieht, 

1 

also 

Wenn  feraer  die  Gieichunff  3#avs^'  nicht  Statt  findet»  a» 
aetae  man  ^rH-a  fiir  or,  wodurch  (iie  gegebene  Gleichaag 

jp* -h  awp* + to + c = 0 

die  folgende  Form  erhKlt: 

(3ä  -H  (3^*  -f-  ^fl'«  «4-^)^-4-  **  -|- «a*  -|-  ^»  4- er  =  0, 

odei;^  wenn  der  Kürae  wegen 

^=3a  +  a, 

r  t 

gesetzt  wird,  die  Form 

Soll  nan  diese  letatere  Glelchoag  aach  den  Vorhergeheaden  aaflils* 
aeia»  aa  i«l  erforderlich,  das«  die  Gleichung  * 

d.  i.  die  Gleichung 

3(3x  +  a)  (»»-H«»'-l-^»  +  c)=(3»»H-2«*-t-^)* 

erfüllt  ist,  und  aus  dieser  letztem  Gleichung  muss  also  die  Grösse 
%  bestimmt  werden.  Kntwirkolt  man  dioscibe  ^«hürig',  so  (indet 
man^  dass  die  und  eotbaltcoden  Glieder  sich  g-egenseitig* 
aufheben,  und  die  Gleicbunsf  daher  eiue  Gleichung  des  zweiten 
Gradeä  iät,  die  mua  k  ii  ht  uul  die  Form  .   •  > 

(«»  —  3^)«»  4- («^  —  Ik)»  +  ^»  —  3«c  =;  0 

oder 

bringt.  Bestimmt  mau  nun  aus  dieser  Gleichung  :s  auf  gewöhn- 
liche Weise,  so  erhält  man  nach  dciai  Obigea  feraer  y  mittelst  der 
Fomel  ... 

B 

lf?=  •  » 

wo  für  By  C  ihre  aus  dem  Obigea  bekannten  Wertha  an  aeteea 
aiad,  uod  je  ergiebt  sich  eadlich  mittelst  der  Formel- 

B 
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Fübrl,  dia»  f ttr  B,  €  ibra  iibigen  Wertbe- wirkKeb  ein,  so  er. 
giebt  sieb  nncb-lelcbter  Recbnung  für     der  Ausdruck 

^=*Hh-i  ^     ^  , 

wo  nach  dem  Obigen  %  ans  der  quadratischen  Gleichung 

^  ^      —  9c     -  ^Lll?f£— .A 
*  ""^a*— ei»  — JA  — 

r 

zn  bestinnen  ist«  Den  Ausdruck  von  x  kiinn  man  äneb  unter  der 
Form 

— 3Aj  (3:5^-a)  — (3x-i-flr) 

darstellen. 

Ist  die  gegebene-  enblsebe  'Olelcbnng  z.  B.  • 

SO  ist  Sff^s  36  =  ^*9  und  folglich  ioBcb  dem  Obigen 

//  r, 

%  —  "i  • 

l/aC«»— 3^)-« 

Berüeksicbtigt  man  nun  jetat  bloss  den  reellen  Werth  ?os 

3 

nämlich  %^  so  erhält  man  !•    Die  beiden  imaginären 

Werlbc,  welche  }/%  noch  bat,  würden  für  noch  twei  imaginaie 
Werthe  liefern. 

.  Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  ferner 

^»  —  Tjp»  H- 17a?  — 14  =!  0, 

wo  nicht  Zac=.ö-  iät,  so  ist  die  quadratische  Gleichung,  aus  wel- 
eber  %  bestimmt  werden  muss,  folgende: 

.7-  5       ■      .  • 

*       3  7 —  2* 

Diese  Gleichung  bat  die  beiden  reelkn  Wnrsela  1  und  8etit 

man  «  =  l,'8o  ergiebt  sieb  nach  dem  Obigen  '       '  * 

•P  CS  1       j  " "  •  "t  ■ 

und  folgliMi,'  wenn  man  jetzt  wieder  bloss  den  reellen- Werth  2  tos 
V/8  berücksichtigt,  07=2.  Die  beiden  imaginären  Werthe,  wel* 
che  1/8  noch  haben  kann,  ItefSem  für     natürlich  noch  swei  iM* 

ginäre  Werthe.    Dass  man  auch  »  =  —  setzen  könnte,  verstcK 

sich  Ton'^  selbst;  'natürlich  würde  aber  dieser  Werth  von 'S  zn  deti- 
Rolhon  Wurzeln  der  pfes^cLcnen  cubischen  Gleichung  führen' wie  der 

vorhcrffcheude  Wert  Ii  von 

Weitere  BeirarlituDgeu  über  den  Fallj  wenn  die  quadratisclic 
Gleichung,  aus  weicher- <Ue.  Grösse,  ;s  bestimmt  werden  muss,  zwei 
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  ■  ■ 

imaginäre  Wurzeln  hat,  überlassen  wir  dem  Leser,  da  dieselben 
keine  Schwierigkeiten  haben,  uud  sich  leicht  mit  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  AuÜusuog  der  cubischen  Gleichungen  werden  in  Ver- 
biuduDg  setzen  lassen. 

Wenn  uos  auch  diese  neue  Auflüsuug  tler  cubi^ciien  Gleicliun- 
gen  des  Herrn  CoelLle  vor  der  bekannten  Auflösung  des  Ca r da-  ' 
nus  keine  wesentlichen  Vonüge  an  haben,  und  die  Theorie  der 
Gleicfanngan  des  dritten  Grades  durch  dieselbe  nicht  eben  gefördert  ' 
zn  werden  scbeinty  so  Tordiente  sie  doch  in  den  Archive  anfbe» 
wählt  an  werden» 


XXXVUI. 

Beiträge  zur  Eutwickelung  der  Integrale  ia 

Reihen. 

Von 

Herrn  N.  W.  Schulze, 

Lishrer  der  Mathematik  sn  Rudolstadt 


Es  sei  ein  an  integrirendes  Differenaial  vorerst  dieses: 

dx  ' 

Man  fuge  dem  Neuner  eine  identische  Gleichung  bei,  ^ 

sämlich;  (i^Hy)  f  (y,^)==  (;i--arJl~  i.,^, 

und  entwickele  nach  dem  Blnomiscben  Satze,  so  dass  p  in 

anfsteigendea  Potensen  fortgeht,  so  ist 

Man  integrire  und  nehme  p  als  beständig ,  also 


Es  kommt  nun  darauf  an,  p  so  an  bestimmen,  dass  die  Reihe  schnell 
converffirt;  dies  würde  sich  ergeben,  wenn  man  auf  einander  fol- 
gende %Ua4er,  was  vom  2ten  an  geschehen  daff>  zusammen  s  0 


Thdll.  17 
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I 

setzte,  den  Werth  ftir  p  sucbte  und  selbigen  in  das  erste  Glied  und 

etwa  noch  in  die  iibri'jfpn  letr.fprpn  substitoirte.  Da  aber  durrli  die 
höher ('11  lilciclHuigeii  dir  Kcrhiiini^  unbequem  wurde,  so  setze  ich 
bloss  das  ite  Glied  =0}  uamiich 

Setzt  man  in  2)  Rcktar  Hand  überall  fjr  atatt  p,  dann  gestal- 
tet sich  die  Reibe  so^  dasis  das  4te,  6te,  8te  ti.  s.  w.  Glied  auck 
sO  sind,  und  wir  bekommen  uach  gehöriger  Abküiiaag: 

aläo  eine  auf  ancltTiu  Wege  bereits  scbou  getufideiic  hckauote 
Reihe;  und  ist  die  Uebereinstimraang  des  Resultats  dieser  Methode 
mit  dem  anderer  far  dieses  Beispiel  nur  ein  besonderer  Fall, 
wie  wir  an  den  folgenden  sehen  werden. 

Es  sei  das  DitTerenxial  der  RreisBäche  gegeben,  so  tat«  aach 
Beifngnng  des  obigen  p^ 

djc  \/%a:  —  o:*  =  da: . .  (2—4?)*  =  —  (;H-ar)]*.a:i.</x; 

also 

^        -h  V)  —  (/^  ^-        •  • 


Set'/.t  man  wiederum  in  letzterer  Reilu'  das  'iu'  Glied— 0,  woraus 
erhaUeii  wird  p=  —  f.^.  und  subslitnirt  diesen  Werlli  für  /y  in 
den  Ausdruck  des  Integrals  4),  so  wird  nach  gehöriger  Abkürzuug 
erhalten: 


5) y^a;l/a^^^»  =  ^>^^3};y--^^--  * 

[1  2x  29x^  1       x*\/x.\^  n\ 

Für  07  =  1  erhält  nuio,  wenn  A  das  Integral  bez^hnetf 

= 0,78881306  -  ^^^^^^f^ = 0,78539|5» 

iKeso  vier  (alicdcr  sind  demnach  hinreichend,  um  den  Fläcbeoiohalt 
av(i  ^aadrunteu  für  den  Radius  =r  1  bis  zur  fünften  Deeimalatelle 
Villau  "AU  gehen. 

sei  ferner  vorgelegt  das  sich  nicht  direct  integrireu  los- 
-^mim  UÜiKt^aifiial 
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80  ist  oach  dieser  Metbode: 


7)  fdx .  ^  [(2  -4-   )  —     —         =  f  r i  V/2 + 


2V  2     ;^  8  (2  -I-  ;ö}  t/2  -h;» 


•  •  •  • 


Wird,  wie  gewöhnlich,  das  zweite  Glied  anDollIrt,  so  ergiebt  aich 
;»=:t^^  und  durch  Suhstitntion  desselben  in  7)  erbält  maoi  wenn 
Jl  das  Integral  bedeutet^ 

Fir  J?=l  erbält  man  die  sebr  sebneti  ansaaunenlanfende  Reibe: 

9)  ^'=1,318000  —  [0,0008«S0  -h  0,0000235J  X  0,60697  X  2 
=  1,318000  —  0,0010421  =  1,310958  . . 

Wcuii  die  Entwici^ehinG;  von  fda: .  a:\  (2  +  0?*)*  dlircb  eine  ge- 
wöhnliche Reilic  hcwrrkstellicjt  wird,  so  erhält  man  rrst  nacb  Ent- 
wickeiuDg  von  ^  (^licdtrn  das  Ueäultat  1.316907..,  mit  dem  jcnps, 
nur  aus  3  Gliedern  entstanden^  beinahe  his  zur  fünften  fiitelle 
übereiöstimmt. 

Nicht  lür  jede  Form  liefert  der  directe  Gehraiich  dieser  Me- 
tbada  darcb  AannllirnDg  des  aweiten  CSliedes  eine  schnell  conver- 
gtrende  Reibe.  Dies  ist  dar  Fall  bei  dieser  l^orm: 

Denn  wenn  man  nrirli   obiger  Vcrfahrangsweise  aus  selbig^er  die 
weiteren  ResuluUe  z^ieht.  so  erp:icbt  sich,  dass  vom  dritten  Cliede 
au  die  schueile  Convcrgeuz  uuchlässt.    Durch  eine  passende  Um-' 
formung  wird  aber  selbige  wieder  hergestellt.   Es  sei  daher 

Der  Anadfnck  reebter  Hand  läast  sieb  in  folgende  Rriicbe  aerlegen : 

d^  ufis  dbs  dst 

IP)    2/«  — 1         '       1      ^         lin  2OT--.'iH"  2//I--5 

dm  dst  ^  *d% 


  2m— 7  2w  —  9       •••••rf-     1  j  . 

Die  Za|il  der  Glieder  dieser  Reibe  hängt  aonaieb  von  der  Grösse 
m  ab,  und  irir  beben 
fiirat=l 

11) 


fir  w=2 


d&  ife> 

17 
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\6) 


11.  B.  W. 


Das  letzte  Glied,  aüofriiKiii  •^^cDommpn  iric  in  10),  nach  unserer 
Methode  durch  Beifügung  vou  p — y  beliandelt,  ist 


'Im   -  1         2//1  1 


(««--1)  (i-H/»)"**  (H-;>)» 


2m— 1  2w-h3 


2«n  —  1        2/yi  -f.  1  2//i-Hi 


^1—1  2iw+3  2m-hS  Tm-t-l 

 ■■  (Tirrt^  

2fli*-«l        SSm^Hl  2»i-i-,5  \ 

Siw— 1  2m^-Z  2m_+6 


2/A  —  1         2//<  -H  1  2m  -f-  3  2^?i     5  f 

^  2m         fi«^  2«.      _    ^  2«! 


2m -k- 7        2///-f-9  2iy«+U 


Man  crhäU,  nach  Annulliruiig  des  zweiten  Gliedes, 

1 


-4-  1 


Diesen  Werth  in  den  vorigen  Ausdruck  (14)  gesetzt  und  sugleich 
durch  %m  diyidirt»  ergieb^  sich  :^  >\  j'l^lj^  * 
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I  I 


2m  — l  2M-4-I 

T 

2t» -^t 


_  (2m-f-l)«   4(2iw-|-l)«  ^ 

(aw— l)[2m-Hl-H(2fli— 1)5^       (2»n-3)  [2«-t-l-f-(2m— 1)»*^* 


16(2iw— 3J  (2«i-t-l>x  ^ 


Stellt  man  die  Wcrfhe  von  wieder  her,  und  difidirt  Überall^ 
wie  zuletzt  geschebeu»  dureii  te,  so  bekoamt 


löj  Are.  (tang  =     =  ^  —  yo:' -H-j-o?* — yor^ 
1^  9  11  13 

Erstere  Reibe,  welche  die  näoiliclte  ist  wie  die  sogeoauDte  Leib« 
nitziicbe,  will  icb  die  Grnndreihe,  uod  letztere,  aus  dem  iovolnto- 
rischen  Integraltbeile  entstanden,  die  Ergänzungsreibe  neniieii. 
IMese  Reihe,  in  welcber  die  Constante  O.iit,  convergirt  liir 
4t-<l  bis  ^  =  1. 

16*.  Ks  kommt  nini  darauf  au,  zu  bestimmon ,  wie  viel  man' 
Glieder  aus  der  GruuUreihe  sowohl  als  aus  der  Krsränzungs- 
rcibe  mit  eiuauder  verbinden  müsse,  uui  für  einen  gewissen 
Werth  TOD  m  des  eDtspjreeheDde  -Resultat  zu  erbaltcs..  Die  Brgän* 
zuogsteibe  gestaltet  sieh  ee,  den  sie  !■  ihrer  CoDTergenz  nm  so 
weiter  geht^  je  grosser  m  wird  und  fdr  ein  besliomites  «i  Irgendwo 
aufhört,  schnell  zusammenzulaufen. 

Für  ^?i=l  convcrc^Jrt  sie  bis  zum  2ten  Gliede,  für  ««  =  2  bis 
zum  3ten,  für  j!»=:3  bis  zum  4ten  u.  s.  f.,  wie  man  aus  folgendea 
Beispielen  ersieht,  wenn  oämlich  jtzzzX  genommen  wird. 

Es  sei  nun  «1=1,  so  ist  nach  10,  11,  12  u.  f.  aua  derGmad* 
reihe  noch  ketoGIied  sa  nehaien.  ttezeicbae  ieb  die  aafeinander- 
folgendea  Naheraagswerthe  mit      i9V      • . . »  ao  ist 

17)     =  3  [0,25000  +  0,01250  ^  0,00178]  =  0,78 1 216. 

Für  ^  =  2  bat  man  aus  der  Grundreibe  ein  Glied  zu  nehmen^ 
fotglicli 

18)      =  1  —  5 .  (0,041666  +  U,UUiU6 4- 0,000062] 
SS  1     5  X  0»042844  3=  0,785 1 780 . . 
•Fiir  m=Z  kommen  auf  die  Grnndreihe  2  Glieder,  also: 

19)  i?"=l— 1+7(0,0166666-4-0,0002829-1-0,00002338+0,0000109) 

=  0,6666666  +  7  X  0,016960  =  0,7853 1 87 . . . 
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n  f^nn  tk.m\%€.\i  ia  €:iiittrea  GKfderB  4eä  leczterea  Falles  £e  Sie  Steile 
wtjcu^imuitm  u»i  4i€  'Tie  mm  1  yiaiti  gcMMnca  vM. 
rir  «i  s  5  Imcr 

Bier      4m       Steile  m  1  TCfptoert  wmä  fel^m ie  ^afiv 

rffer  Tff'Iit  rnan  eine  hrnlanprliclif'  Converfifeaa  uaserer  Retfie. 
Ufj»!  wifc  dut  Nalir-ruii^rswertiie  von  /T'.  B" jetl^r  folg-ende 
d<'m  wafarcD  >1rertlie,  welcber  den  iiaIl#eo  (iuadr^uteii  lur  lico  Ra» 
diot  =1  süMinickt,  »ebr  als  nn  eiee  Stelle  ailwr  koanat,  udU. 
ibffjder  too  iT^  ait  4e«  4ten  Tbcil  der  Lsdoipbiscfcee  Zahl  bis 
cur  7ten  Steile  geoaii  fiberfin^tlmmt. 

22)  Nimmt  mnn  ans  IT)  lar  M  bloss  die  rr^trn  2  Glieder,  so 
ist  da»  Renulat  0.7S750fJ(l.  r-l-o  trefiauer  als  ubiges  //  =  0,78216.. 

I  rnl  #'rjt',vi<  krit  man  t  i;r  />'  i  Ibj  der  trcränzuDt^srcihe  4  Olie- 
tl«r,  hi>  i^i  <iaf>  ke  5  X  OjOOOUOi  sUo  fast  eben  nickt  kleiuer 

al»  dai*  :itc  .j  X  0,000062  ... 

Auf  das  fjefztere  (22)  ist  das  (16°)  Gesagte  bssofren. 

(Diese  lieitrage  werdcu  i»|iäterbiD  iortgesetzt  wcrdeu.) 
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EntwickeloDg  einiger  Formdn  aus  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 


Von 

Herrn  O.  Sclilömilch 

zu  Woioiar« 


Vorerst  müsseo  wir  »M  die  bekaoBte  Formel 

^  =  8in  o?— sin  ^-f-T  Bin  Zop  .  • ,  (1) 

ins  Gedächtniss  zurückrufeu.  Die  Reihe  rechts,  welche  ofFenhac 
immer  coDvergiit,  gilt  dem  Ausdrucke  links  so  lange  gleich,  als 
of^TrAst;  an  dieser  Grfioze  selbst  aber  tritt  eine  Unsteti^keit  In 
ihren  Werthen  ein,  nnd  daher  kann  in  diesem  Falle  obige  Gleichnng 
nicht  mehr  besitehen* 

Schreiben  wir  n  —  :v  für  .-r,  so  wird  das  allgemeine  Glied 
sin  n(7r  —  ^)  =  —  cos  uji;  sin  mo:  ct.  i.  =  =p  fiin  mot  jenachdeiu 
n  gerade  oder  ungerade  ist;  also  aus  (1) 

^(tt  — ^)  =  8in  ^  +  ^  sin  ^H-i  sin  3^Hh  (2). 

Diese  Gleichung  besteht  umgekehrt  swar  für  ^=7v«  aber  nicht 
fdr^=:0.  . 

#.  % 

Nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  beschäftigen  wir  uns 
mit  dem  Ausdrucke 

1  +^icos  ;zr-4*€OS  2d^+€oi^  3idr+  .  •  |  :s  1 4*2^  cos  M 

den  wir  kurz  mit  JFop  bezeichnen  wollen.  Von  einer  Summe  dieser 
lU'ilic  kann  offrnhar  ^ar  nicht  die  Rede  sein,  da  dirsrlbr  mrht 
com  ergirt.  Man  !)raiicl»t  z.  B.  nur  ijrleich  eiuciu  aliquoleu  Theile 
von  jf  zu  Dchmcu,  uiu  sofort  zu  einem  Resultate  der  Form 

zu  gelangen. 

NichtjidesCoweniger  ist  aber  doch  der  Alpdruck 

i^a;  =  l  +  ^oossMr*.  (3) 
1 

in  so  fern  von  Werth,  als  derselbe  mit  f/iv  multiplicirt  und  intc- 
grirt,  eine  cuuvergeute  Reihe  liefert,  uämlich 
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lote^iren  wir^  um  die  Coost.  we^^wchaffeo,  zwischen  U  und  c,  so 
kommt 

f^JP^  lirsse+S^  ^  m      . .  .  (4) 

Iii  niiD  c^O  nnd  to  find«!  (2)  aeiD«  Anweadttg  nid  giebt 
logleicb 

Ist  «^37  und  •<23r,  so  kann  naa  e=3r+A  flataeo,  wo 

^<C;c  iist.     DdDD  wird  das  allgemeioe  Glied  —  aiu  «(^  +  ^} 

cos       «  bIb  «^=±-^  sia  nb  jeaaehdesi  «  garad«  oder 

uugerade  ist;  also,  weil  die  Reibe  mit     =     ungerade,  aotang^t 

flFat  4*r=»-+-Ä— t^i^  sia  mA. 
wobei  rechts  die  Formel  (1)  anwendbar  i&t  und  giebt 

J*^F:v  da:  =  tt. 

Also  haben  wir 

f^Fof  da:=n^  3jr>tf>0  .  .  .  (5). 

§.  3. 

Wir  woUea  aaa  die  beiden  Integrale 

^y^  /'u-'  Cüs  /.X'  iLv^  J ^Fx  sin  rila?, 

worin  ^  eine  (;aDzc  ZabI  ist,  betrachten. 

Setzen  wir  für  Fas  seinen  Werth  (3)  ond  xerlegen  2  eos  ivjr 
cos  4a?  in  eine  Cosiuussumme,  so  ist 

J*Fa;  cos  hjc  djc-=,  ^'"^^  ^^J^ ^cos     — »)ar4-cüs  (/;-f-j»)ar]  €Är 
•  sin  hx      ^  psin  (A— js)fp  ,   sin  (A-f-w)a:"| 

Bemerkt  man,  dass  das  Tordere  Glied  dem  Wertfae  «:=0  entspricht» 
80  ist  für  ild=ms=3Si 


cos  M  da;  =  ^  •  


oder  weil  für  negative  m  der  Ausdruck  Her  nämliche  wie  für  posi- 
tive ist  und  wenn  wir  noch  das  liiied  wuriu  h  —  nz=zm=.ii  ist, 
ausscheiden 

,       _        sin        .         sin  mx 

Fx  cos  Jia:  äa;=-T-j^ — — — 


d*i.  weil  far  msssO  sieh  ia  Terwandelt 


Digitized  by  Google 


265 

fjFof  twi  Sof  d»=w^f&  ^^^^ 

I  ffi 

Nehmen  wir,  um  die  etwaige  Constante  der  Integration  wegzu- 
schaffen, die  Gränzen  0  und.     so  wird 

0  im. 
d.  i*  wein  2ir>>0>'O,  wie  früher  ichon 

•  J^^F^  CM  ha:  djezzz^f  %7r^c^0  ,  ,  .  (6). 
Zerlegen  wir  ähnlich  Sain  Aof  cea  mar  in  eine  Sinusinmaie»  so  ist 

y*  — ■  cos  A»c      ^  f* 
Fjf  sin  Aar  «ü?  s  j{  l""*    -^ii)^-|-sin  (A+it)^]i^ 

—  cos  Aar      ^  JTcos  (A  — cos  (A-Hyi)j:'1 
—      h  7  L     Ä  — «  h^n  J 

d.  i.  fär  il± 


sin  i4ar  ito  =  f  £?L!!!£^ 


_  COS  tnx  ^  ,  —cos  nia:    ,  .  ... 

Da  nnn  — mr  negative  st,  =  —  wird,  so  bleibt  bloss 

das  dem  Wertbe|  A  — j»=si=:0  entsprechende  Glied  übrige  aho 

^^/ta?  sin  Aa:  dsn  = 
und  wenn  wir  die  Gränxen  0,  e  nehmen 

eos^O 
0 

cos  0       cos  0 

—  '"O  ö~ 

Obgleich  nnn  ^^^^  =  -^=±oo  ist,  so  wird  doeb  unser  Integral  =sO, 

da  beide  oo  durcJi  die  näutliclie  0{>eration  eotstandeo  siuiij  mithin 

J sin  Ao?  «&p=0  •  •  .  (7). 

§.4. 

Wendet  inno  auf  die  beiden  Formeln  (6)  und  (7)  den  hekaoo« 
ten  8atz  von  den  besimmten  Integralen  an,  dass  für 

ist  ,  so  erhält  mun  durch  mehrmaliges  Differenziiren  nach  A,  leicht 
aus  (6) 


f^a:  sin  kaf  daF=0 
f^^^  cos  Fta:  Fa:  da:  =  0 
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J*^jc*  /f^  Fol  äa;  =  i^, 
'  cos  Ase  Fjc  dit=sQ 


und  aus  (7) 


6(c. 


J*^"^  coh  /tu:  djc  0 
f^x^  sin  hx  Fjs  äa::=siO 

/^a:*  cos  Aa:  Far  d:c  =  0 


etc. 

Ist  also  fn  eine'g'anze  ZaM .  so  kann  man  diirrfi  Diftorenziiif- 
quottcoteu  der  einrn  uder  der  anderen  Uleicliung  (Oj  oder  (7)  im- 
iner  zu  dem  Ausdrucke 


y; 


0 

^  cos       Fof  dar^^O 


gelange D.  Da  nun  A  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann,  so  neb» 
nien  wir  A=sU,  and  erbalten 


y^'o^  Fa;  da:  =  ^  .  (8). 


f.  5. 

Wir  können  nun  leicbt  ein  sehr  ullfi^emclnes  Theorem  beweisev. 
Bezeichnen  wir  die  successiven  Differenziatquotienten  von  f.v  nach 
mit  /'or,  f^^t  •  •  •  ^       bekanntlich  nach  Maclaurin*» 

Si^atze 


also,  weil  /(O),  /'(()),  /»(O)  ,  .  Constanten  sind» 
ßFoffa:  da:  =/(0)  f^Fa:  da: 

J^^JT  Fjt  dap^'j^  f^^a:^  Fjt  doF'i^.. 

d.  i.  nach  (5)  und  (8) 

J^Fa:  fa:  da:  =  2;f  >  c     0.  (9). 

Von  diesem  Theoreme  iverUcu  ^vir  nun  eine  sehr  irucLibare  Auweu- 
dung  machen. 

In  dem  Ausdrucke  (9)  möffe  x  —  a  für  ^  stehen;  multiplicireii 
wir  noch  mit  den  Fuktoren  f»  d»^  und  integrirea  xwisehen  den 
GrUnsen  0»      so  wird 

^^F(M-a)/M  d»  =  f^f»  dM-h^^  f^/k  €08  (10) 

Für»  —  a  =  0  wird  /i»  =r/(0 -4- a)  und,  wenn  j»  =  jr,  ist 
Q  =  7s  —     weun  ä=0,  ist  Ö  =  —  a  geworden;  also 
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NehmeD  wir  im  zweUco  lQtegrale0 negativ,  so  ist,  weil  JF\ — &)=zF0^ 
unser  Ausdruck  * 

Knüpfen  wir  nun  an  u  die  Bedingung',  dass  es  ^0  und  <t  ^  »ei, 
80  ist  auf  jedes  dieser  Integrale  die  Formel.  (9)  anwendbar,  uud 

also  durch  Einführung  dieses  W  erthes  in  (10) 

Nehmen  vvir  in  (10)  a  negativ»  m  ivird  links  für  x-f-o  =  0, 

jr^>(»  +  «)      rf«  = J^'^  'Fe  /(ö  -  a)  ^(:^ 

= f^ro  /(&  -  «)     -f^^^  fiß  -  «)  <^ 

und  wenn  wieder  a^O  und  ^ar, 

f^F(x-^a)fx  €fe  =  jr/(— a)-jr/(  — a)  =  0. 

also 

0= J ^f»  y  ^y«  cos  »  (ä-4-«) 

oder  noch 

Ziehen  wir  (12)  von  (11)  ab  und  beachten,  dlts  OM  i9(«  — a) 
—  cos  »(«  +  tt)  =  2  810  WA  .  sin  «x,  so  ist 

/a  =  ^  —  biu  /»«  J  ^f^  sio  (1*^) 
und  io  ähnlicher  WeiM,  wenn  wir.  (12)  nn  (11)  addiren» 

>5»=^ y^/ä  i&     |-  S  cos  «a      A  «0«  «s  A  (14). 

DiesB  sind  die  heiden  wichtigen  Formeln  >  deren  u,  A.  Poisson 
in  seiner  Mechanik  §  3!25.  gedenkt« 

Setzt  man  —  /  f%  %\n  m%  «/x=ax,  — '  /  /x  cos  m»  axssoft , 
und  sciureiht  ^  für     so  hat  mau 


y^v  =:        sin  ^^ä*,  /'a*  ==  Iä^  Hf- cos  IM? 

1  1 
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B0«d8u  sieb  mitliio  ollg^emein  jede  Fniietiott  in  eine  Reike  von  den 
Fonnen 

sin  ^  +  0,  sin  2^+«r,  ein  Sdr+  •  • 

oüer  y^„-+-Äj  cos  ^-H^j  cos  2^4-^,  cos  .  . 

entwickeln  lässt,  sobald  man  0n  und  &n  jenen  bestiniinien  lotegra- 
len  gleich  nimmt.  . 


XL. 

lieber  die  Bedingungen  der  Ungleichheit,  von 
den  filittelgrössen  ynd  von  den  imaginären 

Grössen 

Von 

dem  Herausgeber.  . 


I. 

Von  den  Bedingungen  der  üngleicbbeit. 

f  1. 

KrkläruDg.  Die  Grösse  a  ist  der  Grösse  6  gleich,  es  ist 
0  =  ,^,  wenn  die  Dift'erenz 

a  —  d 

verschwindet.  Die  Grösse  m  ist  grösser  als  die  Grösse  6^  es  ist 
üf^if,  wenn  die  Diflerenx 


*)  W»-nn  auch  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Sätze  fast  sämmt- 
lich  nicht  neu  sind,  so  bieicen  wir  es  je<loch  ftir  nöthig,  was  auch  dem 
Zwecke  des  Archivs  ganz  gemäss  ist,  dieselben  emindi  in  einem  geordneten . 
Gänsen  möglichst  voHständig  sunrnmennistellen.  Eine  solche  Ziiiiramnien- 
stellung  so  bald  als  möglich  dem  Archive  einzuTerleiben,  war  aber  um  so 
nöthlger,  weil  diese  Sätze  die  vorziip-lichste  Grundlage  vieler  Untersuchun- 
gen aus  den  höheren  Theilen  der  Mathematik,  vorzüglich  über  die  Conver- 
genc  vnd  Dtvergens  der  Reiben,  bilden,  weldie  In  den  folgenden  I{eften 
ttiitgetbeilt  werden  sollen.  Ohne  eine  soiebe  Zusammenstellung,  auf  Welche 
nnn  im  Folgenden  in  jedem  Falle  verwiesen  werden  kann,  würde  eine  zu 
häuhge  und  zu  unangenehme  Unterbrechung  der  in  Rede  stehenden,  zum 
Theil  sehr  schwierigen  Untersvehungen  nSthig  gewesen  sein.  Dies  wird 
sich  schon  im  nächst  folgenden  Hefte,  so  weit  sien  jetst  sobon  ftber  dessen 
Inhalt  urtheilen  lisst,  soigen. 
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positiv  ist  uo«l  uiclit  verschwiDdet.  Die  Grösse  «r  itii  kleiuer  ^Is 
die  GrÖMe  6<,  es  ist  m  <Z     wenn  die  Differens 

uegati?  ist. 

Lehr9mtm,  Wenn 

a'^lß^  «i^^it  <*«^^»>  «^i-^^tf  •  •  •  • 

Ut^  so  ist  «neh 

'«  +     +  #7,     «r,     •  •  •  ^^-f-Äj        Hr- *4* .  •  • 

Beweis.    Weil  oacb  der  Voraussetzung 

«  >-    «,  :>    ,  a,  >  ^„  . . .  . 

bt,  so  Torsehwindet  nach  f.  1.  keine  der  Differensan 

sr  —  ^,  «,  —  Ä,,  sr,  —       rtr,  — Ä,,  • . . . 

and  diese  Differenzen  sind  sämmtlich  positiv.  Also  Terschwiudct 
olFeDbsr  aaeli  die-  Sasiaie 

(a  —  ^)       {a,  —  b,)  -f-  (ä,  —       H-  (a,  —    • 

    ► 

dieser  Dtffereasea  nicht  and  ist  positiv.   Weü  nnn 

^)  +  (ä,  -  6t)  —      +      — M  •+-..  .. 

Ä  («r  H-  «,  -f-     -H  «I  +  . .  .  )  —  -i-  ^,  ■+■   ) 

ist^  so  veräciiwindet  aack  die  Grösse 

(flf  -H  «1  -h     4-  «,  H- . . .  )  —     H-  +         . . .  ) 

nicht  and  ist  positiv»  woraus  sich  nach  f.  L  unaittelbar  argiebt^ 


ai  ■+*  «1  +  9%  H-     «+- . . .  >•  ^  -|-  ^1  -H  ^«  -H  ^1  Hh  •  •  • 

ist«  wie  bewiesen  werilen  sollte.  , 

f.  3. 

Zttsat»,  Wenn 

ar-^^,  aFt*^^!»  •»'^^»>  ^t'^^i> 
ist^  so  ist  auch 

<s  Hh"     Hh  sf»  -4-  » j     •  •  •  ^  b        -4*  ^1  "H        •  •  • 
Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  offenbar 

Ä>a,  ^,  >-a„  ^,  >>0„  .... 

iity  so  ist  aach  f.  2. 

und  folglich 

«  -i-  -f- »,  -H . , ,  -«C  ^  -i-     -|-  ^,  7f-     -h..  • .  » 

wie  bewiefloa  werden  sollte.  ^ 


Digitized  by  Google 


270 

JLenr»mt%»  Wenn 

«=A  ^i=ßtf  »%  =  ß%,  a,Ä/?„..» 
ist»  80  ist  ' 

•  +  »I  -f-  fl?2      «f«  + . .  •  -h  a  -h  «i  +  «3  -f-  a,  -4- . . . 
Beweis.   Weil  n»eh  f.  j^. 

ist,  so  verschwioiiet  die  Differenz  «* 

nicbt  und  ist  positiy.  Naeli  der  Vonossetsung  und  nach  $.  1.  ver- 
sdivrindeD  die  Qjjferenseo 

a  — /?,  a,  — ccj  — «3  — /S,,  

sämmtlicb,  und  es  Verschwindet  folglich  auch  die  Sunme 

dieser  Dlffmnseo,  d.-  L  die  Grösse 

Bieraus  geht  hervor,  dass  die  Santiie  der  Differemen 
(0H-iii -f.«» +       —  (^  +  ^1+^»  +  ^,-!-...) 

und 

(ttH-a,  -^a,4-a,  +        -  tf-Hft  +  i^,  4- A     . • 
d*  i.  die  Grösse 

(a  +  a,  H-  sr,  H-  «r,  -I-  • . .  -I-  «  -I-  a,  -h  a,  +  a,  -f-  . . .) 
—     +  ^1  -f- +  . .  . +  -^ /S,  + /9,  4-...) 

nicht  versehwindet  und  positiv  ist.  Folglich  ist  nach  1. 

«  +     H-     +  «I  -I-  •  ♦ .      «  +  «1  -I- . , . 

>  />H-^,  H-^,  4-...-i-/J4-^^  4-^, -1-^,  4-..., 

wie  bewiesen  werden  sollte, 

♦  5. 

Zma^üt,  Wenn 

<  ^>  <!  ^2>      <!  ^a>  ... ; 

ist,  so  ist 

Ä     »1  -h     H-     + .  • .  +  «  H-     -f.  a,     «,  -I- . . . 

<^H-Ä,  +Äz>f-<^3  -4-...-+-/?  +  /?»  -t-|J,   

Weil  näiiilicli  nach  der  Voraussetzung 
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ist,  tio  ist  nach  §.  4,  *  ^ 

>•  ur      «1  +     +  «Pf      •  •  •      «      «I  -I-         «1  H- 

nnd  folglich 

«  -f-  flf,  -f-      H-  flfs  . .  .  -f-  «  -f-  «2  H-  <*j  +  •  • 

<;    ^_     ^-         ^,  -t-  . . .        4-     -i-  i^»  +  /5» 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

Lä€hr»at%.    VV  e  o  n ' 

«F  ^  ^  and  «r,  ^ 

itjt,  so  ist 

a  —  «r,  >  Ä  — 
Beweis.   Weil  nach  der  Voraussetzung^ 

m'^b  nod  ^,  ^ 

ist,  so  ist  uach  §.4. 
Weil  nun 

—         —  ^,  =5  —  UFj  — 

ist,  so  ist  nach  4. 

«r  -h^i  —  <»i         ^  ^     ^1  »I 

d.  i.  . 

m  —  «1  >  *  — ^i, 

wie  bewiesen  werdeo  sollte. 

Ztftol^.  Wenn 

«  <1  ^  und  «I  ^  ^1 

ist,  so  ist 

a  —  «,  <  ^  —  ^i» 
Weil  nämlich  nach  der  Voraussetsung 

^^^^  » 

^^«uod^i^tfi- 

ist,  so  ist  nach  6. 

Ä  — «  — 

and  folglich 

wie  bewiesen  werden  ttolltc.'  • 


^  * 


272 

s 

«  •  * 

ZeArimiM,  Wenn 

■ 

'0=i6  und  #,  >•  ^1 

lSt>  BO  ist 

Beweis.   Weil  nech  der  Voraussetzung 

a  =  &  und  ^1  <C 
ist,  so  ist  naeh  §.  S. .  \ 

Weil  ana 

—  «1  —  ^1  =  —  »1  —  ^* 
ist»  so  ist  nach  f.  5. 

d.  i. 

'  flf  —      <  ^  — 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

4 

f.  9. 

2iifl«ls.  Wenn 

«  =  ^  and  #,  <^  ^, 

ist,  'SO  ist 

«  —  «,;>  ^  — 

Weil  näailieh  nach  der  Voraossetraisif 

^  =;  #  and     I>  «, 

ist»  ao  ist  nach  f.  8. 

und  folglich 

wie  hewiesen  werden  aollte. 

fw  10. 

ZeirMlbi,  Wenn  die  Grössen 

er,  flr,,         ...  a„\       ^j,  Ä„  . .  .  Ä„ 
sämmtiich  positiv  sind,  und 

«  ^  ^9  «1  >•  «»  >  .  •  •         >  4i 

ist»  so  ist  anch 

Äflfj  0,  .  «  •  ^  ^>  ^  ^  ^  bn* 

Beweis.   Nach  der  \  oraussetiung  sind  die  Differenzen 
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liMBtlidi  pmiÜY  nod  keioe  dcnralben  T«rtdiwhid«iL*  Weil  nun  di^ 
Ciioiieti 


nach  der  Voraussetzung  sämmtlicli  positiv  siud,  so  sind  auch  die 
Producte 

{a  —  ^)  «1  «r«  =  ««i  0»  «r«  . .  •  «Tm  —  Ä«r,  •  .  • 

(«,  —  Ä|)  ^»  ir,  • .  •  «jt  =  601  . . ,      —  ^^1  0»  •  •  • 

(«a  —  6%)             .  •  •  IT»  Ä  •  .         —  &ig  ^9  •  »  •  > 

U.  8.  W. 

{Om  —  ^m)       ^«  •  •  •  ^ff— 1  =  ^1  .  •  .  ^b^t      —  Mx  .  •  •  ^j» 

iSinvillieli  pouti?.  W«ll  di«  GrttMeii 

sämmtlicU  positiv  sind,  und 

a      ^,  «1  ^  ^1  •  0a  ^       •  .  .  ft,  . 

10  verschwindet  offenbar  keine  der  Grössen  a,  4Pa«.*.4l^y 
und  auch  die  Differenz  a  —  ^  verschwindet  nicht  Also  vcrscliwln* 
det  auch  das  erste  der  obigen  Producta,  nämlich  das  Froduct 

(a  —  ^)  ar,  «a  0»  •  •  •  •  ^ 

nicht.  Weil  nun  die'obigeo  Prodocte  lämmtlicb  positiv  sind  .und 
das  erste  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Summe  aller  dieser 
Ptpdttcte,  d.  i«  nach  dem  Obigen  die  Difterens 

positiv  und  verschwindet  nicht,  woraus  sich  uacii      1.  unmittelbar 
ergiebt,  dass  * 

ist,  wie.  bewiesen  werden  sollte* 

§.  11. 

Zagatz,    Wenn  die  Grössen 

ittj  Oif  02>  •  •  •  ^nj  ^9  ^t»  ^a«  •  •  *  ^» 

sSmmtlich  positiv  sind^  und 

«  <  ^>  «,      ^1,  ^s>  •  •  •  < 

ist,  so  ist 

fu/y  (/^  ,  .  .  ttn  ^a  .  .  .  bn* 

Dies  ist  eine  uumittelhare  Folge  aus  dem  vorigen  Lohraatze«  '^^ 

r       f.  12. 

Ltehr»mt%.   Wann  a>b  ist  und  die  Grösse  n  nicht 
verschwindet,  so  ist  mt^s^tih  oder  na-<^nby  jenaebdem- 
m  positiv  oder  negativ  ist. 

Beweis.    Weil   nach  der  Voraussetzung  a^h  ist,  so  ist 
nach      1.  die  Ditfereoz  a  —  b  positiv  und  verschwindet  nicht.  Ist 
,  TJieüL  18 
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nun  dui  nicht  versebwindeDile  A  positiv,  bo  ist  offenbar  auch  das 

Product 

n  {» 6)  SS  mm m6 

positiv  udH  verschwindet  nicht;  also  ist  nach  }.  I.  na'^mb,  Ist 
aber  Ii  negativ,  so  ist  das  Product  •  ,  * 

/*  («  —  ö)z=.  na  —  nb 

oiFeobar  a^atit»  und  nach  f.  l.  ist  folglich  na  «b. 

A B  me rkn 0 g.  Für  i»  =  0  war«  natüriicb  ms  =     s  0* 

§.  13, 

Zusatz,  Wenn  a-^ö  ist  und  die  (-Crosse  i»  nicht  ver- 
schwindet, so  iäl  ua-'^nb  oder  na^ub^  jenachdem  n 
poaltiv  oder  nes^ativ  ist. 

Weil  Dämlich  nach  der  Voraaseetznag  ^     ar  tet,  so  i«l  nacb 
den  vortgeo  Parag^pbeo  nh  ^  na  oder  nb  -^^  na^  d.  i.  ski 
oder  na  ^  nb,  jeoacbden  n  positiv  oder  negativ  ist,  wie 'bewiesen 
werden  sollte. 

Anmeriiaag.   Für  «»  s  a  wäre  uatürltch  «ia  =  is^  =  0. 

f.  14. 

JLIßkrMftsi.  Wenn  m'^b  ist  nnd  n  nieht  versebwiadet, 

'  4.*^        b      ,       ^  ^  b  ' 
SO  ist  — oder  — ^"Z»   ieuacudeni  n  positiv  oder 

H         SJ  S§  Si 

negativ  ist. 

Beweis.  Weil 

U  1    . 

uad  —  mit  n  gleiohswtig  positiv  uud  negativ  ist,  so  folgt  der  Sau 
iiltelbae  ans  4.  \% 


f.  15. 

Zii^afz.    Wenn  a      b  ist  uud  n  nicht  verscli windet, 
SO  ist  -^-^-^  oder  z:^ir*  jenacbdesi  m  positiv  oder 

•S        ff  W        n     "  • 

negativ  ist. 

Weil  nänlicb  nach  der  V  oraussetznng  b^u  ist,  so  ist  nach  . 
dem  vorigen  Paragraphen  ~  oder         ^»  If 

oder  ^^-^9  jenachdem  n  positiv  oder  negativ  istj  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

#.1«. 

Lekrsatn,  Wenn  dte  Frössen  ar,  b\  b^  s&mmtlicb  * 
positiT  sind  nnd 

'  a  ^  <C  b^ 

ist,  in  dem  Pnlle  a  —  b  aber  die  Grössen      b  ninbt  ver- 
nebwinden» auch  nicht     =sO  ist,  so  ist 
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■•weii.  Weil  udi  dar  VoimiuMtaMg  ' 

ist,  fio  ist  nach      10.  und  §.  12. 
und  fniglick  nach  14. 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  17. 

Zufatx.  Wenn  die  Gröseen.«^  6;  ^|  fännllick  po- 
•itiv  lind  und 

^^^^^  b 

»  ^  ^1      >  ^1 

ist,  in  dem' Falle  a=s^  aber  die  GrSssen  «r,  ^  nicht  Ttff- 
tebwinden,  noch  niebt     =0  ist,  so  ist 

Weil  nänlich  nach  der  Voraussetzung 

ist,  so  ist  nach      Id.  ' 

6  ^  fi     ,      o   ^  h 
o,^        a,  ^  ^a' 
wie  bewiesen  werden  sollte.  -  ' 

§■  18. 

jLehrsatz,  Wenn  die  (x rossen  flr,  b  positiv  sind  und 
m'^  6  ist,  so  ist  «»^ä»  oder  a"  •<  ä«,  jenacbdem  das 
siebt  verscbwindeade  n  positiT  oder  negativ  ist 

Beweis.  Weil  die  Grössen  ^  positiv  sind  «nd  m'>-i  ist» 
so  ist 

Also  ist  offenbar 


jeaachdem  dos  oicbt  verscbwindende  n  positiv  oder  negativ  ist. 
Weil  nun 


ist»  so  ist 


~<  i  oder  ~>  Ij, 

18* 
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cf.  i.  oder  a"  ,  jcnarhdfni  djis  nicht  vcrschwilMleode 

u  positiv  oder  negativ  isi.  uh*,  bewiesen  werden  sollte. 
Aomerkuog.    Für  if»  =:  0  ist  /y'^  =:      =  1. 

«.  19.  ' 

ZtisatM,'  Wenn  die  Grossen  ^positiv  sind  und  a<^6 
ist,  so  ist  a"  h"  oder  a^'^ö",  jeuaclidem  das  nicht 
verschwindende  n  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  üHDiiicb  nach  der  V^truusset^ung  a  ist,  so  ist  nach 

dein  vorigen  Parograulieo  oder  b'^^a^y  d.  i.  ««  <^  <^ 

«der  a**  ^  b'*  y  jeD&cbdem  dos  uiclit  verscliwiodende  u  positiv  oder 
negativ  ist«  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  «  =s  0  ist      =  ^  1. 


20. 

Lichnatx,   W e n n  iir  p o s i t i v  iitul     ^ //  i s t ,  s o  i s t  ^/'^ 
oder««»<^/i'»,  jenaclideiii  «der«<;;l  ist,  die  Gro- 

ssen m  und  fk  mögen  positiv  oder  negativ  sein. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetxan|;  die  DifTerens  m — n 
positiv  ist  nnd  nicht  verschwindet,  so  ist  oflenbar 

e^-  n  ^  1  ^der  ««"^  <  1, 

jeuachdem  a  \^\  oder  «  <  1  ist. 
Weil  nun 


ist,  so  ist  such 


—  ^  1  oder  —  <;  1 , 
d.  i.      ^  «*•  oder  «"»  <  ä»  , 


jenacbdem  a  ^  1  oder  « 1  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerkung.  Für  «  =  1  ist      =41^  =  1. 

§.  21. 

Ijchr9at%^  Wenn  die  hei  den  GrÖsiüeu«^'  und  b  nicht 
ninander  gleich  ^ind,  so  ist  immer 

-h  ^»  >  %ab. 

Beweis.  Belcanntlich  ist 

^     ^VLah  =  {a 

Weil  nun  nuch  der  Voraussetzung  die  Grössen  a  uud  ü  nicht  ein- 
ander gleich  sind,  so  verschwindet  die  Grösse  («  —  by  nicht  und 
ist«  wie  jedes  Quadrat,  positiv.  Also  verschwindet  die  Differens 

nicht  und  ist  positiv.   Folglich  ist  nuch  §.  1. 

4S* ^' > 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  «  =  5  ist,  so  ist 
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JLe/irjtalz,     Wen»,  uuter  «ier  Voraussetzung,  tiuss  n 

grösser  »Is  die  Einheit  ist»  die  «»Grössen  a,  6,  c,   

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  tindi  und  der 
KArse  wegen 

■nd  • 

Szsiub^mO'^  md  +  «re  + . « . . 

-l-Äc-^-Ärf-h  Äff 

-f-      -h      H-  . . . . 

c^ff  — •  •  •  • 

gesetzt  wird,  so  ist  immer 

Beweis.   Na(;b  dem  in  ^.  21.  bewieseoeo  Satze  ist 

^2«^, -hr«  ^Ä«?,     -f-  rf»  ^  W, «»        ^  .... 

c= -h  </»  ^2c</,     -h     ^2ce, .... 

Weil  nun  nach  der  VoraiiSBetzuii|2^  die  Grössen  a,  ^,  r,  f/,  . .  • . 
'  nicht  sünimtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  sind  im  Vorherge- 
henden nach  §.  21.  nicht  überall  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen,« 
und  muri  erhält  also,  weoD  muo  auf  lieiUeo  leiten  der  Zeiche^  ad' 
dirt,  uach  §.4. 

(js  —  1)  («»  -H     -H  <?»     4^  H-     -H .  • . .)  >  2^. 

Also  ist,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  die  Grösse  2(«  —  1)2  addirt» 
aach  f.  4.  auch 

Nan  ist  aber  bekanotlicb 

Ä H-      -H      +  rf»       «»  +  

-f- 2aÄ  +  2arc -4- 2«^/ -i- 2«^ .  .  ... . 

-+-  2^  -H  2Äi/  -h  «4-  

+  2c«f  +  2ctf  +  

^-2iSr-4*  

d.  i. 

=»•  -rh     +     -h  i/»         -h ...  + 
,  Qsd  foiglich  naeh  dem  Vorhergehenden 

wie  bewiesen  werd/en  sollte.  . 
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Anmerkung.    Wenn  die  (ir<)sseD  ilf  säanU 

lich  unter  eiottDüer  gleich  sind,  so  ist 

und  folglieb,  trenn  man  anf  betten  Seiten  4er  Gleicbbeitsseidiei 

(»—1)  (a» -f.  ^*  H- -4- H- e» -I-  )  =  a2. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beidcu  Seiten  2(ya  —  l)^  addirt, 

(#•  —  1)  (a»  +  ^*  -f- «?»  -I-  ijT»  -f-     .  •  •  -H  a^)  =  2«2. 
Nnn  ist  aber  wie  oben 

i»»  =  -H  c»  -f-  </*  -h  e»  H-  . . .  4-  2^, 

UQd  folglich  in  dieseiD  Falle 

Xtf^Mtf».  Wenn  «  und  ^  xwei  ungleicbe  pesitive 
Grössen  sind  nnd  i»  eine  die  Einbelt  übersteigende  po« 
sitive  ganze  Zabi  ist,  so  ist  immer 

«ff*  H-  ^  ;>  «*»  nti^^^öm 

Beweis.  Weil 

(ho«  -I-    )  —  (««  H-  =s         (a  — — 

nnd,  wie  man  leiebt  dnrcb  gewöbnliche  Multiplieation  findet, 

i^ty  80  ist 

Ist  DUO  a^lf9  so  ist  olfeubar 

und  eben  so  leiebt  erbellet,  dass,  wenn  o-^^  ist,  jedeneit 

ist.  Also  baben  die  beiden  Factoren  ,  ^ 

des  Prodaets 

•  (»  —  «»»-i  —  tf^6  — ...  —  — 

jederzeit  fflciche  Vorzeichen,  und  keiner  dieser  beiden  Factoren 
vrrscbwindet.  Daher  ist  dieses  Product,  und  nach  dem  Obigen 
also  auch  die  Differenz  -  ' 

jederxeit  positiv  nnd  verschwindet  nicbt  Folglieb  kt  «neb  f.  1« 
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ZwoÄ.  Weil  «Hier  dfa.elbea  Vor»iiitet»ttiigeB  wU 
Torker 

i  1. 

ji«»  —  Ä«^**  >  ^  —  ^ 

oder  ^ 

DWidirt  man  nun  auf  heUea  Seiten  durcü  die  po.iU.e 
6r6M6       «o  erhält  maü  uacU  14. 

Uhriat%,    Wenn  die  GrÖ««eii 
Bieht  sämiDtlich  unter  einnn^ler  gleich  su,d  und  -  i>  i 

jcderaeit  kleiner  aU  das  Prodact 

.  B,w^U  W.-  -le  ScbwierigWeit  erhellt  die  RichügUlt  4«r 
CSleidiHng 

Wdl  lu  ■Mh  4er  V«i«i*»tw»g  «Be  Grössen 
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«»n         ^11  «4>  •  •  ^ 

nicht  s'ämiiitlicli  unter  einander  gleich  sliidv  an  vendiwiDdeB  4n 
Differenzen 


nicht  sämmtlich,  uod  es  ist  also 

folglieh  ist  offenbar  der  absolute  Werth  tob 

«1  ~H  <»a  "i"  •  •  •     <»i«  ' 

kleiner  als 

wie  bewicstin  werden  sollte. 

Anmerkung.    Wenn  die  Grössen 

^ti  "4»  •  •  •  • 

sämmflicli  unter  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht,  dass  der  absolute  Wertii  der 
Summe 

der  Grdsse 

V/ä» .  «a*  -1-      -4-      -H  •  •  •  -l-««') 

gleich  ist 

f.  26. 

Ztti0t».  W»on  die  Grössen 

^li        ^»9        •  •  •  •  ifm 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind  und 
iMtf  &n  ist  der  absolute  Werth  von 

.  H-  Oa       ^»  -f-  ^4  -H  » «  *  '  -4-  tf» 

kleiner  als  die  Grösse 


LithrmlXi,   Wenn  n>  \  ist  und  die  Brüche 


^3        ^4  ^ 
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Dicht  «j|L«Mtlich  nttter  eiBSBicr  gleich  tiad,  ist  dor 
Werth  der  Snmne 

a,ee, -H  »j«, -4- <»,a, »4«4 +  «««« 
imiucr  kleiner  als  das  l'ruduct 

Beweis.    Weil«  wie  leicht  erhellet, 

(»,«,  -i-as«,      a^a^-^  . . .  anCtn)* 

-4-(«,a,-a«a»)*+(a«a«-«40,)*-f-..H-(«*<)^-«i*<(«)* 


ist,  und  weil  nach  der  Voranssetxong  die  Brüche 

T"*         "T^»  r~»  ••••  "^r* 

flt|  IVy     tt«  Uh 

flicht  sänimtlich  unter  einander  gleich  sind,  die  Differenzen,  deren< 
llnadrate  in  der  ohigen  Gleichung  vorkojnmen,  alao  nicht  eilmoitltch 
Tenchwinden^  so  ist  ^ 

und  folglich  offenbar  der  absolute  Werth  von 
kleiner  als  die  Grösse 

i/(«i  •  +  «1*  +    •  ^      4- , . . «»»), 

wie  behauptet  wurde. 

Anmerkung.    Wenn  die  Brüche 

Ol  a,  an 

«,  a,    «4'  an 

siaiBtlich  unter  emander  gleich  tind^  so  ist»  wie  sich  am  dem  Be« 
weise  des  obigen  Sataes  leicht  ergiebt,  der  absolute  Werth  der 
SuBinie 

jederxeit  dem  Prodncte 

•  +  -I- «♦»  H- ... -h  . 

gleich. 

ZuhO».  Wenn  «>*1  und  die  Brüche 

^  .  .  sr,-  «1,  om 

TT"*  j-i  ^> 

«!•    «9    Ol    4»^^  .ite 
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ai«lit  «ämmtlich  unter  tiiMier  gleiek  ■iad,  so  Ul  4«r 
»bioivte  We^rtli  derGrösie 


jedersett  kleiner  elt  dne  ProdncI 


§.  29. 

JLeJkruOiu  Wenn  Ut  und  die  positiven  Grösn/Bn 

•  •  • . 

niclit  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  ao  ist  je> 
derseit 


od«r  das  sogenannte  g-e o  m e  t riscb <»  Mittel  zwischen  meh- 
reren positiven  nicht  aämaitlich  unter  eionndergleiclieQ 
lilrtiss^eo  ist  immer  kleiner  als  das  »ugenaante  arithme- 
tische Mittel  zwischen  diesen  Griisen. 

Beweis.  1*  Für  die  xwei  Grössen  ist,  wie  leiekt  er- 

bellet,  . 


nnd  folglich,  weil  nach  der  Vorauääetzuüg  die  Grösseu  a^,  ua- 
gleich  sind, 

also 


iir     =5  «s  ist  offenbar 

2.  Sind  die  Tier  Grössen  «r«  gegeben,  'so  sinss 

es  unter  denselben  nach  der  VÖmnssetnnng  wenigstens  zwei  einan- 
der nicht  gleiche  geben.    Wenn  nun  <f,,  «r,  dk 
nicht  gleichen  Grössen  sind,  so  ist  noch  1, 


l — 5 — )  ,  a^a^  ^  C"« — )  > 


nnd  folgUcb 

«i«»«i^4  <  ( — 2 —  •  — 5"  ^' 

Nach  1.  ist  aber 
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uod  folglich 
.  Alio  'lit  nach  ^ein  TorliergelieDdeD' 


r  «i^»#t*«   j  • 

Für  «2  Mt  offeqbiur  ^ 

-»-^f 

3.    Sind  die  acbt  Grössen        a?,,  «e,,  »4,  ,  e^e- 

geben;  so  wird  ps  nach  der  V  oraussetzung'  unter  denselben  immer 

vier  geben,  die  nicht  sämmtUcb  unter  einander  ^leieU  sind.  Wenn  ' 
Aiifl       a^i  ^s)  ^«         vi^'  Grötsea  sind;  so  ist  naeh  2. 


QDd  folglich 

Nach  1.  ist  «her 

nnd  folgHch 

i  4     =        •  4  > 

=  ^«i  -t-g»  -j-tfi  -f- «4  <»i  -f-^j«^ 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  ' 

»i»»«.«4«^/»4«f».   ^- — *  IT"*--  ^"T^r 

oder 

K  «gtf,a,g4irsg«gt«,  *  .     ' — - — ■  ■   ^'  • — . 

Für     =s;«r,  s=  0,  =«4  =  «r,  s««  ==    =     ist  offouhar 

*  '  -    '  flc,  -4-  g.  «4-  g^  -I-  g,  -i- g,      gy  +  g» 


•  y  »1  -t-      -t-  <*s  t-  -t- 

4.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar«  Ueber- 
baupt  ist  nach  dem  Voiiioigeheiideii.,  weoii  W  der  Kurse  wegen 
2«  =  /*  setzen, 
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oder 


2S4 

I 


 «» -h  «4 + 


Miai  9kVhmb  «uu,  welclim  offeBlHur  uMter  «öglich  ist,  «m 
gr•«^  dwia  2^^«  oder  m^-«      nnd  setxe 

« *  <»i  -f-  <»♦  H  


^  i^t  ^  ^  *  ^  1-    '  —       -f.  u;c 

»  *  •  ^'^y 

^  /^t  •^'^  "^'^BW  "^K^A  •  •  »  ^^^Kik 

«i»»»»*»*  . . .  «»<  l  » — ^  _  *  — 

oder 


wie  Kevimn  wefden  solll«. 

Aamexkuui^.  Wen  die  CMnett  «i,  »a>  4r4»*..^ 
luunitttÜGli  ttuCer  einander  gleidi  siad;  so  ist  oflenbar 


2aM«Au  We»tt  •  aad  b  iwei  «»gieiehflr  pMlnf« 
(üröittieü  uuU     uud  4»  awei  positive  gaaae  Zakleo.  tisd; 
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i*  0 1  g  U  c  h 

r 

oder 

f.  81. 

•  Lehrgatx,  Wenn  «,  b  zwei  posUWe  Gr^^ssen  siod  und 
#>'d  ist;  so  ist  log  «>>lng Ä  «der  log  0<<fog^  jeneeh- 
dem  die  Basis  des  l$ystem«,  welebem  diese  Logaritbnea 
sngehören,  grösser  oder  kleiner  nis  die  Kinheit  ist 

Beweis.  BezeicliDel  B  die  Busis  des  logtiritliiiiisclieB  Syscesis« 
so  ist 

nod  folglich. 

ff 

Weil  uuu  uucli  der  Voraussetzung 

istj  so  ist  ürtenbar 

lo;^  a  —  log  ocjer  log  a  —  log  /^<^0, 

d.  i.  log  a^log  h  oder  lo^r  ^^^log  ^>  jeiiac)idon  B^X  oder 
iff-<l  ist^  wie  beliauptct  wurde. 

ZieArwiM,  Wenn  «  und  ^  zwei  positive  Grössen  sind 

nnd  log  a^lo^  6  ist;  so  ist  a'^o  oder  a^b^  jenach* 
dem  die  Basis  desSystems,  welchem  die  in  Rede  stehen* 
den  Logarithmen  angehören^  grosser  oder  kleiner  als 

•die  Einheit  ist. 

Beweis.  Wir  wollen  zuorst  annehmen,  dass  die  Basis  des 
logariihmisclien  Systems  grosser  al$  die  Linheit  sei.  Wäre  unter 
dieser  \  oraussetzung  a<^b,  so  wire  nsch  den  vorigen  Satse 
log  a^r^log  b\  wäre  as^,  so  wäre  log  a  =  log  b.  Da  Beides 
gegen  die  Voraussetzung  log  <»>>-log  b  streitet,  so  kann  weder 
a<^b,  noch  m  =  b  sein,  und  es  ist  folglich  a^by  wi^  behaup* 
tet  wurde. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Basis  des  logarithmi« 
sehen  Systems  kleiner  als  die  Einheit  sei.^  Wäre  unter  dieser  Vor- 
aussetzung a'^b,  so  wäre  nach  dem  vorigen  Satze  log «r-< log ^) 
Wäre  '0=^,  so  wäre  log  «  =  log  6.  Da  Beides  gegen  die  Vor- 
aussetzun^r  log  sr^  log?  streitet,  so  kann  weder  a^6^  noch 
äz=b  sein,  und  es  ist  also  ff<^Ä,  wie  behauptet  wurde. 

Hierdurch  ist  unser  Satz  nun  vollständi£[  bewiesen. 

II. 

Von  den  Mittelgrössen. 
♦.33! 

BrkIftroDg.  Jede  ^xöss^ 'welchfi  «icht  kleiner  als  die  klein- 
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■ 

•te  ttod  nlpht  pr9wer  dl  die  ^^röMte  unter  iiebrereii  gegebeaea 
Grftsseo      «r,,  «r,,       ««t  Iit,  hebst  eine  Mittelffrösse 

oder  ein  Mittel  swiiehen  diesen  Grössen»  nnd  soll  im  Folj|penden 
ülierhanpt  durch 

JU^af  aiy  •) 

bezeichnet  werden. 

Et  erhellet  ans  dieser  DefinitioD»  dais  es  swlseheft  GrOssen, 

die  nicht  sämmtlich  anter  einaniler  gleieh  siod,  unendlich  viele  ver^ 
schiedene  Mittelgrössen  geben  kann.    Sind  aber  die  gigebeDeii 

Grössen  sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  kann  man  nur  jede 
dieser  Gressen  seU>st  eine  Mittelgrösse  xwisciieo  aiiea  nennen. 

§.34. 

2ifi9at%.  Jede  Grösse,  welche  eine  Mittelgrösse  zwi- 
schen zwei  beliebigen  der  Grossen  «r,  a^,  «r^,  «r^,  .  ,  . 
ist,  lät  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  dieäeu  Grösse o. 

f.  3S. 

Lehrtatn*  Wenn  a  und  b  zwei  beliebige  Grössen  sind; 
so  ist  des  Prodnet 

wo  JU{a^  Ii)  eine  beliebige  Mittelgrösse  zwischen  a  und 
iß  bezeichnet,  jederzeit  positiv,  wenn  man  nur  dieses 
Product  auch  dann»  wenn  es  verschwindet,  als  positiv 
betrachtet. 

Beweis.   Wenn  tf>'if  ist,  so  sind  nach  §.33.  die  Differenzen 

beide  positiv,  und  das  Prodnet 

\a^Jli(0,  6)\  \M{a,     — ^1 

ist  folglich  positiv* 

Wenn  Ist,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  da« 

Prodnet 

positiv.   Folglich  ist  auch  das  Product 

\4i  —  M(a,  b)\  b)^b\ 

positiv. 

Wenn  mssb  ist,  so  verschwinden  die  Differenien 

m^B^m,  b),  M(m,  b)^b 

beide,  und  das  Product 

{a--M(a,  6)1  \Af{a,  6)^bl 
ist  folglich,  weil  es  verschwindet,  wieder  positiv. 

§.  36. 

JLeArsai»,  Wenn  das  Prodnet 
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posiliv  ist,  so  ist  A  jederzeit  eine  Mtlteigrösie  swi- 
scLeu  a  uud      oder  es  ist 

A=M(a^  0), 
Beweis.  Wenn  das  Product 

▼erschwiodct,  so  ist  entweder  A=m  oder  A  =  in  beiden  Fül- 
len also  A  noch  f.  93.  eine  Mitlelgrösse  xwraeben  u  und  ^,  Wenn 
«h«r  dos  Prodoet 

{m^A)  (A^6) 

niclit  vcrscliwindi't ;  so  versehwimi«  t  keiner  sf'iner  beiden  Fnrtoren, 
uud  die  beidcu  Fuctorcu  liuUeu,  weil  dun  in  Rede  üteheude  Pruduct 
naeh  der  Toraiissetzung  positiF  ist«  gleiche  Voneichen.  Ist  also 
«**jtf^O,  so  ist  auch  A-^S'^Ö,  oder' es  ist  nnd 
folglich  A  nach  f.  33.  eine  >li(telgrös^r>  zwischen  a  und  Ist 
dagegen  a — A<^0,  so  ist  auch  — ^<^0,  oder  es  ist  a<ZA<Z6, 
und  folglich  ^4  nach  §.  33.  ^virdrr  eine  Mittelgrösse  zwisclirn  a 
und  ^.  Im  ersten  Falle  ist  uileul^ar  a^6,  im  zweiten  ist  a<l^. 

.  37. 

Le/drsat»,  Wenn 

A^zdi{ßt  ^1»  #4$  •  •  •  •) 

ist,  so  Ist  für*jedes  positiTe  oder  negative  ^ 

QA=]M(qa,  Qa^,  qa^,  ^a,,  Qa^,  ....). 

Beweis.   Die  iileiuste  and  grösste  unter  den  Grössen 

Ä|       0%^  tf,«       •  .  •  « 

seien  respeetiFe  a  und  f\  so  ist  nach  der  VoraasseHnittg  mid  nach 
f.  33. 

A=m{a,Y\. 
Folglich  ist  nach  §.  35.  das  Product 

positiv.   Weil  nun      positiv  ist,  so  ist  aneh  daa  Produft 

ftHa^A)(A^t), 

d.  L  das  Prodnct 
oder  daa  Piodact 

{^^qA)  (qA—^r) 

pcMtiv,  «nd  fislgllah  mkL  §.36. 

qA  =  M(qa,  gy). 

Weil  nun  die  Grössen  no  und  ar  offenbar  anter  den  Gliedern 

der  Reihe  . 

fsr»        Q0^^  ^ar,y  ^^4,  .... 
TorkoHimeiii  lo  ist  nach  fw  34. 
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QAaS^qm,  ga^y  e«a,  ea„  Qa^, 

wie  tiewiesen  werden  sollte. 

38. 

£/e/trsalx.  Wenn 

A  =  JU(a,  «„  «4, , . . .) 

Ut;  so  ist  für  Q  mit  Beziebimg  der  obem 

tern  Zeichen  auf  elnaiider 

J[±^ssM(a±g,  fr.zhzQ,  a^zhg,  ). 

beweis.    I>ie  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

*>  *fi,  •  » •  • « 

seien  respectire  a  iind  80  Ist  Dach  der  Vorausaetsung  und  wA 
^*  33« 

r). 

Also  ist  nacli  §.  ^5.  das  Prucluct 
md  fblglieh  offenbar  auch'  da*  Prodnct 

positiv.   Daher  ist  nach  f.  dö. 

Weil  nun  die  Grössen  und  offenbar  beide  ttuter  da 

Gliedern  der  Reihe. 

ad=Q,  a^zhzQ,  «jzt§,  «,dbe,  ««=i=^> 
vofkomnieu;  so  i&t  nach  34. 

wie  beviesen  werden  sollte/ 

».39. 

'jLe/irsatz,    Wenn  die  Grössen  a,  » ^0«,  ««»  •  • 

sammtlieh  positi?  sind  und 

Mf^ttf  a^y  a^j  i^ii        •  •  •  •) 

ist;  so  ist  für  jedes  q 

JQz=tJH{^^         «F^?,  a^9, 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

seien  respective  a  und  /»so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  SftC^ 
§.  33. 

Ist  nun  ^  einer  der  beiden  Grössen  ^  gleicbi  so  verschinndflt 
das  Prodact 
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uuil  ist  fuiglicL  positiv,  l^t  aber  A  keiner  der  beiden  Grössen 
a,  Y  gleicb,  so  iii 

lät  DUO  q  pusitiv ,  so  iät,  weil  die  tirüsäeii  a,  f  uacii  der  Voraus* 
■«tsQDg  positiv  sind,  nnd  aiieb 

A  =  M{a,  «r»,  #«  ) 

offenbar  positiv  ist,  nacb  f.  19, 


Folglidi  lind  die  IKfoenten 

beide  negativ,  und  das  Product 

{tik^AX)  {A!i—y^) 
ist  folglieli  positiv.  Ist  dagegen  ^  negativ,  ao  ist  nacb  f.  19. 

nnd  die  Differenzen 

aß'-AQy  A^—y9  .  . 

sind  folglich  beide  positiv,  das  Product 

(oR-^AQ)  {A^^r^) 
ist  also  wieder  positiv.  Weil  nnii  das  Pk^net 

(aß^AQ)  (A^'-r^)  • 
stets  positiv  ist,  so  ist  nacb  §,  36. 

Da  aber  die  Gttaen  oft  und  fQ  offenbar  anter  den  Gliedern 
der  Beibe 

^  «9,  l»!?,  a,?,  |»4?,  .... 

vorkommen;  so  ist  nacb  §.  34. 

=  Jtf(«^,  4P,?,  «4?,  ...,), 

wie  bebanpiet  wnrde. 

«.  40. 

L€hr8at%,     Wenn  «r,  «r,,  «p,,  a,,  a*,  beliebige 

Grössen  äiud,  ^  aber  pusitiv  und 

^  =  ^(a,  a„  a»,  «„  «4>  •  •  •  •) 
ist}  so  ist  jederseit 

i^^Wi^y       ^a.,       ^4,  ). 

Beweis.   Die  kleinste  und  grüsste  unter  den  Grössen 

^a»         ''^4»  •  •  ■  • 

seien  respective  a  und  r$  so  ist  nach  f •  33, 

Ist  nnn  A  einer  der  beiden  Grössen  a,  gleicli ,  so  verschwin- 
det das  Prodnct 

TbiA  I.  19 
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s 

J.  '  * 

ür  ^  =    =    =  ^,  = .  •  .'.'^  1  uft  also 

In  dieser  Gleichuog  ist  der  folgende  Satz  enthatten: 
Wenn  «r,  a^,  u,,  a,, ....  beliebige,  dagegen  ^»  ^it.^s) 


.  .  .  Grössen,  mit  einerlei  Voraeicben  •  aiBjd;  aa  wird 

Idü  Aggregat 

'rhalteD,  weno  nan  das  Aggregat  * 

^-i-gi      g» gl -f-  

nt  einer  gewiesen  i ttel gr össe  swieebeo  den  Grössen 
'y  ^li  ^t9  nuitipUcirt. 

§.  46. 

Le/trsatx,   Seien  a,  0|,  m^^  and  ^,       6^^  ^i, . . . . 

wei  Reihen  positiver  Grössen,  und  in  jeder  dieser  bei- 
eu  Reilien  sei  die  Anzahl  der  Glieder  dieselbe;  so  ist 

««i»««i .  • .  .)'+*»"*^»-*^»+'—s=siH»*,  ir,*s 

Beweis«  Die  Logaritlimen  der  Grössen 

 1  

id 

L      L      JL  ± 
«*,  «i*S  «»S  «iS  

ad  re8|)ective 

log  g-f-  log  ^'i  -H  ^og  «3  -f-  log  «1  -f- .  > » > 

I  » 

log  g    log        log  log 

f.  42.  ist 

log  g-f-  lots'  «^L  -f-  ^og  «2      ioK  ga  -H  «  '  '  ' 

'      ^,    »  >  

■  (Ion  Logarithmen  zu  den  entsprechenden  Zahlen  ^ 
40.  offenbar  verstattet  ii|t;  so  OKbält  Mn 
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und  ist  folglich  poaitir,    Ist  dagegen  A  keioer  der  GroBiea  f 
gleich,  80  ist 

Weil  nnn  Bach  der  VaraMisietiiiiig  q  poeitif  ist;  lo  bt  neck 

oder 

jenachdem  ^ ^  1  oder  ist.  Für  Q  =  l  wÜre 

In  allen  Fällen  haben  folglich  die  Differensen 
gleiche  Vorzeichen,  und  das  Product 
ist  also  poiitiY.  Daher  ist  natli  f.  3t. 

Weii  aber  die  Grössen      und  f  ^  unter  den  Gliedern  der  Reihe 

•  •  ♦  • 

Torkomnen;  so  ist  nach  %*Mk 

=  M{q«,  ^«1,  ^a.,  ^a,^  ^a^^  _ 

wie  bewiesen  werden  soU^e^ 

Ze/r#«ls.  Wenn  a^,  «i«,  0«  positive  Grfta- 

■en  sind  und 

AsszÜ^a,  tf,,  tf«,  • .  •  .) 

ist;  so  ist  für  jedes  logaritb mische  System 

log  ji  =  Jlf(\og     log       log       log  «,|  •  ^  »  .). 
Beweis..  Die  kleinste  nnd  grosste  unter  den  Grttssen 

»>  <»l>  «'l»  «4>  .  •  •  • 

seien  respective  a  und  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nseh 
{.33. 

Ist  DUD  A  einer  der  beiden  Grössen  ^  gleich;  so  verschwin- 
det-das  Firodttct 

<h>g  a  -  iog      (log        log  y), 

und  ist  folglich  positiv.  Ist-  dagegen  A  keilier  der  beiden  Grdssen 
«,  }f  gleich,  und  folglich    .  ^   . . . 

.so  habe»,,  wie:«»  f.  Ut.aogllkk  kMforgeht,  dio  FMilio»  des 
Piodneto 
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p 

4 

(log  a  —  log  J)  (log     —  log 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen,   und  dies«  Predacl  isl  «llo  wieder 
positiv.   JtolgUcli  i«t  nadi  f.  36. 

log  ^sssil|[log  leg 

Weil  aber  die  Giömmu  leg  et  nnid  log  f  efifenber  tinler  den  Grössen  . 

log       lüg        log  «5,,  log  a„  log  «4,  . . , . 
vorkommen;  so  ist  nach  §.  34« 

log         JI(log  es  ^       log  Wi,  log  er,,  log       . . . .)» 
wie  behauptet  wurde. 

42. 

JLeArsafx.   Wenn  0,  «r,;  «f*,  beliebige,  da- 

fCegen  i^,  ä,,  ä,,  .  .  .  .  sämmtlich  (irössen  mit  einerlei 
Vorzeichen  siud,  deren  Anzahl  in  beiden  Ueihen  die- 
selbe  ist;  so  ist  jederzeit 

«  -i-  gi  -f-     -f-  ^'tj  -I-  •  . . .       mfr^  ^3 

Ä^Ä,-t.z-,-f-/.,-H....  — ^i/>'  V  T^y  T,  )• 

Beweis.   Wenn  a  und  y  die  iüeinste  und  grösste  unter  den 

Grössen 

A      fl^i     0j  0^ 

T'  V  V  V  

sind;  ae  sind  die  Differenzen 

a  Ox  «2 

~  —  a,  ^ —a,  ^ —     ^ -~  . 
eod  auch  die  Differenzen 

sämmtlich  positiv.  Ha  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
5?  ^j,  .  .  .  .  alle  gleiche  Vorzeicheii  haben;  so  haben  auch 

oie  Producte 

^7-«).  *4i-«).  *.<^-«).  *.(!;-«).  5 

%-t).  Mr-f^,),  «.(y-f*,).  «.(y-f-;),....., 

und  folglicb  auch  die  diesen  Prodncten  gleichen  Differenzen 
er^ad,  er,  — iv,<-a^„ 

sämmtlich  gleiche  Vorzeicbeo.   Also  haben  auch  die  Summen 

H-  ^.  H-^.  H  )  -  («-J-^ii  -l-eF, H  

«iid  folglidk  e«cb  die  Quotienten 

p-^t^i  -Hgg«t-gt4*«»**  .     '   04-«, -f.«j  ^- H  

'^-»-ÄaH-^a^-^t-K.^..    *    *  '   
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♦ 

oder 

gleiche  Toneichen.  Daher  f  et  das  Prodnct  - 

positiv,  und  folglich  nach  f.  36.  ' 

Also  ist  nach  f.  34.  auch 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  43. 

Zusatz.    Setzt  man  im  voTigron  Sutze  Ä=Ä,=:(5,=^3=r  ...=1, 
und  bezeichnet  die  Anzahl  der  in  jinler  der  beiden  Reiben  or, 
a„       .  .  • .  uod  ^,  .  . .  .  eDthalteoeo  Glieder  durcli  m; 

so  ergicbt  sich  ans  dem  vorigen  Satze  die  Gleichung 


 «I»  •»»   h 


wo  «r,  iVi,  rr.^  ef»i  ....  !^duz  beliehig-o  Grössen  bezeichnen. 
Hieraus  sieht  mau,  dass  das  arithmetische  Mittel 


II 

zwischen  den  n  beliehig;cii  Grössen  «r,  a,. 

....  in  derThst 
jederzeit  eiae  AlittelgrÖsse  zwischen  diesen  Grössen  ist. 

f .  44. 

Zusatz.   Sind  die  Bruche 

0      ff^  0, 

T,'  T,'  

sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  fallt  jede  i>littel£rrÖsse  zwischen 
ihnen  mit  ihnen  seihst  zusammen ,  und  es  ist  folglich  nach  f.  42. 
unter  dieser  V  uraussetuug' 

g-f-gi  H-ga-l-gi  -H  ....         •.  —  il  f^l  ^* 

^-+-^i-*-^a-*-^»H- ••••        Ä  &f 

«.  45. 

Zusatz.   Sind  ^,       (^9, ....  beliebige  Grössen  mit  einer* 

lei  Vorzeichen;  so  haben,  da  auch  die  Grössen  ^»  6^  

gleiche  Voneichen  haben»  anch  die  Produltte 

ÖQj  ^1^1$  ^«^s>  ^t^i>  

■Smmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglieh  nach  f.  4S. 

aQ-^a,g,  -h ^~C,  4- H  »,    ,  jyr<'g    <'iet     <»aga    <»ie»  i 


Digitized  by  Google 


2»3 

i. 

Für  ^  =    =    =    =  •  •  • 1 

H-gaga-»-g«g,  "h  «  « «  »  ^     ^     ^  \ 

oder 

Id  dieser  Gleichung'  ist  der  folgende  Sati  enthalten: 

Wenn  beliebige,  dagegen      ^a,  e»> 

Qg,.,.  Grdasen.  mit  einerlei  Vorzeichen  ■sin.d;  ao  wird 

daa  Aggregat  , 

erlialteo,  weoo  man  das  Aggregat 

mit  einer  gewiaaen  Mittelgröaae  awiaehen  den.Grtfaaen 
ar,  «1,  cr,9  ar,, . .  • »  ainltiplicirt. 

«.  46. 

£teArsa^»  Seien  ar,  ar,,  ar,,..,«  nnd  ^s»«.«* 
zwei  Reiben  positiver  Grössen,  und  in  jeder  dieser  bei* 
den  Reihen  aei  die  Ansahl  der  Glieder  dieaelbe;  ao  iit 

1   1      1      i,  * 

. .  •  =  mS  «.S        -  .  ). 

Beweis.   Die  Logarithmen  der  Grössen 


uod 

1      i.     i.  JL 
«/s  «»S  «»S  

sind  respecüve 

log    -I-  log  «P|  -H  log  g»  -f-  log  at  -I-  ♦ 


log  ai   log  g|    log  log 

und  uacb      42.  ist 

log  g-i-iog      -hlog  ga-4-log  + 
^ -i-^^^ -l-^ft -t-^t  +  •  •  •  • 

.logÄ     log  Ox     log  log  «3  ^ 

—  -^^"T"»    ^»  '         >  »  

Geht  man. Ott»  tod  den  Logarithmen  su  den  entaprechenden  Zahlen 
r,  weldies  nach  §.  40.  offenbar  Teratattet  iat;  ao  orbält  naii  . 
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(aaia^a,  • . .  .)*+*»+^*^^»-*—- =  il(#'^,  4?»*  ,  4i,^»,  a/s  

wie  bewieaes  werde»  soNte. 

•  .  » 

*.  47. 

Zusatz.  Pfir  ^=s^a        =^,=5.. .=1  erli£lt  nen,  weae 
die  Ansahl  dieser  Grössen  und  also  auck  der  GrÖMen  tf,  «I»  «s» 
•  •  •  •  durch  M  bezeicUuet  wird, 


l/aaia,0,  =  M(a,  a,,   ). 

n  

Die  Griissr  \/ an j/ri^a^^  .  .  .  .  nennt  mnn  bekanntlich  das  geo- 
metrische Mittel  zwisciien  den  //  positiven  (irösseu  a,  a,,  a^, 
und  aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  also,  dass  das  geuinetrUche 
Hiüel  swiscben  beliebigen  poMtiveii  Grösieo  iu  der  Tkal  eioe  Mlt- 
telgrSiae  iwiecben  diesen  Gröben  ist 

.  t.  48. 

SStisatz.   Wenn  die  Grössen 

1      1      L  1 


iammtlich  unter  einender  gleicb  «od;  so  iit^  wie  aicb  not  ^»  46. 
iHiMttelber  ergiebt. 


1111 


» •  •  •  • 


«.  49. 

lätkruftm^  Wenn  die  Bräche 

a    ^1  fix 

T»  ä;»   

alle  einander  gleich  sind;  so  ist 

A  —       ^*  *w»H-A,*-i-z;M:rv^ 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
nacliilcm  die  in  Rede  stehenden  Bruche  sämmtlich  posi- 
tiv oder  äämmtiich  ueui^^iv  sind. 

Beweis«  Naeb  der,  Vm'aussetznng  ist 

«»^»»^     g,*  . .  . 

^  V       A»*   * 

md  feigUcb  nach  f.  44. 

a»  f»!  —       —   g'-f-g|*-Hgt*-*-g>*-l- 

^  ~  V V"^         •  " V-f- 

woraus  der  zu  hewr  isonde  Satz  unmittelbar  durch  Ausziehang 
Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten  folgt. 
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III. 

Von  den  in ftg^i Hären  €f9Men. 

50.   

Erklärttng,  Den  M o  d  n  1  u s  der  imagiiiären  Grösse  a-t-jSV^— 1, 
wo  o  und  ß  h&ebige  Teel|e  Grdiseii  iind,  nennt  man  die  (Grösse 

die  Quadratwurzel  stets  posUiv  gepotumeo. 
Zwei  imaginäre  Grücssen 

«     ^l/HT,  y -I- dl/ITT 

faeisieii  eieander  gleich,  wenn  eoweiil  die  beiden  reellen  Tbeile 
a,     aU  encli  die  beiden  ebenfalb  reellen  Factorcn  ft  d  Ton,l/^ 
einander  gleicb  sinil,  d.  b.  wenn  az=:Y  ^^d  ßpts4  iet» 
Zwei  imaginäre  Grossen  von  der  Form 

beisspn  conjugirte  imagiuäre  Grössen.  "  , 

büwulil  eiuander  gleiche,  als  auch  conjugirte  imiigiDlire  GrSMfn 
beben  ofl'enbar  gleiche  Alodnli« 

*• 

1»  Die  Summe  der  imaginären  Grössen 
a^ßV/^,  ai-hi?.W^,  «,-i-i^»V/^»  tf.-H/?,V/^,..'... 
ist  .   . 

%  Die  Diffisrenz  der  ihiafpnären  Grossen 

a+  ßy^^>  r 

lat  ^  

3.  Das  Prodnct  der  imoginären  Grössen  * 

ist 

4.  Setzt  man 

so  mws     

d.  i.  nach  3, 

und  folglich  nach  ^50,  '     '         '  . 
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mz=i;fp  ^  iq^  ß  =  6p  rf 
■ein.  IwH— f  MB  MB  Smtm  Mto  GleiekvBgcs  f ,  m 

«Mit 

«y  -I-  iJ<f  — 

y^ifV/3i  —r*-h«^  "^y»-Kcn  *^""*- 
y      ^  y  y 


V"^)  (X-i-^  V"— 1)  =      —  ^>^J  V-  !. 

und  iui^iich 

oder,  WM  wui  Back  kMler  fte^MUig  Endet,  « 


Iii,  M  ist     

4.  k  dtr  Brack 


nil  dwMibM  €Mm  «■iripliciit. 
AIm  Utk  9mk 

tt^ß^^^X  {a-^ßV-^  1)  f;  JV~) 

y^iTV/Cl      (y      ifW^)  (y-«rl/^ZT/ 
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4.  i.  nadi  3. 

n^ßV^l  «»  H-  />»  

y^.cf VCTi       ()'-j-«rV/— 1)  (a— ^  l/^^      ay  -hßd^  (««T— /Sy)  l^^' 

<i.   Weil  Dacli  4. 

y  -t-  J  ^—  1  yi±:^  ,  <^^  —  yM  i^CTT 

i  H- /*        "~ -H  iti' •'^ 

iat>  10  ist 

(y^cfV/=l)  :  yA  4-  (fu  4-  («''A  -  y/^)  V/Zrf 

und  i'ülglicii  iiacii  4. 

-  <y<)  (yA  -H  &fx)  -  («A  -t-  /gjU)  (cfA  -  y/i)   p 

oder,  wie  mun  mittelst  leicbter  Recliuuug  üudet, 

W«U  nun  Dach  4. 

a  ^    l  —  1          ay  -^ßd       ßy  —  ccö  •/  r 

ist,  so  ist 

a^ß\/Zri  ^  (a^ß  V^TT)  ;  (k-^ft  \^~\) 
y-^d  V/ITT       (y  ^  J  V^^^  :  (A  -H  it*  V'^^^' 

und  der  Brucb 

wird  also  nicht  geändert »  wenn  man  Zähler  und  Nenner  dnrdi 
dieselbe  Gidsse  dmdirl. 

■  *v  ä'-i-   

L,ehr9at%.  Jede  imaginäre  Grösse  ai/JV/ — 1  kann, 
wenn  der  Modulus  derselben  der  Kürse  wegen^durcb  <^ 
bezeicbnet  wird,  auf  die  Form 

(f  (cos  9)  ±  sin  9    —  1) 

gebracht  werden,  wo  die  oberen  nnd  unteren  Zeichen 
sich  auf  einander  belieben. 
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Beweis.  Um  dteieii  Sali  so  bewnsen»  mOiseii  wir  seiges, 
data  aieh  die  Grftiiea  ^  np4  ^  »o  baatuumen  laiiaaii,  liaaa  dwr 
tikiclioiig  ^ 

a±ß  \/ —  1  =  p  (cos  9>  li:  sio  9>  V  —  1) 

genügt  wird,  und  dass  bei  dieser  Bestinmong  q  den  Werth  dea 
Modulus  \/a*  H-  erhält.  Der  obigen  Gleichung  wird  aber  zu- 
folge §.  50.  genügt,  wenn  man  die  Grössen  ^  uu4  y  ao  beatlmAt» 
dasa  sie  den  beiden  Gleichungen 

^€qB9is=o^^aiB9»s=/?' 

zugleich  genügen.  Quadrirt  man  auf  beiden  Reiten  dieser  Glei- 
ebuDgeu,  und  addirt  aie  dann  an  eiDaader»  ao  ei^ält  maa 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werdeu  muss,  da  q  den 
Werth  des  Modulus  der  gitrclM-ncn  imagiuären  Grösse  haben  soll. 
Uividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  ohigen  Gleichungen  in  die 
aweite,  ao  erhält  man 


9= 


a 


ß 

vnd  folglieh,  wenn  wir  dnreh  Aretaog     den  der  goniometriachen 

ß 

Tangente  —  entsprechenden  Bogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 
aten  abaohiteD  Werth  bat, 

9»=  Arctang -^«H  j»c^ 

wo  «  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  die  folgende  Be- 
atimmung  gegeben  werden  muas. 

Ana  der  vorstehenden  Gleichnng  folgt 

co»9  =  (—  1)«  .  coa  Arctang  -1-,  sin  9  =  ( —  1)^  •  sin  Ai«lan|p 

Da  nun  Arctang  den  der  goniometrischen  Tangente  ~ 
entsprechenden  Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinaten  absoluten 
Werth  hat,  so  ist  coa  Arctang  —  immer  positir,  ain  Arctang 

^o 

dagegen  iat  poaitiv  oder  negativ,  ienachdem  poaitiv  oder  nega- 
tiv  ist.  Also  iat 

-  ± 

wi  ArcU«g -f- =     _i-^iiaArctoiig-^=  ,-7=%=' 
die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 
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das  obere  oder  untere  Zeichen  geoottueo,  jenaebdem  a  poeiliv 
oder  eegativ  ief,  woreue  aieh  ferner  nnmittelbar  er<:  lebt,  davs  imoier 

coi  Arcteng  =  =fc  p7=^,,  «n  Arctang  f  =  =b  • 
ood  folglich 

^  cee  Arctang     ss  ±     ^  ain  Arckeng  «l*  s  db 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  ZeicLeo  uimmt, 
jenaehdem  o  positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nach  dem 
Obigen 

Q  cos  ^  =      (—  1)''  .  a,  Q  sin  (f  =  zh  [ —  1)=^  .  ^. 

wenn  man  die  ohereu  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  a 
positiv  oder  npnrativ  ist.  IVimmt  man  nun  aber  die  ganze  Zahl  x 
gerade  oder  uügerade,  jenuclidem  u  postuv  oder  uegotiv  ist,  so 

ist  jedcneit 

if  €08  9  =  o,  ^  aln  y  =  t 

wie  es  dem  Obigen  sul'olge  erfurderÜcli  ist. 
Alse  iat 

jp      Arctang  xji, 

wenn  maa  nor  die  an  sich  übrigens  ganz  willkSbrliefae  ganxe  Zahl 
X  gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenaebdem  a  poaillv  oder  negativ 
iat,  wodurch  nun  sowi»hl  ^,  als  auch  9,  voUkoamen  bestlmnil,  nnd 
anaer  Satx  mit  aller  Strenge  bewiesen  ist. 

§.  53. 

Liehrsat:^.   Das  Product  der  imaginären  Grössen 

ce8)p±3in)pl/^,coa9p|:fe8in^,  W^^,  co85f>«c±:«in9t,  l/^,,.,., 

wo  9>,  9i,  9t>  *  •  •  •  ganz  beliebige  Bogen  oder  Winiiel 
iTezeichnen,  ist  mit  Besiehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander 

cos  (9     SP ,  -fr-  SPi  H- . . . .)  ^     (9  +•  9Pi  "♦^  SP»  +  •  •  •  •)  V^-^  T. 

Beweis.    IN  ach  §.  51.  3,  ist 

(coB  9P  d=  aia  ^  V —  1)  (coa     d=  ain  9»  \^ —  1) 
=  caa  9  eoa  9>,     ain  9  ain  91 

zfc  (sin  5p  cos  SP,      cos  9)  sin  y,)  V^—  1, 
d«  i.  nach  belaannten  goniometriachen  Formeln 

(cos  9  d=  ain  SP     —  1)  (cos  y,  d=  sin  SPi  J/ —  U 

=  cos  (sp  4-  y j)  =4=  sin  (y     SPi)  W^—  1. 

Also  ist 

(co89:i:8in9 1/-^)  (coa^idbdnsPi  )/^)  (confp^dbatnys  l/-^^ 

=  Jcos  (y  -J-  yj)  ±  sin     -f-  ^j)  1/ — 1  j  (cos       i  siü       l/^ — l) 

SS €08 (9 ^ «4*  9s)^"u  (SP ^  f»i  H*- fPs)  W'^t 
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(cosy  :i=Aio  jp        l)(cotyi^uii9>|  [/^ — l)(coiy,±8iii9>,  K— 1) 

(cos  5P,  db  sin  9,  l/^—  1) 

s=lco»(94-5p44-5P,)d=«n(5f>+y,-f-sp,)l/^^j(co»y  V^^^ 

Ä  cos    + 9 , -I- -I- 51»,)  ifc siD    Hh  y , 9, 9?,)  V^^./ 

Wie  Hsn  aof  dUso  Art  weiter  gekcn  ksno,  ist  kUr,  muA  die  sllge» 
■ieii^e  Giilkigkeit  nnsers  Sotoes  liegt  mt  völliger  Dentlicbkeit  vor 
Angen. 

f.  54.  * 

JJehrMmtMn  ^  Für  jedes  positive  oder  negative  ganxe 
m  ist  mit  Besiekuag  der  ooeren  und  unteren  Zeichen  aal 
ei'nan.der 

(cos  (f  zb  sin  y  \/ —  1)»  =  cos  mp  db  sio^it^     —  1. 

Rcwris.    WeoD  »  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ergebt 
sich  aus  §.      auf  der  Stelle,  wenn  man  dort  ^=9,  =;:^3==9), 
setzt,  uuii  sich  die  Reibe  9),  ijpj ,  ....  aus  n  Gliedern  be* 

stehend  denkt, 

(cos  y  =fc  sinijp     —  1)*=:  cos  #19^  =*r  siu      l/'— 1, 
Wenn  ferner  «  eine  negative  ganse  Zahl  ist»  so  setse  nMn 

(cos  cp  =t  sin  Q)     — IV*  =  : — : — r-7==— , 

Weil  nuD  — n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem  so 
eben  Bewiesenen 

(cos    d=  sin  9 1^— IJr-^ssscos  ( —  «9)  dbsin  (—      l/—  1. 
Nach  hekannten  goniometrischen  SStaen  ist  aher 

cos  (^  ity)  =3;  cos       sin  ( — 199)) = sin  «9, 
und  tolgiich 

(cos  $p     sin  9 1/—  l)~«s=  cos  is9»:^sin  119       I ;  {{ 

also 


(coB9±8in  cpl/—  ij^Ä  :  — 

'      OOS  mf^vatm^^—  1 

Weil  nun  nach  f.  51.  5. 

'  1  ^  cos  wy  =fe  ain  fty    —  1 


cos     =F  sin     V^l         eos  sin  nq> 

d.  i»  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 


3  » 


*  siniMp     —  1 


=  cos  i»a>  =r:  sin  iMp 

00«  119    Sin  si^  1^  — >  1 
ist»  so  Ist 

(cos^  db  sin  y     —  1 )"  =  cos     =ir  sin  y  l/—  1, 
und  unser.  Sata  ist  also  j^^t  vollstindig  bewiesen. 
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♦.55. 

Zusfgtx,  Wenn  m  und  »  positive  oder  negative  ganze 
Z*lileB  sind,  ao  ist  immer 

(cos  ^  5p  ±  »in  ^  gp  V/—  1)«  =  (cos  g»  ±  sin  9  V^—  1)«. 
Nack  f.  54.  ist  nämlicli 

(cos     jp  ±  sin  ^  9  1/ —  1)«  =  cos      db  sin  nijp     —  1 
nadi  - 

worau  der  la  beweisaade  Safti  vnnittelbar  erballet 

f.  m. 

Die  GUaicbuBg 

m 

1.  (cos  (/:  i+r  sin     \/ —  1)"  =  q  (cos     -f-  siu  1/;      —  1), 

wo  //»  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  n  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl,  Q  eiutj  reelle  positive  Grösse,  %p  ein 
reeller  Bogen  sein  soll,  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

%  (cos  9  d=  sin  9  k^^)"  =  ^cos  ^  +  sin  ^  \Y 
fsMAt  ist  Weil  aber  nacb  f.  54. 

(cos  y  ±  sin  9  V —  1)«»  =  cos  «ijp  db  sin  ssjp 

(cos  ^  +  sin    l^—  1)*  =  cos  mp  +  sin      1/ —  1 

ist,  so  ist  die  Gleichung  2.,  und  folglich  auch  die  Gleichung  1. 
jederzeit  erfüllt,  vveuu  die  Gleichung 

3.  cosavjpdzsinai))  l/'— l  =  ^'*(eo8ii^-H8inii^  — :!) 

erfällt  ist.  Diese  Gleichung  bt  aber  erfüllt^  wenn  die  beiden  GleU 
chuogen 

4.  cos  m(p  =     cos  if^,  it  biu  «115p  =     sin  nipy 

oder  die  beiden  Gleichungen 

5.  cos  (dz  «19)  s=  ^  cos       sin  (db  aiy»)  s=  ^  sin 

erfüllt  sind.  Qnadrirt  man  anf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen 
und  addirt  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  zu  einander ,  so  er- 
giebt  sich 

und  folglich,  weil  q  reell  und  positiv  sein  soll,  q~\  HieHorch 
ist  1^  bestinunt,  und  man  mnss  nun  also  noch  so  bestimmen,  dass 
den  beiden  Gleichungen 

6.  coa  (±  mtp)  =  cos  n^f^  sin  (d=  m^)  =  sin 

genügt  wird. 

Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  erfordert  die  erste 
dieser  beiden  Gleichuogen,  dass,  indem  %  eine  beliebige  positive 
•der  negative  ganäe  2iahl  bexeiehaei,  entweder 

=  2s2f  ±fl»(p 
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•der 


ntp  =  2x71  zp 


ist.   Die  zweite  der  beiden  obigen  GieicfaiwffeD  «dbnliffl  daiNM 

daas  entweder 


oder 


n\p  =  (2x  -I-       ^  ibv)^ 

nun  .dcD  bcdden  io  Rode  BtehoBdoii  GloiokuuroB  zncrleicb 
genügt  werden  soll,  so  auss  man 

•Ibo 

setseo»  Qod  et  Ist  also  nach  dem  Obigen  för  jedes  posHiTe  oder 
negative  gaase  » 


7.  (cos  9>  ±  sin  9  VZTi^  —  co«?221±«2:+  sin  ^E^JüI, 
oder,  weil 


cos 


!(giygfc2»>) 


COS 


<wyrfe2apr. 


sin  r-  =  siü     '   =  dbsin  

ist,  fdr  jedes  positive  oder  negative  gante  n 

8.  (cos  9 ± sin  9  V<:ri)?  =  cos Sa^^rb  siD  i/ZT 

wo  aber  anf  der  Stelle  erhellet,  dass  man,  «nbescbadet  der  n5. 
tbigea  Allgemeinheit, 

9.  (cos  y  ±  sin  9  W  ~T) «  =  cos  *"^^^d=sin  Slltii?  j/^ 
setzen  kann. 

Mao  siebt  bierans,  dass  die  Grösse 


(cos  SP     sin  9}  V^-^) , 

irei!  «  jede  Miebige  positive  oder  negative  ganze  Zubl  sein  kaoa, 
niclit  bloss  einen,  sondern  eigeotticb  nnendlich  viele  Weribe  iiat, 
wobei  sich  aber  immer  uocb  frsg^o  Jasst,  ob  diese  unendlich  vieles 
Werthe  auch  sämmtlicli  unter  einander  ungleich,  sind,  oder  ob  oicbt 
vielleiclit  unter  (Irnselhon  welche  vorkommen,  die  einander  gleiA 
sind.  Bei  der  Beantwortung  dieser  wichtigen  Präge  unterscheides 
wir  die  folgeuden  Fälle. 

I.   n  sei  eine  gerade  Zahl,  oamUch 

m  s=  s;/».  . 

Ueb^'rhaiipt  sei  nmi 
wo  X  eine  positive  ganze  Zahl  und     <ik  sein  soll,  po  ist 


Digitizedby  Go  s' 


I 


'  303 

1  i.»  mil  I»  sss  9/3  kt» 

CO«  —  =  cos  i  ^        =  *^^J» 

ain  -i-^j  =  810  (  ± 

Iit  nna  >l  eine  gerade  Zahl,  so  ist 


Bin       _  =  sm  ^  ' 

#3  >• 


«f o)  -4-  2xn   .     ,    «IT»      2X71  .  y  r 

eos    ^  3^  1-  sm   K  —  1 

=  COg   hWH  ■  K  —  1» 

 «III  l^-l 

=  cos  ^  -  "H  l^-r  1.  , 

Iii  aber  X  eine  ungerade,  also         eine  gerade  Zahl,  ao  kann 


n 

oder 

eoa 


-=2-3:  ss-cos  (— ^-^^±(*+l)w-t-Jr|, 

in  ^   =8iA  (      n  (^+  U  ^-t-^l 


tataen.   Dann  ist,  weil  ^  -i- 1  eine  gerade  Zubl  ist, 

cos     .'^  ^>  '-     '  =  CQ8  '   • 

am  -^^-^i  =^Mi         T  • 

ttad  folglich 

„           aui  ._  " 

_          =P I  lim  °^ "^'^^ 
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eos   lin  ■  ^  ^  K  —  l 

Aus  dieier  D«rtitelluDg  geht  deutiicli  hervor,  dass  man  in  der 
Gleichung 

(coa  9  d=  sin  y  l^—  1) "  =  cos   d=  ain      ^ —  K  —  1 

X  =  0,  db  1,  zb  2,  db  3,  .  .  .  .  zi=  it* 

zn  setzen  braucht,  weii  nach  dem  Vorhergehenden  unter  den  Wer- 
theu von 

^.  

(coa  9  db ain  9  k  —  1)**, 

welche  man  auf  diese  Art  erhält,  in  der  That  alle  übrigen  enthal- 
ten sind.  .  ' 
Für 

(coa  9  -I- 1»    V/—  1)* 

erhält  ma»  auf  dieie.  Art  die'  folgenden  Werth«: 


€08 


coa  — «—  \r  »n  ^  

ff 


eoa 


n 


eoa    ■  - —  -I-  am 


n 

n 

mf 

n 

w. 

nur  ±  .      mcr  rtr  /?7I   ■    /  -r 

COS  —  4-  Bin  —  V  —  Ii 

uud  eben  so  erhSlt  naa  filr 

(cos  5p  —  ain  1/^—  l'» 

die  folgenden  Werth«: 

coa       —  Bin  ^  I/  —  1, 

eoa  '  "  ^ —  —  im  — ^  „ —  k  —  1> 


«topdsta       .  mydbes 

cos  '  ^  — '  SIU  _ 


«•  «•  w. 
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€08    '  ^ —  —  Sin 


1d  jeder  diener  beiden  Reihen  sind  offenbar  n  -H  1  Wertbc  ent- 
halten, und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  der  beiden  Reihen  diese 
•  -f- 1  Werthe  »ilmintlich  nater  einander  nn|^]eich  aind.  ^  Sollten 
aber  zwei  Werthe  in  einer  .der  beiden  Reiben  einander  gleieh  eeitti 
BD  müsate,  indem  weder  noch  gröiter  nie  la  iat»  entweder 
angleich 

cos  —  =  coa  ,  un    ^  ^      =  sin  ^  

oder  sofi^eich 

—  =  eos-'-;j  ,  «n  ^  =  ain--'-^j  


m 

€08 


sein.  Im  ersten  l'all«^  miisste,  wenn  x  eine  lieliehige  positive  oder 
negative  guuzc  Zahl  liez.ticliuet,  nach  Lekauiiteu  guuiuffletrischen 
Sätzen 

 n  n  -1-^» 

sein,  welches,  da  weder  X\  noch  1"  grösser  als  4«  ist,  offenbar  Uli" 
gereimt  ist.  Im  zweiten  Falle  müsste 

I»        ~*        «I  * 

d.i. 

rhX'sqpFH-Mi»  db -h i") Ä «j» 

sein,  welcbes,  well  weder  X\  noch  1''  grösser  als  ist,  nur  dann 
möglich  ist,  wenn 

V  =  r  =  i»,    =  2r  =  « 

ist,  und  in  der  Tliat  ist  auch 

M(p  db  tut  .  tnw  ,     .y  MO» 

■    '    ■     =  cos       zt:  xr)  =  —  cos 


sin  —  8in  {-^  dr  Jr)  =  —  sin  — f , 

80  4as8  sieb  also,  sowohl  die  beiden  Werthe 

€08    ^  ^ —  -f-  Sin  ^ —  K  —  1, 

JS  II  ' 

alä  auch  die  beiden  Wertlic 

€08—2--  8in     ^  ^    .    K  — 1 

auf  einen  Werth  re(!«cir<»n. 

In  den  beiden  obigen  Heihcn  sind  also,  m\i  Ausnaiune  der  bei» 
den  letzten,  alle  Werthe  unter  einander  ungleich. 

Für 

(€08  SP  -f-  sin  SP  V^^^)" 
TMII.  90 
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erhält  man  die  folgeiden  ü , 'sämmtlieh  mter  einander  nngleicheo 
Werthe: 


cos  -:-r  -h  sin  -~f-  K —  1 , 


f//'/  dt  2-1 


cos 


cos  —2  -I-  sin  ^ —  K  —  l , 


cos 


 harn      ^  V^^TI, 


oder 


it  Ii 

n.  8.  w. 

—  «08  Sin  — f-  K  —  1 
is  n 


cos 


COS  ■ '  „ — -  -h  sin  '-^ —  — 


cos 


_      —  -4-  bia  — ^  _  K  —  1. 


Für 


(cos  9  —  sin  9  l/'—  1) 


m 

H 


erhalt  man  die  folgenden,  n  sammtlieli  unter  einander  nogleichen 
Werthe: 


0ia> 
COS  -~ 

—  Bin---  V  — 

1, 

COS 

m 

n  • 

—  Sin  — 

w 

eos 

—  sin  ^ — . 

cos 

my  db  6n 

—  Sin  — 

n.  s.  w. 

COS 


fwy  db  (»  —  2)7»       .   «ly  A  (« «*■  9?)fi 
—  COS     -  -4-  sm  -— -  K  —  1 


.J  !'  1' 
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oder 


so? 

■ 

19  II  ' 

COB  --^^  Sin  — ^—         K  —  1, 

—  sm         —  K  —  1, 


COS 


« 


««y  =fc  (y?  —  2)?»       5    «ly  db  (gl  ~  2)»  .y — =- 
COS         _  —  sia  ^  K  —  j. 

II,  n  sei  eine  ungerade  Zahl,  Dämlicli 
üeberbaupt  sei 

wo  ^  eine  positive  ganze  Zahl  uud  ^'^VL^-^-  l  istj  so  ist 

cos  "»y-*-^  _  eoa  l)A+/*^|7t 

.31  n  *  . 

d.  i.,  weil  A  =  2/»  H-  1  ist, 

COS  =  cos  (  ^  ^    .  d=  Anr), 

*  nn  '    ^  =  siB  (— ^— ±  Äjr). 

Ist  nnn  ^  eine  gerade  Zaiil«  so  ist 

cos    ^  ^  =  cos  ■  ^  ^ 


ufid  tuiglicii 


„n  —  sin  , 


Mm  -f.  .   mcp  -f.  2x7? 

n         '  ff 

=  COS    *  ^  '  1-  sin  — —  V—  1, 


«10»  -I-  23»!  ,     «WO»  -H  2X7?  I  y  =• 

cos   r   sin  k  —  1 

—  cos    '   sin  — ^  —  K  —  1, 

wub(  i  rn  IQ  zu  bemerken  bat,  dass  in  diesem  Falle,  wegen 

20* 
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ix  =±  1(2^+ (U'i, 

I»'  eine  g^erade  Zahl  und  nicht  Grösser  als  2fjL  ist. 

Ist  k  eine  ungerade,  also  k-^l  eine  gerade  Zahl,  so  kann 
mtsa  wieder 

ader 

nur-*- 2x71  {mrr^{n  —  u)n   ,         .  ) 

COS   =  COS  I  ^ — =4=  (a.  -f-  l>r  J , 

Sin  '     ^  =  sin  }  — '  jji — *- —  =    Hh  1)^  J » 

d,  i.,  weil  ^  ~H  1  eine  gerade  Zahl  ist, 

^   1  =  COS  \,     ^  » 

Sin "  ^     —  ssss  sin  — ^~ — 
■«tieii,  so  dus  ako  in  diesem 'Falle 


cos 


s=s  cos  -^^  — -i-  sm   —  h 

coa-^^—        '^nin    ^  K — 1 

=  cop        - ^^^^  _  aiii  '"'^  =»=  c«  -/O*» 

ist  Wegen  der  Gleichung 

2x=:=fc  {(2^+ 

ist  in  diesen  Falle  /t*'  uoferade,  und  folglich,  weil  i»  ungerade  ist» 
n-^fi>*  gerade;  auch  erhellet  auf  der  Stelle^  dass  la  — f»'  nicht 
grösser  als  2//  .sein  kann. 

Aus  dieser  DarsteiluDg  geht  hen'or»  dass  mau  im  vorUegendeo 
Falle  in  der  Gleichung 


(cos  $p  2=  810  y  V  1)"  =S  COS     ^  ^ — T-  zfc  Sin        ^          K  —  * 

Mosa . 

x  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,  ...itit* 
au  setzen  braucht,  weil  auf  die  dadurch  sich  ergebenden  Werthe  yoo 

(cos  SP  li:!  ain  9  l/^l)"' 
meh  de»  Vorhergehenden  offenbar  alle  übrigen  anrilckkonnen« 
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m 

Für 

(cos  y  4-  sin  y     —  1)^ 
erbält  «an  auf  dief  e  Weise  die  folgeodea  Wertke: 

coi      -f-  sm  --f-  K —  1), 

coi  —2-—  1-  Bin        —  V—  1, 

co»-^-^  hnn-^ — K  — 1, 

COS  — -  +  sin  --^  •  K  —  1 

n  n 

U«  8.  W. 

f/irj  ±  (/;  —  .     /7igr  :i:  (n  — -  1)71  I  ✓ — s 

- — h  sin  — ^  ^  K  —  1; 


cos 


n  n 

and  eben  so  ergeben  sieb  liir 

m 

(cos  y  —  sin  5P     —  1)" 
die  folgenden  Wertbe: 

mtp  mfp  ^ — j 


cos   sin 

9 


cos 
■f. 


cos 

n 


COS 


n 

tt.  s,  w« 


Ii 

giy  rb  471       ^.^  »ly  db  4?!  ^  1 


COS 


iwy  rfc  (ft  —  1)71  my  db  («  —  l)»  I  y— 

  —  SID  ———————  f/^  —  1, 


In  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  n  Werthe  entbalteTi, 
und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  derselben  alle  darin  entbalteneu 
»  Werilie  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reiben  zwei  Wertbe  einander  gleich  sein,  so 
■üsste»  indem  weder  2V,  noch  W  grösser  als  » — 1  ist^  entweder 
sngleidi 

"         =  cos  >  sin  =  siB  ■  ^ 


cos  —  ==  COS  — =— jj  f  sin 

oder  zugleich  '  ' 

COS    ^  ^  =  COS   ,  sin    ^  ^  ■     =  SIB  ■  

sein.  Im  ersten  Falle  erhält  man  wie  in  I. 
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Beides  iit  0D«dgIicb ,  weil  weder  %,\  vocli  V  grosser  als  \{m  —  1) 
ist.  Dalier  siod  die  in  jeder  der  beiden  obigen  ReilM  esäislttsei 
Wcrtbe  sämatUch  unter  eiornnder  ungleich.  Die  erste  Reibe  Uc&it 
m  säsivtlicb  unter  einander  ungleicbe  Wertbe  von 

m 

(cos  9  H-  BIS  !P  i^—  !)• ; 

die  zweite  Reihe  liefert  n  säsuntlicb  unter  einander  nnglei^t 
Wertbe  tou 

,  (eos  y  —  sin  9  1/ —  !)•. 

r 

III.  Fasst  man  alles  Vorbergebende  susamnien»  so  ergiebt  sieb, 
dass  num«  um  die  sammtlicben  m  unter  einander  uugleicben  Wertbe 
der  Grosse 


(cos  jp  ±  sin  9     —  1)* 
au  erballen,  in  der  Gleicbnng 

(«0.  9  ±  «i.  9  W^)-  =  CO.  -SL±^,  ±  rf,  -£±52  i/m 

die  Grdsse  «  niebt  grösser  als  +  in  und  nicbt  kleiner  als  —  \n 

zu  ncLtncn  brauclit,  so  dass  man  also  für  x  immer  bloss  alle 
Vüu  —        bis  -f-  \n  sich  fiudeiiden   a:.'in'zen   Zahlen  zu  sctzeo 
braucht,  wohei  man  jedoch  zu  bemerken  bat,   dass,  wenn  «eine 
gerade  Zahl  ist,  der  erste  und  letzte  der  aui  diese  Weise  erhalte- 
oeo  Wertbe  von 

(cos  9  =1=  sin  9  V/—  1)* 

einander  gleicii  bind,  in  dem  iu  Rede  stehende u  Falle  folglich  immer 
der  eine  der  beidcu  lu  Rede  stehenden  äussersteu  Wertbe,  etirs 
der  letxte,  d.  i.  der  dem  Wertbe  +  von  x  entsprechende  Werth, 
weggelassen  werden  muss«  Befolgt  man  diese' R^reln,  so  erhalt 
man  immer  n  sämmtlicb  unter  einander  ungleiche  Wertbe  tob 


m 


(cos  jp  rfz  sin  9  \/ —  1)*. 

§.57.  '      *  . 

I.  Soll  man  die  imaginären  Grössen 

in  einander  uiukipUciren^  so  bringe  man  dieselben  zuvörder&t  nach 
f.  52.  auf  die  Form 

q  (cos  5p  zt:  sin  y  V —  1), 

(cos  9>,  ±  sin  9P,  K^),     .  , 

(coä      it  sin      \^r—  1)9 

C,  (cos  y t  —  «n  9»  ^'^l)* 
u.  s.  w. 
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II.    Soll  man  die  imngiuärc  iirösse  azir/^V' — 1  durcli  die  ima- 

ffinäre  Grösse  «,  zt.i^.l^ —  1  du  idiren;      bringe  omid  diese  beiden 
Grösseo  nach      52.  erst  respuctive  aut*  die  Form  * 

(j{coB  sfi±«iQ  yV^— 1)  iiod  ^iXm  9b  =fc8in  SPil^— !)• 
Dann  tat 

jt  db  ^     1  ^    ■     ^       c^.  y  db  sin  y     —  1 

oder 


VV  eii  uuD  aber  nach  §.  54. 

(cos     ±sin  9>j|/ -*!)-»  Äcoa  9,  fifSbia  1 

ist;  so  ist  ■  *ii 

«±/>V/-|^^  ^^^^  yztsin  (cos  y,  zpsin  «jpil^ — 1) 

oder  , 
T^TpE^  =  ^  (cösyzbsiDyl/^)  fco8(-yi)db:sin(— y  Jl/^j, 
und  folglich  Dacb  f. '5$.*  , 

III,  Soll  man  die  imaginäre  Grösse  a±/9|/ —  1  auf  die  i»te 
Potenz,  wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  soll,  er-  . 
heben;  so  bringe  man  dteselhe  nach  f.  5^.  wieder  xnerst  anf  die 
form 

^(cos  9>±sin  5pV^ —  1). 

Dann  ist  < 

(«  db  ß\/—  1)"  =  ^«(cos  y  =h  sin  yV^— -  1)«, 
und  folglich  nach  §.  "  ' 

(iit  ±      —  l)«r=:^  (cos  it^pdbsinjf^V^—  1), 

IV.  Auch  wenn  i|ian^  die  ^magioare  Grösse  a  db^p^— ;>.l  .afif 
die  Potenz  mit  dem  Exponenten  ^  erheben  soll,  bringe  man  die- 
selbe nach  ^.  52.  zuerst  auf  die  P'Orm 

^(cos  9p=i=siD  5pl/ — 1), 
ond  unterscheide  dann  die  Mgenden  Fälle.'  ' 
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im  zweiten  daireffeii  4, 

±     -I- r)  t=  «».  ^ 

Beides  ist  unmög^Hcb ,  weil  weder  X\  noch  V*  gprösf^i'  ^ 
ist.   Daber  sind  die  in  jeder  der  beiden  obigen  .'i 

Worthc  sfi»nii)( Hell  nntpr  firiiindcr  iinj^-leicli.  DirJ 
m  sämiiitlicii  uater  einauder  ungleicite^  Wertiie  ^  i 

r  '■  * 

(cos  9  -t-  aiB  9 

die  zweite  Reihe  liefert  n  tämmtlich   /•  < 
Werthe  von  ^  .  r 

I  (cos  (p  —  SlO  g)  '  / 

III.  Fösst  man  alles  Vorbergeh 
dass  man«  um  die  säumtlichen  m 

der  Grösse  1. 


(cos  ^ 


ZU  erhalten,  in  der  Gleichu  ««±(j|««2>f 


(cos  y)  dh&in  ^  l^—  1)' 

die  Grösse  «  nicht  g  ^:^^/Zrr)'« 

zu  nehmen  braucht.  •  i     ^      .  . 

von  —  .»//  bis  einander  ungleichen  Werthe: 

brauclit.  m  ol»ei 

ö:eradc'  Zahl  ist      ,eoB  ^[/^\ 
neu  VVertbe  y      •         «  n  ^* 

einander 
wegf 


■.  a.  w. 

«»  ;    Ii  , 

2,  Wenn  «  eine  nDgemde  Zahl  ist;  so  hiit 

 M 

ftie  folgenden  ü  sänuntlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

«»(c«  ^  +  «11 222»/^). 
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4 

U.  s.  W* 


■ 


I 


-IJ« 

uater  eiDander  UBgieichen  WerÜie: 

in 

Q^{coa   siD        —  V—  1), 

» 

m 

^"(COB  —2-—  ^  81D  —  K  — 1), 

U.  8.  W. 

j»(co.  _  sin  m±i2^Jh  l/ZTi). 

Weil  DUQ  aber  für  jedes  ^  und  V'i  bekanotlicli 

(cos  i//±sia  i/zl'  —  1)  (cos  ^,  dbsiu  i^iW  — 
=sco8  (z//-t-^,)dbain  (^4-t^j)V/«— 1 
ut;  so  kaiin  miDy  wenn  der  Kurze  wegen 

gesetzt  wird,  die  obigen  Wertbe  von 

Weh  auf  folgende  Art  ansdriieken. 

1*  Wenn  »  eine  gerade  Zabl  Ist;  so  bat 


1) 
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« 

1.  Wenn  m  eloe  gerade  Zahl  ist;  so  bat  nack 
die  fiilgeiHhB  m  tlmUlieb  tod  einander  verscliiedeneD  Wertbe: 

,    =!=r(co,  J^+sin^l/rrT), 


«-(.0.  2t±*:H.«„  2£±*f 


n;  8.  w. 


and 


hat  die  folgeodeii  n  sämmtiicli  unter  eioauder  aa^leiclien  Werlhe: 

in 


II«  8*  w. 


2.  Wenn  «  eine  ungerade  ZaU  ist;  so  liat 

m 

'm  folgenden  m  süuiuitlich  unter  eiiMader  nngleichen  Wertbe: 
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^"(cos  -X-  1-  sin        —  K  —  1), 

m 


VU  8. 


nnd 


m 


(a— /JI/-JJ^ 

liat  die  ioigenden  n  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Wertbe: 


^"(C08  -J-jj  iin  — ^  1), 


^»(cos   am  — —    —  1), 

U.  8.  W. 

Weil  nnn  mber  für  jedes  ^  imd  ^1  bekftnntHeh 

(cos  ^zdbsin  ^pV  —  l)  (cos  V',  =ksin         —  1) 

=  cos  (V/  -i-  V/ J  ±  sin  (V'  -h  1 
ist}  so  kann  mall,  wenn  der  Kilfse  wegen 

COS  -l-sin  —  l/—  1  =0,  cos  —  —  8ID  K  —  1  :=<P, 
gesetst  wird,  die  oMgen  Werthe  von 

auch  auf  folgende  Art  ausdrücken. 

1.    Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;  so  hat 

die  folgenden  «  sämmtUcJi  nnter  einander  ungleichen  Werthe: 
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•  •  •  « 

u.  s.  jr. 

.  ,  II  *  Ü      .  ' 

1  r 

Dagegeu  bat 

die  foigeodeo  n  sämntlidi  «oter  einander  ungleichen  Werthe: 

m 

•■  » 


e" ©.(CO«  52 ± sin  ^iJw^), 

^     ^      n  n 


2,   Wenn     eine  ungerade  Zahl  ist;  so  hak 

VI 

die  folgeodea  j»  sämmtlicli  uuter  einao^er  ungleichen  Warthe: 


^«a>(co8^=ä::8in  ^  K-^  1), 


^     ^       «  n  " 
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,    Dftgegeo  liat 

j» 

die  folgeodeQ  u  äauimtlicli  uuler  eiuuuder  uo^leiclieo  \V  ertli^ 


t  ■ 


TR  • 


<  .1 


6ff  .    .  6;i 

lt.  S.  W«  i 

9b  4n  ' 


-f.  58,  r  : 

\Li€Ärtatx.  Der  M  o  d  u  1  u  s  des  Products  zweier  i  ni  a  n  i  - 
oären  Grössen  ist  das  l'ruduct  der  Aloduli  der  beideu 
in  affin äreti  Psdtf  reo.  "  ' 

Beweia.  Die  beiden  gegebenenTlmaginär^n  Grössen- seien 

so  sind  die  Modoii  respective 

Das  Product  der  beiden  in  Rede  stehenden  imaginären  Grössen 
ist  nach  §.  51.  3.  '  "  '    •  * 

ilttd  der  Jttodulas  dieses  Products  ist  also'    '  ' 

.  '        *.  • 

Weil  nnn  aber,  wie  man  leicht  ündet,  t.  ■ 

ist;  so  ist  aucli  *  '        •  ' 

.wötmia  die  Riclitigkeit<  des  Salles  unmittelbar  erheilet,  t  ; 

. « ■  "        '  . «. 
§.59,  • 

S^satx.  Der  IVlodulus  des  Products  einer  beliebigen 
Anzahl  imaci-inHrer  Grössen  ist  das  Product  der  Moau'li 
aller  im a^iüären  i^'aetoreoil         j  »^  -  [  v^...      ;  i-  ^^».^  t~ 
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Dnrc^  socceasiTe  Anwendung  det  im  vorigen  Paragraphen  Ibe« 
wieaeDen  Saties  erhallet  anf  der  Stelle  die  Richtigkeit  dea  Torlie- 
gendea  Satses. 

§.  60. 

Z^eZ/rsatsi,  Der  Modulus  der  Summe  und,  der  Modu  lus 
der  Differenz  zweier  imaginären  Grossen  sind  jederzeit 
Mittelgrössen  zwiscken  der  Summe  und  dem  absoluten 
Warthe  der  Differeas  der  Modali  dieaer  beiden  iHis§^l- 
nären  Gröaaea. 

Beweis.  Beieichnen  wir  die  beiden  gegebenen  imaginiU^n 
.GröaaeD  durch 

80  ist  nach      51.  1.  2. 

nnd  der  Hednlna  yon 

iat  folglich 

Weil  nun,  wie  man  durch  leichte  Rechntog  findet, 
iat;  80  iit 

nnd  der  abioliite  Werth  Ton  ay^^ßd'hk  f alglich  nie  groiaer  «la 

(«»-H/9»)»  (r»-f.<r»)*. 

Daher  ist  offenbar  die  Grösse  , 

jedeneit  eine  Mlttelgrösae  zwiachen  den  beiden  Gröiaen 

oder  nach  der  aus  $.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelgrössen  ist 
Daaa  aber  auch 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 

— («»  +  ß^)k  (y»  4-  d»>*,  C«*  -h  ^»)»  (y»  -h 

ist,  ist  klar,  und  man  kann  alao  auch  die  vorstehende  Gleichung 
auf  folgende  Art  aehrelben; 

=fc(a/H-./?cy)  =  ^|— (a'-4-/S»)i  (y*4-d*Ji,  (r»-|-J»)»J, 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §.  37. 

d:8(«9'-l-<W)asiirt-a(»>+/>')i  O**-!-^)*,  Ö"+d»)»j, 
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I  % 

I 

und  folglicli  uacli  38. 

«•  +     dz^ay-^ßS)  -f.     -4-  <f» 


d.  i. 

= I [(«» ^-     -  fr» + !(«• + ^•)» + fr» + 1^ WM. 

Fo]|[licli  ist  nach  §.  39. 

eine  MittelgrÖMe  iwiaelieii  dem  abaoluUn  Wertbe  der  Differens 

(a» fr"  H-rf")* 

und  der  Sniiime 

(tt»  -f-      -H  fr »  +  ih)». . 
Alio  ist  nach  dem  Obigen  noch 

\{a±yY^(ß±6y\K  . 
d.  b.  der  Modulus  der  Grösse 

eine  Mittelgrttsse  iwiscben  dem  abeoluteo  Warthe  von 
und  d<ir  Gröaae 

(a»+./?»)>-|-(r»-*-^)*, 

d.  Ii.  zwischen  dem  absoluten  Werthe  der  Diiferenz  uud  zwischen 
der  Snmme  der  Modnli  der  beiden  Imaginären  Gröisen 

womit  Moser  Satz  also  jetzt  vollständig  bewiesen  ist. 

§.  61. 

Zutat»,  Der  l\(o<1nIus  der  Summe  mehrerer  imaginä- 
ren Grössen  in  beliebiger  Anzahl  ist  nie  grösser  als  die 
Summender  IHodiiÜ  aller  einzelnen  zu  einander  addirten 
imaginären  Grössen.  * 

Weil  der  absoiote  Werth  der  Differenz  swischea  zwei  positl- 
Ten  Grossen  nie  grösser  als  die  Summe  dieser  beiden  positiven 
Grössen  ist;  so  ergiebt  sich  aus  dem  im  vorigen  Parugraiihen  be- 
W!esf»nen  Satze  iinniittelhfir,  dass  der  Modtjliis  drr  Surnmo  zweier 
imagin.iroü  Grössen  nie  grösser  als  die  hiiinmo  der  !>loduli  dieser 
beiden  imrisrinären  (irössen  ist.  Durch  \^  lodt  rliolte  Anwendung 
dieses  8uUes  überzeugt  mau  sicii  über  uui  der  Stelle  von  der  Rich- 
tigkeit des  zu  heweisenden  Satnee  *)• 


*)  An  die  in  diesem  Auftatse  in  einem  mdglkhst  sjstematisehen  Gänsen 

zusammengestellten  und  mit  strengen  Beweisen  versehenen  Sätzen  wird 
sich  im  folgenden  Hefte  minnttelbar  eine  Darstellung  der  neuesten  höchst 
wichtigen  Untersuchungen  Cauchy's  über  die  Entwickeiung  der  Func- 
,  tlonen  in  oonvergtreade  Reiben  anscbliessen.  Dies  wird  die  Zusammen- 
«tellang  disoes  meisteos  sehen  bekannten  Sätse  gewiss  rechtfertigen. 
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XLI. 


Noch'  etwas  Aber- Turners  Eigensclmft  der  un- 
geraden ZaWen  (Archiv  T.  I.  Uelt  L  VIL). 

' ' '    '  Von  dem  '  •  '    "  • 

:  Ulerni  Po<M:or  HeUeip apg, 

.    '  ,  zu  VVjsuiar. 


A.  Die  Summe  der  ersten  A  oder  iV,  uogoradcn  Zahlen  ist 
=       oder  wovon  die  gröbste  =2A  —  1  oder  2Aj — 1« 

Setzt  tmn  nun  A  =  ^^.±-Ü^  und      ==:2(^XÜ.  i«taucL: 

A » A\  »  Ä     und  ^  —  iV ,  —  ». 

Daraus  folgt  nun: 

1)  Die  Summe  der  u  auf  einander  foIircti(k'ii  ungeraden  Zah- 
len, deren  kleinste  =  2^,  4- 1  =  /#(//  — 1 ) -f- i  und  deren  grösste 
=  2;j\  — l  =  (/i-|-l)Ä— 1  ist,  ist  j.  '     '  : 

2)  folgt  ebenso  leielit:   "   '    •       ^ ' 

1.     Sl.  +  5»  H- . . .         ==:  A-»  ^  2^^i±Jil 

B.  Die  Summe  der  ersft  n  A  oder  A,  Zahlen  «It  r  l  orm  4.>Hhl, 
ist  =^i  (2A — 1)  oder  A,(2A,  —1),  und  die  grosÄle  dieser  Zah- 
len ist  =4ir— 3  oder  AA^—Z.  . 

Setzt  man  aber  iV=i»'  und  A^,  =(ii— l)»-;  so  wird: 

A(2A-1)-A,(2A. -l)  =  (2/*-l)»  und  A  -A\=:2»  — 1} 
daher  ist  also:  .  , 

1)  Die  Summe  der  2»  —  1  auf  einander  foljronden  Zahlen  der 
Form  4  .  y-i-l,  deren  kleiaste  =4A. -4-1  =  1  .  {n — n--|_  l 
Qod  deren  grössfe  =4A^— 3  =  4  ;      — 3  Ist,  ist  =(2»  — 1)\ 

'  2)  ist  nun  aucb: 

V  -f.  3»  +  5»  -4-  +  (2/*  -  1)'  =  iV(2xV  —  1)     /*  (2j»=^  1). 

Setz^  man  aber  in  A.  2.  nun  2i»  statt     so  ist  auch: 

l'-4-a'H-3»-|-4»4-  +(2^)*=i»?(2ii-|.lJ*; 


;  •)  .Dies  ist  der  von  Turner  gefundene  Satz,  den  aber  schon  Kaestiier  am 
£n(i^  seiner  Anal.'  ehdi.  Grössen  behandelt.  H. 

'  Ilr.Doctor  Hellerung  hat  mirh  zuerst  darauf  aufmerksam  (^emacBt,  dsss 
'      sich  Tnrnors  Satz  srhon  in  KnestniMs  Aiinlysts  endlirhrr  Grössen  fin- 
'\dtt.    Ejiie  neue  Hihanilluii^  demselben  war  aber,  wie  die  Leser  aus 
dieiiem  Auf!Katze  jetzt  sehen  werden,  inteier  w&oschenswehii,  imeressauc 
und  eTspnessucn.  Cr. 
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dttüer  subtfaitt'üdo :  -  '       '  .•  <, 

Ebendasselbe  Resultat  erhält  iMiii  asch  aus  deo  Reihen,  dmn 

yte  Glieder  =2  .  r  und  \  .  r  sind. 

C.  Die  Summe  der  ersten  A  oder  A'^  Glieder  der  Reiiie  allor 
geraden  ZaliUn,  ist  =A'.(iVH-lj  oder  A,  .  (A, -f-l),  und  nimmt 
man  den  Werth  van  A  und  A\  aus        so  bat  jnaa 

J^.  (il^Hr  Ij  —  iV,  ,(iV,-i.l)=:?ii»  -^-ii;  und  A  — iV»==ii. 

Also  ist  1)  die  Summe  der  »  auf  einander  folgenden  Glieder  aller 

Semdea  Zajilen,  deren  kleinste  =2A^, -1-2  1)  + 2  uad 

eren  grösste  =  2A'==:  (»+i)  .  «  ist»  =     +»5  und  ^ 

.2)  lat  aach  . 


1.4.2«  H-  3»  -t- ... .      j  _^rj^^^^^t±2L^.i3±}h. 

+1  -f^  +3  r+....--4-li  1         ^  '  *  .  ,    *  / 

daher  etc. 

Und  die  Summe  der  ersten  A  oder  A\  Zahlen  der  Form  4  .  v 
ist  =2A'(A'-hl  j  oder  2A  ,  .(A'i-|-1);  nimmt  man  aber  die  Wertlie 
vou  A  und  A,  aus  B.,  eo  bat  man: 

2A(A+1)— 2A,  .(A,4-l  j=(2/*— 1)'H-3(2ä--1);  und  A— A  ,=2/z-1; 

d.  b.  1)  die  Summe  der  2// ~  1  nnf  einander  folffendeu  Z  il  len  von 
der  Form  4.),  deren  kleinste  =  4A,  H- 4  =  4(// —  1  -f-  i  und 
deren  grösste  =  4A  =  4  .  i»»  ist,  ist  =  (2/*  —      -f-  a  .  (2/*  —  IJ. 

2)  fia  ist; 

-l-i  H-5   -+-(2»  — 

daher:  l»-f-3'^-5'H-....-|-(2/*— I)»  =»*(2»^  — 1),  wie  oben. 

D.  Wir  Wüllen  hier  noch  einen  kurzen  Beweis  für,  die  Sum- 
men der  Quatlnite  di-r  ir^^raden  und  der  ungeraden  Zahlen,  zur  Er- 
gänzung des  lu  ü.  (^elüudenen,  geben.  .  _     ■  ,. . 

Da  man  bat:  1^=1 

2»  =  H-8  ' 
3'  =  l  +  34-5 


»»  =  H-3-|-5i-i-7  +  -l-(2/i  — 1) 

«0  ist  ancb: 

l»4-2»+.^-l-,*»— 1 .  //-4-3 .  («-1)4-5 .  (»-2)+  ....-l-(2^1)  (i»-JH-l) 

d.  l  Äa*  =  <•*  —  «S(2 .     —  3»-*- 1)5  daber 
3;Ä»Äja*+Ä(3»--l)==J»»+^^^^^^   woraus /sogleicli  folgt: 
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— -_i — 2  ^—         ;  uüU  wuflD  wir  2//  statt  i»  setzen,  so  ist 

■!-»«  +  .... -Ka.)«=  "^'*  +  ^>      +  Be. 

zeicliiieu  wir  duq  noch  die  Summen  der  Quadrate  der  ersten  »  gera- 
deu  uod  ungeraden  Zahlen  mit  ^(2/»)*  und  ^(2«i-l)>,  so  haben  wir  auch 

I{;2ny  -hSi^m  - 1)»  s=  «(^-f-^H^^-*- nnch  oben  ht  aneh: 

daher -ä(2»J»=  -g  =     H-  4'  +  o*      ....  «J-  (2»J* 

uiid-2(2fl-l)»=2^^^8=i^^^^= l»-|-3»-H5»     . . .  .H-(2i.—  1)». 

Hierbei  ist  es  nur  e^wiis  anffallend,  dass  man  die  Summen  der 
Knben  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  und  zwar  auf  zweifache 

.Weise,  leichter  findet,  als  die  Summe  ihrer  Quadrate^  und  dabei 
erhält  man  noch  den  Beweis  der  I>elirsärzc  A.  1.  und  B.  1.  so  wie  C.  1. 
und  1.  in  den  Kauf.  Sollte  es  viclleiclit  auch  noch  tür  die  SunmeD 
der  Quadrate  einen  leichteren  Weg  geben?     *  • 

Al>cr  nicht  allein  findet  man  die  Summen  der  dritten  Potenzen 
der  geraden  und  der  ungeraden  Zahlen  leichter,  sondern  es  ist 
nun  auch  der  Fortschritt  zu  den  höheren  ungeraden  Potenzen  dieser 
Zahlen  gegeben.  Denn 

E.  1)  Wenn  (wie  in  A.)  die  wte  und  jV,  die  (»— l)te  Tri- 
gonalzuhl  ist,  so  ist  allgemein,  für  alle  ganze  Werthe  von  p 

worin  +  1  bei  ungeradem  Vy  und  v ,  n  bei  geradem  y  die  Reihe 
schliesst.   Und  es  folgt  sehr  leicht  daraus,  wie  in  A.: 

— — ^.iS'j»''/  wenn  überhaupt  Glieder  mit  dem  —  Zeichen 
—  S»^-^^  {         fcsl>«n,  also  wenn  v^-Ä  ist 

Wir  fSsnden  aber:  =JV 

JSM^:^Ji^l  wie  dies  auch  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  folgt. 

Daher  ist  also  ferner:  A»^  =  y  .  J^*  .  (4iV—  1) 

Äjs»  sss-i- ,  il^» ,  (16iV»  —  aOil^»  +  12A^—  3) 

etc.  etc. 

2)  Wenn  wir  (wie  in  B.)  iV  =  und  jV,  =(m—  1)*  netsODi 
SO  ist  auch  eben  so  allgemein  für  ganze  v; 
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•  4 

+  S.S. 4. 5   •  i^^^r^ -f- — •   2  (Ä'-i) •  i^*— m 

worin  alle  CoefBcienteD,  wenn  sie  mit  v  oder  (weus  =  2-^/i&  ist) 
mit  fi  multiplicirt  werden,  ganze  Zahlen  sind,  und  der  reducirte 

«Ugemeioe  Factor  ist  eigentlich  =  ^p^—^—x'^  (auch  ist  diese  Be- 

■erkuDg  auf  die  obige  $ileicbuDg  S/tP^-^  = ; . . « anwendbar.) 
Es  folgt  aber  nun  wieder  sehr  leicbt: 

Wir  fanden  aber  schon »  wie  es  die  allgemeine  Gleidiiing  «och 
erf^bt:  •  ^ 

^(2j»— l)»=:iV(2iV— 1) 
dahir  weiter:  5(2i»-^l)»Äy.^.(l6A^-20A^+^  ' 

v(2«_  1)7  =zj.JV,  {48iV'  —  112iV»  +98iV-  31) 
^(2/»—  1)  •  =  -  j .  -A^.  (2» .  A  *  ~  2M5 .     +2* .  49 .  A^« 

etc.  etc. 

3)  Es  ist  also  jedes  Jw(2;s — l)^^— '  eine  algebnuscbc  Function 
Ton       und  jedes  Sul^—^  ist  eine  suiciie  Function  von  der  isten 

Trigonalzahl  =  ■■;  setzt  man  hier  nun  Sjs  statt  is,  und  sieht 

alsdann  ^(2»  —  If^-i  ab,  so  ist  die  Differena  =  S{%»y^-\  wodurch 
nun  auch  die.  Siiinmen  der  ungeraden  Potenzen  der  gaosen  Zah- 
len mit  abwechselndeai  Vorzeichen  ge geben  sind  *). 

Uebrigens  ist  hier  nicht  der  Ort,  eine  weitere  Ausführung'  die- 
ser AniieiH uneben  711  m Eichen ,  wenngleich  wir  uns  nicht  erinnern, 
die  hier  so  letdit  fuudcue  einfacbeFormvon/S''/i^~'^und^(2/i — lyt^—i 
anderswo  gesehcu  zu  haben. 

*j  Die  Keiiultate  unserer  (sei  es  ohne  Eiteikelt  gesagt)  ciiifaihea  und 
klaren  Darstellung  weichen  nun  aber  Ton  den  allgemein  geltenden  für  den 
Fall,  dass  man  »s=:  X  setzt,  ganz  ungemein  ab.  M.  s«  Ktügel's  mathem.  Wör- 
tcrb.  Art.  Potenz  §.  49.  sqq  Nach  Klügel  haben  alsdann  all«  diese  unend- 
Jtcben  divergirenden  Reiben  endliche  Werthe,  wogegen  wir  lauter  00  tiudcn. 
Wie  ist  nun  diese  Discrepanz  su  beseidffenf  IH^shrbaftig,  vjiir  wissen  ss 
nicht.  Im  Gegentheil  scheinen  uns  Abel  und  der  fierr  Herausgeber  sehr 
Recht  eu  haben«  wenn  sie  so  stark  frofrcn  jene  Beweisart  eifern,  wie  dies  1 
im  Archiv  Bd.  jL  Mfu  1*  psg,  li>~21  desrliterar«  Beliebtes  zu  lesen  ist. 

'  '   •  .  —  •    •  * 


fMlL  21 
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XUI. 

Einiges  von  den  Kegelsduiitten« 


Von 


IIa 


ileni  lltrausgeber.  ' 


'A^enn  den  Paraneter  einer  Parabel  be^eiobiittt,  O  der  Win- 
kel ist,  welchen  der  Radius  Vector  r  mit  einer  von  dem  Biefio- 

punkte  ans -gezogenen  geraden  Linie  eiascbliesst,  indem  man  diese 
Winkel  von  der  in  Rede  stcbenden  geraden  Linie  an  immer  nacli 

derselben  Seite  hin  von  0  Iiis  ■500'^  zafilt,   und  cu  den  von  der  von 
dem  lireonpunkte  nacii  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  j^onul*  u 
Linie  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  iJnie  eiiigeschlossrucn 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  0  geuomm^eu  Winkel  bezeichnet, 
hat  man  bekaontUch  die  Gleicbuhg " 

1.  rs= 


1  4  k 


.*  r 


2|  1—  cos     —  «)1 

oder. 

Ä,  ~    =  r  1 1  ^  cos  (0  —  a»)|. 

Folglich  bat  man  für  die  drei  Vectoren  r,  r,,  und  die  drei  ent- 
npreobendea  Winkel  0,  0,,  0,.  die  drei  folgenden  Glekhuageo : 

,ip  =  rjl-«M(dTr#)|,    '        ■  ■ 

•   Z.  hp  =  r,         cos  (0,  — w)!,  --"  •     •  •  •• 

denen  wir  nao  die  beiden  Grössen./'  und  U)  elimHiirClp  valles, 
Durch  ßUmination  von  p  erbäU  man  aogk«ch>  . 

4,r|  1 — cos(0— 01)1  =r ,  f  1  — cos(0.->:'Ctfy|  =r,  f  1  ^  cos  (0,  — »)|, 

nnd  folglich 

r  —      =  r  cos  (0  —  (d)  —      cos  (Ö,  —  wj 
(1"  cos  0'^  r,  cös  0,)  eds  'o»  -4^  (i^  slii  &  '^r^  sid  0  J  sib  oi, 
.  ««t  i-v-ir,  sssj*  do»'(0=-*  (tf)  *— r,  cos  (0, —  ta) 

=i      cos  ('J  —      cos  02)  cos  (i>  -f-  (r  sin  0  —     sin  0,)  siu  u/j 

ak0|  wie  aian  Reicht  findet,  ;       v         ü:   •      '  * 

.   — w  e-i-ri  (r— rj)  cQ*     -hrr^ri  ~  r)  cos  O, 

^  \  r(r^  —      sin  0-f- r,  (r — r^)  sin  ö^         (r|  —  r)sin  9^ 

COS  0»  —  —      8iit(a—  Öi)^-r,r,  sin  (at  —  «t)-*-rar  sin     — «i 
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Weil  non  '  •  -  t.      '  ! 

.      '    sin  c6s  1- 

ist,  80  erhält  man  die  (Bleichling'         •     -    -  ' 

6.  I^(r,  —  r J  cos  e  -f. r j  t»*  ^  ^s)  ci»  -H  r J(r,  —  r)  cas (» 
+  IHr«~-*'i)««»^4rf',>'-^^)9liie,  -l-V(r,  --:ii)8iD0,p 
=  l'*'-.  -        -h  r.r,  sin  (0,  -  6>,)  4.  r,r  sin  (0,  ^  . 

oder  ^ 

(»--^ri)  (r,  —  rj  cos  (0  —  0,) 
^  2r,r,  (r,  —  r)  fr,  —  r)  cos  (0,  —  0,)  ^ 
~  ''^.^  (r^  —  rj  (r  ^  r, )  cob  (0,  —  0) 

=rV,»Bin(0^0,j»Hir,V;,»BiÄ(0/-0,)«H-r.V*8in(0-.0)» 
+aiv,r,tr  sin(0— 0,)aJn(0,:-.0)-|-r,  ßin  (0.  — ^,)8in (0-0»)  ■ 

+     «in  (0,  —  0)  Bin  (0^  —  0 J j/ 

o4er^  wie  man  leicht  findelt,' 

8-  2(rV.*      r,  V.*  +  r, V')  -  2rrV.  (r  +     +  r,) 

i  '    -  2rr,  (r—V,)  (r,  —r,)  cos  (0  —  0,) 

'     \        -  ''^'•.^2  (r.  —  r)  (r,  —  r)  cos  (0,  — 0.)    ;  ' 
•  ^  2r,r  (r,  —  r    (r  —  r ,)  cos  (0,-0) 

==rV,«8iB(0-.0,)'-Hr,V,»8in(0,-0,)«+r,V»sin(0,— 0)» 

+  2rr,r,i/'Siü(0~0j8in(Ö,-0(H-r,sin(0,~0jÄin(0^^^ 

Bringt  man  opii  Alles,  ww  .auf  der  »cbteii  Seite  st^t,  auf  die- 
hnkc  Seite,  Bo  erbalt  man  nach  eiaigen  lefchteo  rerwandlungen 

9.  0'i=rV,»   |l-f.cos(0  — 0,)»| 

/  fl -|-cos(0,  —  0,)»j  .  ' 

+  r,V»  |1 -f- cos  (0»  —  0)* j 

/     r  [iHhBia  (0  —  0,)  sin  (0,-0)] 

—  ärr^r,  |+ r,  [  1  -F  sm  (0,  —  0,)  sio  (0  —  0,)] 

'-!:     11  Hr  sin.  (0,  —  0)  Bin  (0,  ^  0,)J 

J  '  —  2#-,r;  (r,  —  r)  (r,  —  r)  cos  (0,  —0,) 
-  -r^r   (r,— rj  (r  —  r  J  cOB  (Ö^  —  0), 
Weil  DttD  aber     *  —  .  .  -  * 

I    "     (»-i  —  ^)  Cr,  —  r)       r,r,  —  r  (r,  +^,r-  r),  ^ 

iBt^  Bo  ist,  wie  belebt  erbf  Uen  wird/      vi        ^  ' 
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10.   0  =  r'r,»  tl  — cos  (Ö  —  Öi)'f 

\   .>.2rr,r,  I  +r,  [iH- siq  (0,  — 0.)  sin  (0  -  ©,)) 

(.    (r4-r.  — eos  (0  —  00) 
•^1:  ^^i«**  ]+     +  r,—r>. cos  (0^  —  0,)> , 

T" ~ 

d.  i.  • 

11.    0  =  Ar^r,^-  ^wUe  —  Oj* 

-|-4r,V,^  sin|(0,  —  0,)*        '  , 
4rs»r»  sin  i  (0»  —  0)* 
r  [l  — €08  (0— 0,)+ cog(0,— 0,)  —  cob(0«  —  0)T 

'    4-  sin  (0  —  0.)  sin  (0,  —  0)  J 
— 2rrjr  Jr*"**!  U — cos(04— 0,)  + cos (0,-0) —  cos (0—6>j  il 

-4-  «n  (01  —  Ot)  «n  J  ' 

f+f-Jl— CO8(0,— 0)'+^COB(0— 0,)-cos(0,— 0,)-|| 

-i- sin  (0,  —  0)  sin  (0,  — 0,)J' 

Es  ist  aber,  wie  man  mittelst  einiger  leichten  .gonjooietriscUeu  Ver« 
wandlunjren  findet, 

1 — cos(0— ©J+cofi(0,— 0,)— cos(0,— 0)-f-sin(0 — 0,)sin(0,— 0) 

=  4  siD  1  (0,  —  0)»  »in  i  (0  —  0,)% 
1^45Ög(0,-0,)+cos(0,-0)-cös(0-0,)+sin(0i-0,)8in(Ö-6i,) 

=  4  sin  l  (0  —  0.)»  sin  i  (0,  —  0 

l-CO«(0,-0);-^COa<0-0»)-CO8(0i-0,)-*-8iD(0,-0)8in(0,-0,) 

=  4  «in  i  (0»  —  0,)*  «i»  i  (0,  —  0r ; 

und  folglieh 


1  - 


12.    0  =  rV,»  sin  •  (0  — ©j)** 
V,^  sin  a.  (0^  —  0 
+r,»r»  sin  i  (0, -  p)* 
r  sin  4  (0  —        sin  *  (0,  —  0)» 
H-r»sin;  (0;-e,)^  sin  l  (0  —  0.)» 
,  sin  ^  (0,  —  0)»  sin  i(0.  —0») 


oder 


sini(ö-Ö,)M 
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g|.mi(e,-e)|»|sini(0  — «>.)|« 

~*{ — vT, — }  i  F? — ^1  • 

Uei»erliaiipt  ist  aber 

jp«  +  ^«  + 1;«  _  a^»^»  —  U^e*  —  3<f •«» 

=  {a  -f-Ä      c)  («  —  b^cj  (0  —  Ä  4?-^  — 

ood  wenn  also 

^  h*  ^  —  2*«c»  —  fttf'a*  =±  0 

ist,  80  muss  Dotti wendig  miodeäteos  eine  der  Grössen 

«-|*^-|-^,  IT— ^  —  c»is  —  ^ #  +  ^  —  c 

yerscBwinden,  Wenden  .wjr  dies  nnf  die  Gleieliuoff  13.  an,,  so, er» 
gtebt  sicliy'dass  immer  mindestens  eine  der  Tier  vröss^n  - 

■     sin  i  (e,  —        .   sin  j  (9,     6)   .  sin  | 

sinlCe,  —  Sa)       sin    (9,  —  O)  ^  smH^  —  ^i) 
\/r  l/r,  P^:;  ^» 

sin  1  (8^  —  ej      sinj  (0^  -r-e)  sin^(e  — 8,) 
iTT                   Vr\  V/r,  ' 

rerscliwindet. 

Wenn  iieine  der  Grössen - 

sin  i  (ö  —  ej,  sio         —  ÖJ,  sio  i       —  e) 

Terschwindet,  so  kann  immer  nnr  eine  der  vier  obic^cn  GrSssen 
verschwinden*  Denn'  nähme  mao  an,  dass  zwei  derselben  ver- 
schwänden .  so  würde  sich  durrli  «leren  Addition  oder  fhibtraction 
ioiiuer  leicht  ergeben,  dass  auch  eine  der  (>rüsseD  sin  ^  — 
sin  \  (0,  —  0,),  siu  l  {G^  —  (:>)  verschwinden  müsste.  Wir 
Wüllen  jetzt  den  .Scheitel  der  Parabel  durch  ihren  Krenta- 
pankt  durch  die  Endpunkte  der  drei  Vectoren  r,  ,  re- 
tpeetive  dnrcb  ^»  ^, ,  Id^  bezetobnen,  so  dass  alsp^rssjP/l, 
r,  =  ^^ij,  ist,  nnd  wollen  annebmen,  ^^diese  drei 

Vecturen  auf  einer  nnd  derselben  !!$eite  der  Axe  det^Vtfbel  liegen» 
Dod  ihrer  Grösse  nacb  aufsteigend  von  dem- .  lileiiisten  bis  zum 
irrijs^ton  in  der  Ordnung;  r,  Tj,  r..  oder  JFA,  iP-^,,  JF^t  auf  ein- 
ander tülü^cu.  Setzen  wir  nun,  was  oflenbar  verstattpt  ist. 
6>,  SjFjix,  G^^=i  8FA^^  wo  jeder  dieser  Winkel  kleiner  als 
180«  ist,  so  ist  —0,  =A,FA^,  0^^e  =  AFA._.  Pi"^ 
^AFAi^  uii^  uacli  dem  vuiiier  Uewieseueu  muät»  ülä^>  Jede/zeit 
eine  der  Tier  folgenden  Gleicbongen  richtig  sein:  ... 


i 
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VFA  i/FA^       >  :  \/FA^ '  — 

iin|^,/'>^,       sin  i  ^Z*^,       sin  1 JFA^  ^  ' 


1- 


iin  \  AFA^       sin  \  /I,  F^,  ^  mn  t  ^1/*^^ 

•  «in  ^  ///^./^  _       &\x\\A,FA^       mijJFJ^'  *• 

V//>/,     —  [/Fl  '       .  :. 

ain  ^  //FJ^       sin£^,F^, ,  »in|>^F^, 

Welche  dieser  vier  Olcicliunf^eo  nun  aber  richtig  iit^  kaDD  ftttf  fol* 
geode  Art  eotsclucüen  werden. 

*  Weil  die  Winkel  4,F.4^.  JFJ,  sämmtlidi  klolnor 

ttls  ISO",  also  die  Winkfei  ^AFA^,  {  A^FA^,  {  AFA^  sämmilicli 
kteioer  ala  90«,  folj|;llch  die  Grössen  uXmiAFA^  ,  sin^^.F^,, 
sin  ^AF*Ai  sänqitli^  fMsiliv  slnd^  sn  ist  die  dritte  der  Tier  obigen 
Gleicbungeo  offenbar  unstattlinft. 

Weil  ferner  AFA^>AFA,,  also  auch  l  AFA^^  ^AFA^, 
und  jeder  dieser  beiden  Winkel  kleiner  ah  90'*  ist,  so  ist  auch 
sin  1  AFA^  sin jfAFA ^  ,  und  folgUcb^  v^itü  FA^^CFA,^  alsu 
aucii  [/  FAi  <  ist,  aucli        '  .  ' 

«in  I AFA^       sin  ^  AFAi 
VFA,     ^    VFA^    '     ,  . 

woraus  sich  unmittelbar  erpjiebt,  dass  auch  die  zweite  der  vier  obi- 
gen Glciciiungcn  nicht  Statt  iiodeu  kann,  wobei  man  imoier  sa  be- 
achten hat«  dasa  • 

sin  I-  AFA^i  sin  ^  A^ FA^^  sin  \  AFA^t 

lauter >  positive  Grössen  sind. 

Datier  bleibt  jetst  "bloss  noch  su  en^eheideo  ,  wji^lebe  von  den 
beiden  Gleichnngen  •     -  ^ 

Wi^AFA^   Hxn^AjFA^  _^  sin  ^  AFA^    ♦    ■  •  ■ 

die  liebÜgd  iit^  worüber  man  auf  folgende  Art  ins  Klard  fcjfni- 
nen  kann. 

Man  Hisse,  /'  /  nnd  F^f^  als  constant  betrachtend,  FA^^  vtfB 
FAg  an  stetig  wachsen,  so  werden  sich  auch  die  Grössen         .  ' 

sini4/.y,    sinj^.F  /a    sin  \  AFA^ 
*      VFA     *  VFA^^ 

stetig  ver&ttdero.  Sollte  es  Tiun  eiaea  .endlichen  völlig  bestlmnilieff 
Werth  des  veränderlichen  Radius  Vector  FA^ ,  den  wir  von  jetsi 
an  durch  {FA^^  bezerchuen  wollen,  von  solclier  Bpscbaffenheit  g^c« 
ben  können  dass  für  f emseibeu  uoepdlioh  nahe  ki^minen^e  Wertlie 
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lies  veränderlicb^D  Radius  Vector  äuf  beidM  iSkiten  dieses  endlicheD 
völlig  bestimmten  Werthes  (S'J.,),  die  wir  durch  FA\  und  F  i"^ 
bezeichnen  woll«ii,'  ipit  i^zif&liiuig  lier  ohorn  J}nd -pntiBtn  Ji^^<w 

fin  ^AFJT^  tin  jA.FA'^  _l  sin  jJFA^.  • 

;    -  ■  -     \^FJi  \^FA      —    VFjf^  * 

;  .    ■       ,  «n  14FA  \,        sin  IA,FA'\       sin  IJFA^ 

"  '     V  FA^  \/FA      ^  VF.i:\ 

wärej  so  wäre 

'  sin  \AF.i^  ^  sin  \AF.r^  '       :  .\ 

Lässt  man  nun  und  sich  dem  Radius  Vector  (/u^s) 

Dähero,  so  iiäbera  die  Diflerenzen 

sin  ^AFA'^  _  sin  ^AFA"t    sin  \A,R4^^      sin  ^A,FA^\     ' '  " 

sieb  olfenbar  der  Null  als  ihrer  Gräoze  bis  zu  jedem  hrlicbip^cn 
Grade«   Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen  offenbar  «ttch  die  Summe 

'        «in  \AFA^       sin^AFAi      .  . 
,  t  \/FA^'         ~\^FA^  " 

der  Null  als  ihrer  Gräuze  bis  «11  jedem  beliebigen  €rnde*  IKe 
Grösse;  welcher  sich  diese  Summe  als  ihrer  Grän^  bis  la  jeden 
beliebigen  Crräde  näbeft,  ist  aber  offenbar 

.      .  fUih  jAFJ, 

ud  es  niisste  also  unter  dei^  gemacbien  Vonnsaetsnngen  offenbar 

28in  lAFA^  _i_l-n  All»  -i  fl 

0,^1.1.  j7(;^*=0  oder  f^)  — » 

sein  ^welches  ungereimt  ist,  da  (/l^^)  eine  endliche  völlig  bje- 
stimmte  Grösse  seio  soll.     Also  kunu  uileohar  nie  fiir  gewisse 

Wertiie  ton  I'J^  .... 

sin  \AFA^    .  sin  ^A^FA^  .   sin  jAFAi 

~  V  FÄ,.  ~    ^FA  ViW».  ^ 
für  andere  Werthe  von  FA^ 

sin  j^F^,      sin  j^iF^t  sin  |^F^, 

^  VFAx             \/Fii  N/F^s 

sein ,  üonderu  es  muss  immer  entwedei;  die  erste  oder  die  zweite 
Gleichung  Statt  finden.  Für  FAt,  =  FA^  ersieht  sich  aber  aus 
der  zwciti^^n  dieser  beiden  Gleichungen,  da  in  diesem  Falle .^j/l^^^ 
=  0  ist,  die  oflcDbar  ungereimte  Gleichung 

sin  \AFA^^'      *  sin  jAFA, 
^'V^Ax  yFA,  •    •  ^ 

Daher  ist  die  zweite  Gleichung  in  dem  im  Redo  stehenden  Falle 
Unstatthaft,  und  gilt  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  überhaupt 
nicht.  Also  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 
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Weiterer  UDtersacbuiigeD  oWr  4i«««n  Gegenstsiid  ons  far  jetit 
enthaltend,  wofl^i}  n^ir  nun  «^oirleick  u  4ca  f0%ca4cB  BdraofaUiA» 

geo  über  die  liilipse  fi)rt-(  ijreit»m. 

Bei  der  EUipse  liat  mau,  weno  m  die  halbe  grosse  Axe,  e  die 

Esccatricttit  bexcIchBCty  ^='^  g^etst  wird»  ^  der  vab  dem  Ea* 

Att  Tector  r  ait  eiaer  von  dem  eotapf«ebe»deD  Brennpaokte  ans 
^ezogeoen  geraden  IJoie  eiDgeschlossene,  tob  0  bis  360**  ^zählte 
Wink^K  un<l  lo  der  mit  derselben  Linie  von  der  von  dem  in  Rede 
»teht  ridcn  lirrnnpunkte  uäch  dem  näeiistea  Sc!.<  ii«  1  der  grossen 
Axr  tTP/oLff  iK  ti  f/inip  eintrt'^rLIossene ,  auf  dieselbe  Weise  wie  0 
^tiiomjuitiiit:  VViiLkel  i^t,  iiekuuüüicii  die  Gleicliuo^  ~  ' 

 l-l-ifc  cos  (Ö  — II»)' 

oder 

15.   a(l— X:*j  =  r  cos  (0  — wjj. 

Für  vier  Vectorcn  r,  r,,  r,,  r,  aod  die  entspre'cliead««  Wufccl 
&f  (:itf  hat  man  daher  die  vier  Gleicbimgen 

*^  cos        — üy)j,  ^ 

U(l-.Xf»)  =  r,JH.Xr  cos  (e,-iü)J;  " 

am  denen  dnrdi  Elimimitlon  tob  «(l^ifc*)  Bich 

r  €08(9  — ctf)( 

=r,tl +  ^  cos  (Oj — w)\ 

nnd  folgUcli 

r— r,  s  — ^(r  cot  (®— w) — r,  cos  (0,  — 

r— r,  =  —  A|r  cos  (0  —  w)  —  r,  cos  (0.^ — 
r  —  r,  =:  —  k\r  cos  (0  — «)  —  r,  cos  {0, — iti)\\ 
also  dureb  Division  • '  . 

r^r^         r  tüs  ((9  —  oQ     7\  cos  (9, — a>) 

r — r»    '  r  cos  (6  —  »>— cos  (9, 

'      '  K  •  r  cdb  <»^w)>^r4  W  (f»,  — co) 

.  '  r— r,***  r  €o»'(e— «)— r,  co^  (e,  —  a>)  ' 
oder'      '  ' 

r  —    r  cos  O  — cos  9t         sin  %  —     sin        tang  m 

r-^r^      r  cos  ©  — cos  ^s+Cr  sin  O— r,  sin  9a)  tang  »* 
.   r— ri    .  r  cos  9— »r,  co^  9,  -|-(r  sin  g'— sin  9,)  tang  a» 
r— r,     >  CO*  9— r.  cos  9,       sm  e-^r.  sin  9,)  tang  «  • 

ergiebU  UAci:itud  fo}gt  ciber  %W  . T '  .  - 
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I _  ffr,~-r|)  cos  l»-f-r|(r-^r^)  cos  S^-j-r^ir^-^)  cos  9^ 
— r"  sin  e-f-r^(r— r^)  sin  e,4-r2(ri— sin  e,' 

r(r, — cos  0-4.r,(r— r,)  cos  Ht-f-r,(r,  — r)  cos  ^, ^ 
taog  4»  —  —  j  jjjj  Ö-j-r4(r— r.)  sin  öi-f^iCr^— #)  sin  ö,' 

wotam  sieb  doo  die  -Gieichiiiig 

rir.^-~;\)  vos  G -j- 7\{;' ^  r^)  cos  f^,4-ya(^i — **)  90a 

Kr,— >!>  sin  a-f-ri<r— r,)  sia  ei4-r,(r,— r)  «n 

 r(r,  — r,)  cog  9-Hr,(r  — r,)  coa      -|-rt(ri  ^r)  coa  O, 

""rCr,  — r,)  sin  ©-|-ri(r  — r,)  sin  ÖiH-r,(rj  — r)  sin  . 

ergtebt)  die  man  leicht  auf  die  Furm 

-  18.  0=     r  r,(r.-r.)  siu  (e  -^a. 

+r  r,(r,  —  r.)  sin  (e  —  e.) 
-l-r  r,(r,  — r,)  sin  (e  —  e,) 

)  sin  (01  — Ö,) 

H-*'!*'!!*"  —     MO  (ei  —  e,) 

bringt.  Diese  Gleichang.iässt  sieb  aber  aneb  unter  der  Gestalt 

19.  0=  r  r,r,i8in(o  — Öi)+sin(0.  — ö,)+8in(03— e  )J 
— r  r,r«i8in(e  —  ©,)-|-8in(e,— e,)-4-8in  (e,— e  )| 
+  r  r,r,isiD(6  - («.—^  )J 

oder  unter  der  Gestalt 

■ 

aO.  Os  *  r  r,r,  sin  i{B  — e,)  sin        — 9,)  sin  K9a— 9  ) 

—  rr,r,  sin  |(e  — 0,)  sin  i(0,  —     )  .sl[i  -'(ö,  — ö  ) 
H-r  r,r,  sin  i(e  — e»)  sini(e»--e.)  sin  i(e,--e  ) 
^r^r^r^  sin  ^(Oi— e»)  sin  K^a^O,)  sin  ^e,— 6,), 
oder  aneh  unter  der  Gestalt 

21   Q_    sin  ^e.  -e,)  Mu  ^(Q,  — e»)  sin  ^o,  — ej 

sin  e  J  sin  i(e,  ~  e^)  sin        -  9) 


sin^Ke-  e.)  sin  ^e.    e,>  ain  ae^  -  e) 

stp  i(e  —  ^0  sin  U^Bt  —  e,)  «in  4(0^  —  6) 


dscsteUeo«  Die  Gleiebung  IS.  Juum  Man  aneb 

m         (^-^)«iii  (e^©;) 


+  sin  (^-e.) 
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':^  (;^  -^^)  »in  (»  -,©.) 
+  (7—:"^)  sin  (».-«.) 


Lnugeu.  » 

Aehnliclie  Betraebtuageo  wlirdeii«sieli  aucli  aber  die  Hypeibel 
anatclleo  lassen,^  wobei  wir  aber  bier  nicbt  länger  T^rwellen  wol- 
len, da  dieielben  nacb  dem  Vorbergebebden  -kme  Schwierigkeit 
babeii.  (  ' 


XLIII. 

liebungsaufgaben  für  Schüler*). 


V  1.  üan,  soll  z(ei|;(Ui.  dass  die  ftoadvatwarael  au^- der 
a+\/6  id  der  Form  \/a^\/ß  aiisgezogea  werden  kann,  wena 

«*  — ^  eio  vollkommenem  Uuiidrut  i&t,  und  iu  der  i  orm 

wenn  1<— -j-  ein  ToUkommepea  Q>uadrat  ist 

2.    Weiin  die  Grössen  c  nicht  ulle  drei  unter  eioBoder 

gleich  sind,' 80  ist  immer  («+d-4A€!)»>27«ÄC'<9(«*-#-^»-f-«*J. 
8w  Alan  soll  den  Bmoh         »  '\ 

auf  seinen  einfacbsten  Ausdruck  bringen. 

4.  Wenn  zwei  Kreise  siph  in  A  ippd  B  sehneiden,  dardb 
den  Punkt  die  lieiden  DarcliaMSser  AD  vluA  AD*^  und  die  bei- 
den Sehnen  ACwikA  AC\  von  denen  eiue  jede  denjenigen  der  l^eidea 
Kreise  berührt,  von  dem  sie  keine  Sehne  ist,  dieser  beiden  Kreise  pre- 
zoiren  sind,  ferner  die  Linie -^i^T^'  donWinkcl 'halbirt  iinii  tlie 
beiden  Kreise  in  E  und  E'  schncidetj  so  ist  die  gemeinscbaftliclie 
Tangente  der  beiden  Kreise  die  mittlere  Proporiionale  zwischen 
den  beiden  Sehnen  DE  und  D^Ey  und  die  gemeiobcliaftliche  Seliue 
AB  der  beiden  Kreise  ist  die  mittlere  Proportionale  swisehen  den 
beiden  Sehnen  BC  und  BC,  , 

5.  Wenn  /II /die  Länge  des  Ton.^Uem  IHItelpilnkte  etnei  mit 


1     

*)  GrSastentheils' aosgezogen  aok' Cambridge  Senate  •Hottse  Pro* 
hlems.  ImO  von  dem  Herausgeber. 
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49m.-  Radios  r  beBdhtiebeiien  Kreises  aaf  eitie  Seite  eines  in  den- 
wtÜhen  '  besebriebcMito  'reffiilftr«ii^  FiialiMsIl«  jjpelllllttB  P«rp«ii4ikelK; 
iinil  ^  die  halbe  Seite  eines  in  deasclben  Kreta  fteaefa^ieleaen  fegv^ 
'SMaeelra  ist,  ao  iaif  immer  r' =2177' — ^»).  i 

6.  Wenn  von  einem  Punkte  €'  in  der  einen  von  drei  • 
sicli  in  den  Punkten  .4,  (  schneidenden  (weradon  in  beliebiger 
ÄDzatili  gerade  Linien  gezoe^en  werden,  welciie  dir  XÄwww  AC^  ItC  ■ 
schneiden,  z.  ß.  in  den  Punkten  Ii\  A\  so  liegen  die  Durchschnitts- 
paukte' einea  jeden  Paara  der  von  A  nach  den  IHirebsehnltta- 
punkten  &y  A*  gesoffenen  ^gesadeD  Linien  AA'^ln  einer 
durch  den  i'unkt  V  gellenden.. Geraden. 

7.  Wenn  drei  sieb  in  A,  C  scbncidcndc  gerade  Linien  Aß^ 
ßC\  CA  von  einer  dritte»  geftiden  Linie  respective  in  C\  A\  JB' 
geschnitten  werden,  so  ist  immer  (bekanntlich)  AB'  .  BC'  .  CA' 
=  A'B  ,  B'C  ,  CA,  und  das  Product  der  Flächenräuoie  der  drei 
Dreiecke  ^BC\  B'CA\  C'AB'  ist  jederzeit 

(iTir  .  B'C  .  CA^  ,  sin  A  sin  B  sin  C')* 
8  «in  <i4  sin  ^  sin  *  '  * 

8.  '  Weon  a,  p*,  y  die  Entfernungen  des  Du^rciischnittspunkts 
der  die  Winkel  einen  ebenen  Rreieeka  ABC  kalbirenden  |[erMlea 
Linien  von  den  Spilaen  A^  B,  Cdea  Dreiecke  aiiid,  so  iat  immer 

•    «'(T -  i)  + /»'(j  -  Tl-^r(j  -  ^)=o. 

9.  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  apbftriichen  Dreiecka 
ABC  durch  Bogen  grösster  Kreise  hulbirt,  und  y  die  zwi* 
sehen  deren  gemeinschaftlichem  Durchschnittspunkte  und  den  Spitzen 
Ai  Bi  C  des  Dreiecks  liegenden  Bogen  aina,  so  ist  jederseit 

cos  a  sin      —  c)-f-cos  ß  sin  (c — ar) -+- cos  y  sin  {a  —  <^)  =  0. 

10.  Wenn  drei  Durchmesser  einer  mit  dem  Uaibmesser  r  be- 
schriebeneu Kugel  sich  uuier  den  Winkt  In  cc,  y  sclineideu  und 
a z=  ^(a p y j  gesetzt  wird,  so  ist  der  lu»rperliche  inbalt  des 
von  den  die  Kugel  in  den  Endpunkten  der  drei  Dnrchmesaer  be- 
r&bnen^en  Ebenen  eingeachioaaenen  Pnrallelepipedona 


V^siu  ü  hin  (a  —  a)  sin  [a  —  ß)  sin  (d — y) 

IL  Wenn  ein  mit  dem  Halbmesser  r  in  sc!i richener  kreis  eine 
Parabel,  deren  Parameter  p  ist,  in  Tier  Punkttn  s(liiieidet,  so  ist 
das  Product  der  Entfernungen  der  vier  DurchsciiuttiäüuukJte  von 
der  Axe  der  Parabel^  sfi^(<?*  —  r*),  wo.«  die  Bntrernung  den 
Sekeüela  der  Parabel  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  bezeichnet. 

12.  Weam  PT,  QT  awel  an  die  Pdnkte  jP,  Q  einer  Parabel, 
deren  Brennpunkt  F  ist,  gezogene  Tangenten  sind,  so  ist  immer 
FF  ,  JF'Q  =  FT'^,  und  wenn  FP,  FQ  einen  creprebenen  Winkel 
o  einscbliessen,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  T  eine 
Hyperbel,  welche  näher  zu  bestimmen  ist, 

13.  Wenn  ^,  die  Krümmungsbulbmesser  in  den  Endpunkten 
Weier  eonjugirten  Diameter  einer  BIlipae  aiod,  ao  iat  die  Snmaifi 
^M^i^  «inö  c^Mtaotft.GriiifekV  • 
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14.   Die  ffrtete  Projection  eines  Cabo&J Ist  ein  reffaläret/Sodi^ 
^ek,  desseu  Seite  sich  wu  .4er. Seil«  .«loer  .S^Uenfliebe.  des  .Giifciii* 

m  12  :  1/  3  verhält. 

(Diese  Aufgaben,  unter  lienen  fiicbi  übrigeiw  einiges . Jiekuiite 
üü^t^  wei4eu  Üf^tgesetot.) . 


■  t    .    >  « 

XLIV. 

Miscelleiu 


In  Dln^lers  polytechnischem  Journal.  Band  LXXIV. 
Heft  3.  S.  HH.  Iiat  Herr  Doetor  Mohr  in  f'oMenz  folgendes 
Verfuhren,  liaraiiuiter  oliue  Auskochen  luitleer  zu  mucheo,  auge- 
geben. 

^yihiä  Verfahren  setzt  nur  den  Gehrauch  ciuer  Luftpumpe  voraus. 
Heu  wird  iiieraus  echon  leiclrt-  errathes  können  ^  dass  4nrch  Weg- 
naihme  des  atmosphäriacheii  Drucks  dieselbe  Enelieinung  benrerire-  ' 
bracht  wird,  als  wenn  man  durch  Hiozubringung  von  Wärme  oeii 
Quecksilberdämpfen  eine  drin  atmosphärischen  Drucke  gleiche  Span- 
nung ertlieilt,  und  in  der  Tliat  beruht  bierin  das  neue  >  erfahren. 

Aut  deo  Teller  der  Luttpumpe  setzt  man  vermittelst  eiues  gut 
geschliffenen  Trichters  den  auf  Taf.  IV.  Fig.  3.  abjrebildetcn  £ehr 
einfachen  Apparat,  den  man  in  kurzer  Zett  aus  Glaarökren  nnd 
Korkstöpseiii  Kusamnensetsen  kann.  Der  Trichter  a  in  Taf.  IV. 
Fig.  3.  ist  mit  einer  guten  Kautsch  uckröhre  an  die  lllciröhre  d  be- 
festigt, diese  mit  einem  Korke  in  die  etwa  14  Linien  weite  und 
5  bis  0  Zoll  lange  Glasröhre,  welche  von  iriyend  einem  Stative  ge- 
tragen wird,  und  letztere  mittelst  eines  Korks  an  die  kitine  Röhre 
^,  an  welche  uuo  mit  Kautsch  uckröhren  die  auszukochenden  Baro- 
meter befestigt  werden.  »  .  -  - 
'  Nebmen  wir  an,  man  babe  su/einem  defäsabaromeler  eine  gnns 

Serade  Röbre  r  mit  Queekitlber  zu  liiUen.  Zuerst  macht  man  die 
»obre  Tollkommen  trocken,  iodem  man  sie  erwärmt  und  mit  dem 
Vacunm  in  Verbindiinp:  setzt;  man  wiederholt  dlnsc  Operation  eini- 
gemal, welcbes  sehr  rasch  ^ebt.  Nun  giesst  mau  das  Ouecksilber, 
welches  ebenfalls  in  einer  Porzellanschale  erwärmt  wurde,  durch 
einen  unten  hehr  cugen  Pctpiertrichter  in  die  Köhre^  befestigt  diese 
an  den^  Appucat  nnd  pumpt  die  Lnft  mm.  •  0ie  nirometeifibre  lie|^ 
Bebr.llaeb  anf  dem  lösche.  Beim  Bntsieben  der  Lnft  sebWeUiäi 
Alle  im  Quecksilber  gebliebenen  Luftblasen  stnrk  an  nnd  die  mnir 
sten  gehen  von  selbst  nach  Oben,  ohne  dass  man  etwas  Weiteres 
zu  tbun  nöthig  hätte.  Man  stellt  nun,  wenn  keine  I^uftblaseii  mehr 
aufsteigen,  ein  mögiiclist  vollkommenes  Vacuum  dar»  und  fängt  an 
die  B&rometerröhrc  . leise  schüttelnd  zu  bewegen,  gerade  wie.  mau 
bei  dem  Auskochen  anf  Feuer  zu  thun  pflegt.  Die  beiden-  .Kaot- 
nehnckrBbren  erlanben  eine  sdion  Wftige  £ffscliüttennig,  ohne  dass 
*dee  Apparat  dadurch  aus  einander  käme.  Man  bemerkt  in  dee-faf 
rometeriöbre  ein  harten  Prellen  nnd  f^iiken^-dw  QsRClunibtvV  if(^ 
^  -  . 
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gen  liuä  Glas^  ebenfalls  wie  beim  Auskochen,  und  grosse  Luftbta« 
Mn  emMneii  an  allen  Stellen,  w»  die  ktetnaten  IjitftMMaeiieB 
ilfoeii  geblieben  sind. 

Durch   schütteln  de  Bewegung  wird  momentan  der  schwache 

Druck  des  Uuerksilhyrs  in  dor  cron<'iir(pn  Röhre  uufgoholien ,  die 
Luftblasen  vorp^rösserii  sich,  und  iu  diesem  Ausfenblirk  steigen  sie, 
weil  sie  ein  grosseres  Volumen  einnehmen ,  autwärts.    Durch  wie- 
derholtes Schiittelp  bringt  mau  üu  die  kleinsten  Luftbläachen  zum 
Aufwürtssteigen.   Man  nann  auch  das  Anfvrftrtastelgen'der  Btaaes 
beaeblennigea,  wenn  man  die  Röhre  über  deir  Rand  des  Tisebea 
ernras  hinabhält,  wadnrcb  sie  steiler  zu  [le^en  kommt.  Einzelne 
sehr  kleine  Bläschen,  welche  allein  nicht  Steigkraft  genug  besitzen, 
weiter  rn  rücken,  vereinigt  man  zu  einer  grössern  Blnso,  indfm 
mau   die  Röhre  aufrichtet.    Das  Uuecksilber  ergieüst  sich  in  die 
weite  Rühre  t',  und  in  der  Bnrometerröhre  entsteht  ein  Vacuum, 
welches  nun  alle  J^ene  Luftbläschen  aufnimmt.    Biegt  man  nun  die 
Rdbre  wieder  Torsichlig  hinabj  so  bringt  man  dnrch  «dieselbe  Man!« 
pnlation  auch  diese  in  der  Spitze  gesammelte  Luftblase  heraus.  Ba 
ist  eine  bekannte  Erfahrung»  dass  .frisch  ausgekochte  Barometer 
von  Neuem  ein  T.nftbläschcn  zoiiron,   wenn   nnin  sie  durch  Auf- 
richten hut  spiohd  lassen.    Alle  einzelnen  noch  so  kleineu  Luft- 
spuren suuimeln  sich  alsdunn  im  leeren  Raunte  und  werden  heim 
iViederaulaufenlusseu  sichtbar.  ^  Die  allerschärfstc  Frube  eines  luft- 
leeren Barometers  ist  imaMr  das  siebtbar  bleibende  LuftUäscben 
beim  Vollaufen  der  ftöbre«  Beim  Auskochen  kann  man  diese  Probe 
erst  nach  dem  Erkalten  machen,  bei  unserm  Apparate  in  jedeni 
Augenblicke  wiederholen.    Kin  10  Linien  weites  Barometer  war 
innerhalb  10  Alinuten  so  vollkommen  luftleer,  dass  es  ein  kaum 
sichtbares  Luftbläscheu  zeigte.    Besondere  Schwierigkeiten  machen 
Röhren,  die  durch  Anschmelzen  einer  eugera  Rühre  eine  Verdün- 
.fiuD^  des  Kalibers  haben.    Die  kleinen  Luftbläschen  gehen  nur 
dnrcn  heftiges  SchQttelu  der  sehr  steilen  Röhre  über  jene  Kinscbnil-' 
rung  hinweg.   Schmuts  an  der  innern  Seite  der  Röhre  hSU  ebeo- 
£sUs  leicht  Luftbläscheu  zurück. 

Heberbarometer  und  gewöhnliche  Barometer  befestigt  man  ebcn- 
•  falls  mit  einer  Kantsrliuckröhre  aut  die  Taf.  IV.  Fip:.  -J.  angedeu- 
tete Art  an  den  A[ij»arat.    Man  füllt  die  Röhre  nur  Iiis  an  ihre  Bie- 

fung  und  lässt  uiies  übrige  Quecksilber  uuäluufeo;  die  fernere  Be- 
andlung  wie  oben.'*  Auf  diese, Art  bat  Dr,  Mohr  nach  seiner  An-  ' 
gäbe  mehrere  Barometer  auf  ihren  Scalen  luftleer  gemacht,  und 
fügt  hinzu ^  dass  dieses  Verfahren  sogar  das  sicherste  sei,  weil  die 
Röhre  mehr  gegen  mechanische  Verletzung  geschützt  ist. 

,,Es  ist  öhrigens  aucli  rruf,  die  Barometer  erst  halb  mit  Queck- 
silber zu  lullen  und  nUdann  luftleer  zu  machen,  weil  man  hei  dem 
geringeren  Drucke  des  Quecksilbers  desto  stärker  erschüttern  kann^ 
um  gdrade  dra  Susserste  Spitze  des  Barouiete»,  auf  die  es  docb  • 
besonders  aukotoint,  Inftleer  su  machen.  Man  füllt  suletst  die  pnse 
Röhre  ?oll  and  wifjderbolt  die  Operation  mit  dem  nachgefüllten 
Theile.   Ks  geschieht  aueh  wohl  zuweilen,  ht  sonders  in  nicht  sehr 

ftatten  Röhren ,  dnss  eine  Luftblase  beim  Aufsteigen  in  mehrere 
leiocre  zerfällt,  welche  schwierig  aufsteigen.  Man  muss  alsdann 
durch  wiederholtes  Tummeln  und  Kntieeren  dieselben  herauszu- 
schaffen suchen.'* 

Msri  im  die  UnmnnehttiKdikelteii  des  gei^Obniitbeii  fSit  tJn-> 
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£r&lirung  kennt,  wird  mit  uos  die  Uebei-aeug^ttDg  theilett,  dw  die 
obige  Metbode  des  Herrn  Dr.  Mohr  verdient,  weiter '^^epräft  sn 
werden.  Bewährt  sie  sich,  go  werden  Liebhaber  im  Stande -sein» 
sieb  mittelst  derselben  auf  wolilfeile  Weise  g^ute,  xn  wlssenscha^t- 
lichem  Gebaucbe  tuiiglicbc  Uaroineter  zu  Vorschuffen  und  »kIj  bei 
einiger  Uebnnar  seligst  zu  verfertiaren ,  in  wRlcber  Beziehung-  wir 
vorzüglich  die  Lehrer  au  Gymuasieu  und  andera  Schulen  auf  die^ 
seihe  aufmerksam «acben mid »ttihrerPrilfungaufforderii  möeb- 
te«.  Gute.  Berovieter  sind  jetst  so  kostspielige  lostromente,  dass 
eine  wofaifeilere  Herstellung  derselben  für  die  pbjsikaüseben  Appa* 
fUte  der  Schulen  jedenfalls  sehr  sn.  wünschen  ist  Dan»  wenden 
Sick  auch  die  so  nützlichen  Barometer -Beobachtuipgeft  gewies  noch 
m<^r(  yefvielfalUgeii  als  es  jetzt  der  Fall  iat. 

Maupertuis  einmal  gähnend  in  seinem  Lehnstuble  aosge- 
strpckt  nnd  sagte:  ,,lch  wünschte  jetzt  ein  scliönps  Problem  zu  lö- 
sen ,  was  nicht  schwer  wäre/^  Diese  Aeusserung  mablt  ihn  ganz. 
(Aus  Chamforts  Werken). 

Mehrere  Züge,  welche  Maupertui^^'s  ungemeine  Eitelkeit  und 
Sucht  Aufsehen  zu  «rregen  bekunden,  ßndet  man  in  Bossut's 
Geschichte  der  Mathematik*  Theil  11.  337  der  deutschen 
Üebersetzung.  Er  war  bekanntlich  isiner  der  Mathemdüker,  welche 
im  Jahre  1736  auf  Veranlassung  der  französischen  Akademie  H^r 
Wissenschaften  nach  Lappland  geschickt  wurden ,  um  dort  die 
Grösse  eines  Meridinnu^rridps  der  Erde  tu  messen.  Als  die  Commis- 
sion  «ns  f>ni)pland  zumckgekehrtWar,  hatte  Mnuf>ertuis  nichts 
Angelegentiicheres  zu  thun,  als  überall,  in  der  Akademie,  im  Publi- 
kum, in  der  grossen  Welt^  worin  er  viel  lebte,  das  Resultat  einer 
^cratioü  zu  verkündigen,  von  welcher  er  sich  gewissermassen  ai-- 
led'Ruhm  z;ueignete,  an  welcher  er  indess  als  Mitarbeiter  nur  einen 
sehr  geringen  Antheil  hafte.  Er  liess  sich  sogur  in  lappländischer 
Kleidung  und  auf  die  Erdkugel  sich  lehnend«  gleichsam  als  wollte 
er  ihr  die  sphäroidische  Gestalt  geben,  ahmablen,  und  Vol  taire,  da- 
mals sein  Freund,  setzte  unter  den  Kupferstich  die  fier  fotgendeii 
schlecbten  Verse: 

Ce  globc  mal  connu,  qu'il  a  su  mcsurer, 
Dcvient  un  monument  oü  sa  gloire  sc  fondo: 
•    '   '  '      Son  sort  est  de  fixer  la  ligure  du  muude,  , 
De  lui  plaire  et  de  J'dclairer.        '  " 


Von  dem  am  23.  Juli  1836  i  cräturbt^ueu  berühmten  Cometea* 
Entdecker  Jean  Felix  Adolphe  Gambart,  Oireptor  der  Stern* 
warte  in  Marseiile/ geboren  an  Cette  im  Mai  ISOO.Maliilt  Pontd- 
CjSiilant  in  seinem  kürziieh  erschienenen  Traitd  dlf6me||iaire  d^ 
P]iysi4|üe  Celeste  ou  Pr^cis  d'Astronomie  thdoriqae  et 
prati«|ue.  Paris.  1840.  p.  XXVIII.  folgenden  . Zug:  -Je;  ne  puts 
me  d^lcndrc  de  citer  ici  iine  anecdote  bien  propre  a  faire  juger^  je 
crois ,  de  la  {jea^tratiun  do  (»umiMtrt,  et  de  Texp^rience  qu  il 
avait  ncquisc  par  son  itudv  cuntiuuelie  du  mouvement  des  astres. 
Je,  me  .trouvai^  ^vec  lui  a  i  übserv&^ire)  en  U»r^H'oA  y.  re- 
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'  ^  *  • 

Ja  DMjBi^f;e  ncmielle 'd«t  Payi^ri^qm  4e  ^  conubte  ,de.Halley, 
ili  l«s  owemtioii«,  envpyees  de  ftome.  |»ftr.  lt.  DumouctieL  A 
,peine  Gambartjr  jet^  ala  Hte  un  C9liip.  d'aeil  rapide,  qn'U 
.Bfl  dit:  „Pour  quel  joiir  airez-vous  annooc^  le  ^retour  de  la  comete 
au  perib^He?  —  Pour  le  13.  Xovcuibrc  (je  T^avais  point  alors  fait 
a  la  masse  de  Jupiter  la  corrcction  qui  m'a  rondnit  h  rcculer  reffe 
^oque  jusqu'au  15.  Novembre).  —  VA  M.  Duinoiäeau?  coatinue 
^onilKirt  —  II  annoBcc  son  pass«Tgc  pour  le  4.  — j  C'est  yous 
qui  ävü£  raison,  »Vcric*t-i|,  la  comete  ^era  au  j|eriJi^lie  du  15  au 
17.  *^  Elle  j  pMSä  te  16^  eomme  dn  aait;  ainsi'Hn  8im|»le  regfai'd 
Jetd  rar  la  aiowaoieaty  peadaat  quelques  jours^  -de^  cet  astte.  en 
aieansion  draite  at  en  deelinaisoa,  avait  taffi  k  Pkabila  observateut 
fpaor  deviner  toutes  Ics  circpastaace?  de  sa  marche.  —  Eipe  Bio« 
grapbie  Guinbarts  findet  man  in  der  Blbliotheqüa  univerBella 
daGeoeve«   Noavelle  S^rie.  T.  iV.  p^345.  :  .        f  > 


■  ■    ;  ■ 

*  -  »  >         I  ,1  > 
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Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Majors  und 
Riiter  Dr.  G.  W.  Muii^ii^u,  Hannover  an  deu 
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Durch  Ibre  gütigren  Zeilen  bin  icb  veranlasst  worden  mir  das 
erschienene  erste  Hett  des  Archivs  kommen  zu  lassen,  dessen  lu- 
halt  bereits  viel  Interesse  gewährt.  Za  der  schönen  Abhandlung 
liF,;XlV«  von  l[hi|eii  ^Ibst  darf,  i.cli /mir  die  Beaierkung  erlauben, 
daia  eiae  yollflt&adige  Anfiosung  des  Potheaot'schen  Problems  voo 
mir,  als  Beispiel  der  Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  im  3ten  Hefte 
Xy.  Bandes  des  Crelle'schen  Journala  gagebea  wordea  ist«  Der 
Gang  der  Auflösung:  ist  fola^ender: 

Damit  die  Aiitij^abc  eine  bestimmte  bleibe,  darf  weiier  der  Um- 
kreis der  drei  hrkatmtcn  Punkte       ff,  C,  locIi  eine  von  deu  drei 

geraden  Linien  .-/C,  ßC  durch  den  Messungs-Staodpunkt  /} 

ihren.  Von  den  drei  Umkreisen,  die  demnach  durch  D  und  zwei 
von  dea  drei  bekabatea  Puaktea  fiilireB,'  wähle  ich  oua  eiaen,  s.  B. 
den  Umkreis  jiuJ9.  unA  bestimme  durch  die  allgemeine  Eigeaschaft 
der  Peripherie -Winkel  aus  deu  in  /^gemessenen  Winkeln  und  aus 
den  rechtwinkligen  Coordlnaten  der  Punkte  iff  zuerst  die  Coor<» 
dinaten  des  Punktes  i^,  in  wcIcTieni  die  gerade  Linie  DC  den  Um- 
kreis ausser  in  D  nocii  trifl't,  und  darauf  mit  Zuziehung-  der  Coor> 
dinaten  des  Punkts  C  die  des  l^unkts  D,  Es  ei  i^ebeu  sich  dabei 
die  letzteren  durch  Vermittclunsr  der  relativen  Polar -Cq^ordinaten 
des  Puukis  jU,  mjwohl  vou  ^I,  U  als  ^  aus.  .  •. 
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'  Zur  Vergleicbung  beider  Auflösungen  mit  eioBtider  fii^e  ich 
folgemle  üebenicht  mfeiiicti'  Reebiiuoffsgaogs  an.  Es  mügeu  die 
tetntwhiHligen  Coordfoaton  der  PmiKre  dmrdt  die  nebenireselileii 
BnehBtalreD  ^(«,  6);  B(iaf,       C{^,  ff»),         S5),  /^(^,  y),  ^ 

ner  die  durch  Messung  in  D  bejcaniit  werdenden  Winkel  Ai)B 

durcli  a,  ADV  du  roll  liliC  durch  /'  =  ~a4-|9  bezcicbnet  sein, 
so  erhält  man  vorbereitend  die  relativen  Polur-Cuordiuuteu  ((9)  r) 

de«  Punkts  B  vom  Anfangspunkte  ^  aus  durch  tang^  — t 

■in  6'      cos  O.*  . 

Setzt  man  nun  1)  0  +  y  =  0',  2)  r  ^°-£=rV,  go  sind  (0',  A 

die  relativen  rolar-Cöordinaten  des  Punkts  vom  Anfangspunkte.^ 
aus  untl  es  ist  3)  ^4  =  »-f-#^  cos©',  4)  S3^^-|-r'  sin  Ö.  Setzt 
man  ^ferner 

  /  sinCM  —  e-) 

^-  J^ITI^**"*^^  dcigleicheo  I  8.  r. — ^ 

6.  V -/»  =  •»  *•  •      »In  «  =/ 

SO  sind  respectire  r),  (u,  /),  (t«',  /'j  die  relativen  Polar-Coor- 
dinaten  des  Punkts  A  von  den  .Anfang8{»unkten  A  und  B  au* 
Man  hat  dann 

'  j4r=^  +  r  .caa.^ 

I  a:  =  a  H-  f .  cos 
I  y^i,         ^  sin  ^ 

^=a'-f-/^  cosV      '  ., 

>t=^+/'8infl/ 

Für  die  Verg'leicbunp;'  seihst  hLiiuikc  ich,  dass  «  und  /9  in  heiden 
Aullosuno^en  dasselbe  iieüeuieu,  und  dass  das  Resultat  \>.  12.  von 
dem  llirii^en  Nr.  14.  nur  darin  sich  nnterscbeidet,  dass  für  die  rela- 
tiven Polar  Coordinaten  zur  gegenseitigen  Lagen-Bestldininng  der 
Punkte  D  und  A  bei  mir  der  bekannte  Punkt  A  bei  Ihnen  der 
unbekannte  Punkt  D  als  der  relative  Anfangspunkt  betrachtet  wird. 
Man  bat  also /"=  —  q  und  taug  «i  =  tang  y.' 

Njir  hpmerke  icb  norh,  dass  die  r.»'!jrf»  vom  Zuge  voraussetzt, 
dass  der  Uadius-Vector-/ii^  cbi  ii  sikvoIiI  iieg-;itiv  als  positiv  ans- 
fallen  kann,  und  dass  die  uhliclie  Ausschliessung  negativer  Werthe 
zwar  in  einzelnen  Fällen  nützlich  ist,  allein  mit  der  wahrhaft  all- 
gemeinen Auffassung  im  Widerspruche  steht.  So  wird  z.  B.  der 
Winkel  ^,  der  bei  Ihnen^  in  Nr.  II.  dnrdi  'steint  Tnngihite  gegeb«A 
wird,  st«tB  als  eiji  spitzer  Winkel  genommen  werden  dürfen^ 
fiämlicb  als  ein  positiver  oder  als^eiki  negativer  spitzer  Winkel,  Je- 
nachdem  di^  Zabl,  welche  Nr.  11.  für  taug  ^  giebt,  eine  positive 
oder  ein#  negative  Zahl  isf.  Ks  rrsrloht:  sieb  dann'  durch  Nr*  13^ 
von  selbst}  ob  ^  eine  positive  oder  eine  negativa  Zahl  ist  ' 


12. 

13. 
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XLI. 

Untersaehnngeii  Aber  die  geometrische  Beden- 
tang der  constanten  Cocfficienten  in  den  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Flächen  des 
zweiten  und  dritten  Grades^). 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  derKamonseehnle'co  Aama. 


I.  Ceber  die  geometrische  Bedontong  der  ConBtnnten 
in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  sweiten 

Grades. 

Der  allgemeinen  Gleicliung' 

der  Flächen  des  xweiien  Gradfes  kSanen  wir  noch  folgeuUe  zwei 
Formen  gehen:  « 

-h  %»  \B'a:  +       +  A"\  +  Bij^  H-  Ca?»  -f-  %A'a:i/  +  2Ä'> 

In  diesen  Gleichungen  berücksicLtigeD  wir  keiu  hosondcres 
Coordidatettssystem.  Setken  wir  in  die  zweite  derselben  statt  r 
und  y  irgend  bestimmte,  übrigens  aber  dorchans  wiH|cühriicbe  WertLc 

y,  so  erbalten  wir  die  mit  der  Ordinatcnacbse  der  &  parallelen 
Ordinaten  derjenigen  Punkte,  in  welclien  die  Fläcbe,  welche  wir 
durch  eine  der  Glpiobiin^f^n  1),  2)  oder  3)  ausgedrückt  haben,  und 
die  wir  künfHcr,  der  Kürze  wegen,  die  Flache  nennen  wollen» 
von  der  Linie     ==  a?',  y  =  ^  geschnitten  wird. 

*)  Auszug  aus  einem  bald  ersohpincndcn  Werke  aber  analytische 
Geometrie  des  Kauuis  vom  Vf.  die^^es  ^.vfiiatjLes. 
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Duidt  die  so  eben  genannte  Substitution  wird  also  die  Glei- 
chung 2)  zu: 

BezeichBeik  wir  die  Ordinetoii  der  obeelteBaoBten  Dorcliecliiiitt»- 
punkte  mit  und  «/,  se  wisseD  wir  eiie  der  Theorie  der  Gleichiuh 
gen,  daas: 

Wiederholen  wir  diosi  s  >  erfalirf  n ,  indem  wir  in  die  Gfeichnnfif  2) 
für  ^  die  a^leiche  Ordinate  ;/  wie  obeu,  stall  aber  irgend  eiuen 
anderen  bestiomiteu  übiigens  aber  wi^lkübrlicbep  \1^rth  a/'  cinfuh- 
ren,  und  mit  und  »,',  die  Orditoaten  der  Durehscniiittspunkte  der 
,  Lioie  ap  =  as^^  y  =  tf  ixit  der  Fläche  F  bezeichnen;  dieae  Or- 
dinalen werden  zugleich  die  Wurzeln  der  durch  jeue  Substitution 
aus  2)  entstandenen  Gleichung  sein,  wie  dieses  auch  bei  den  Or- 
dinaten  und  z,  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  4)  der  Fiftli  ist, 
und  wir  bekommen  wie  vorbin  die  Gleiebttugi 

+     =  — 2(ir'>  +  Cif^JT)  6) 

Sttbtrahiren  wir  5)  von  ü),  so  ist: 

- = - %B' V^^),aUQ  ^ "^.^I ,^7/^  

Üm  diesen  Ausdruck  von  B*  durch  eine  geometrische  Constructioa 
zu  bestimmeu^  schneiden  wir  Taf.  IV.  Fig.  1.  die  Fläche  F  in  den 
Entfernungen  OK*  a/y  OK**  =  von  der  Ebene  der  y%  dufch 
zwei  mit  dieser  parallele  Kbenen  Z*K'Y\  Z^M^Y^  ttn«L  alsdann 
noch  in  der  Entfernung  OH  =  V  von  der  ßbene  der  'a:%  durch 
eine  mit  dieser  ytarallelc  Ebene  X"'R\'\  diese  IrtTtere  wird  die 
beiden  erstercn  Ebenen  iu  zwei  üiit  der  Achse  der  :t  parallelen  Li- 
nien P'IJ\  P"JI"  schneiden;  die  fläche  F  selbst  aber  wird  vod 
den  beiden  ersteien  Kbenen  in  irgend  zwei  Linien  zweiten  Grades 
VM,IJ'M\  Y"M,fL"M\  und  von  der  letzteren  Ebene  in  einer 
eben  solchen  Linie  LiM,M„FM^M*  geschnitten,  diese  letzte  Corre 
wird  jede  der  beiden  vorgenannten  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
M,^  M'\  M,fy  Ai''^  weßhe  zugleich  auf  den  DurchschuittslinieD 
F'U\  P"H"  liegen  werden^  schneidenf  und  \vtr  haben  daher  im 
Sinne  der  oben  angenommenen  Bezeichnung;  P M,z=zx,^  P'ßf'=.z\ 
P"M„:=Xf,y  P"Äi"z=z%'\  also,  wenn  wir  uns  in  drr  Ebene 
Z"'Il\'  die  Linien  il#/iV,/,  Ai'A"  parallel  mit  der  Achse  der  ge- 
zogen denken: 

-  »'  =  AI"A",  z„  —    =x  a:"^a^z=z 

* 

mitbin  ist  sns  7) 

Setzen  wir  hingegen  in  der  Gleichung  2)  zuerst;  nnd  y, 
alsdann  af  und  ^*  stott  x  und     so  finden  wir  wie  vorhin: 

»'-h*,=s  — aCÄ'j?'-»-  V^^A**)  ....  9) 

%m  =  —  2(i?'^'  -f-  CY  +  J")  10) 

worin      und       die  Wurzeln  der  zufolge  jener  bubstitutioo  aus 
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2)  entstandeneD  ^Gleicj^ung  bezeiclioen.  Durch  SubtractioD  dieser 
Gletehnngeii  erlialteii  wirs 

Ohne  dass  eine  besondere  Zeicbonaff  nStbig  ist,  künoen  wir  uns 
in  den  EntfemuDgen  l^il=:  rf^  OH"  =  y"  von  der  Bbene  der  a:%^ 
mit  dieser  zwei  parallele  die  Fläche  F  schneidende  Ebenen  Z'^HIL*^ 

UDfl  in  der  Entfernung  OK' —  r  von  der  Ebene  der 
parallel  mit  ilir  eine  ebenfalls  die  Fliiclir'  F  schneidende  Ebene 
X'K'Y'  denken,  und  analog  mit  dem  \  urlierg;chendeti  die  mit.  der 
Achse  der  4  parallelen  Durchscbnittslioien  ph\  p"/i"j  und  die  Durch- 
schnittspunkte  dieser  mit  der  Fläche  F*  respective  durch  mf<t  m, ; 
mf*j  m,f  bezeichnen^  und  endlich  mifM^%  m,»„  In  der  El^ne  ZfM'i* 
parallel  mit  der  Ebene  der  y%  bis  zu  ihren  Darchschnitten  nud 
^*  mit  pf'JH'  ziehen,  alsdann  haben  wir  wieder:' 


also  C'  =  -^'^^^   11) 

Führen  wir  endlich  in  der  Gleichung  3)  nach  einander  ^'  uud 
a/*  und  X  statt  a:  und  y  ein,  wo  a:\  x',  or'  ebenfalls  bestimmte  aber 
willkfihrltehe  Werthe  haben  können,  so  entstehen  zwei  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  bezeichuen  wer  die  Wurzeln  der- 
selben respective  mit  y,  Vi^^^yttS  so  geben  diese  zugleich  die  C^rö- 
sson  der  mit  der  Achse  der  y  parallelen  Ordinaten  der  Ourchschnifts- 
punkte  n'^  w",  der  Linien  (.rr=.z*'^  :5=:VK  (.i=.r",  oder 
{Tf'/i"),  mit  der  Fläche        und  wir  erliulteu,  weuu  wir  uns 

fi/v",  fifVf,  parallel  mit  der  Achse  der      gebogen  denken^  wie  oben: 


y+y„  =  -2j^*»  +  §V+|'j  IS) 

Sobald  nun  JS  bestimmt  ist^  kann  dieser  Ausdruck  einen  bestimmten 
Werth  von       geben.    Wie  wir  auch  die  Hulfsebenen  Z^IC'Tf 

Z*'K"Y\  Z*'R\!  (Taf  IV.  Fig.  1.),  oder  bei  der  Bestimmuög  von 
C  (wo  keine  Figur  beigefügt  ist)  Z'Ä'r,  Z"H\1,  XJ^'iU'X!'  u.  s.  w. 
par;«llfl  \\\\\  sich  seihst  verrücken  mögen,  die  ersten  Tbeile  der 
Gleichungen  8),  11)  und  14)  behalten  immer  einen  nnd  (ienselberi 
Werth,  es  ist  auch  über  die  l^age  der  Coordiniti cihk  liseii  durchaus 
keine  Bestimmuug  augeuummeu  worden^  mithiu  kuuueu  wir  auch 
die  Lage  der  vorg^enannten  schneidenden  Ebenen  immerhin  beliebig 
annehmen,  nur  muss  die  parallele  Luge  der  beziehtichen  Ebenen 
beiheblilten  werden.  Die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  bezieht  sich 
auch  auf  die  besonderen  Fälle,  wenn  die  Fläche  F  in  ein  System 
zweier  paralleler  Ebenen  degenerirt.  Die  (ilcichungen  5),  9),  10), 
12)^  13)  besteheu  auch  dauu  noch,  wenn  die  obengenannten  schnei- 
denden Ebenen  der  Fläche  nicht  mehr  begegnen,  deun,  auch 
für  den  Füll  Imaginärer  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung« 
Ueibt  die  Summe  derselben  doch  reell,  bloss  fallt  in  diesem  Falle  die^ 
geometrisebe  Deutung  hinweg.  ' 
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Wir  kovneo  die  io  8),  II)  unU  U)  gefundenen  Ausdrüeke  fer 
die  Coefficienten       €7',  ^  für  besondere  Fälle  noch  vereinfaclien, 

indem  wir  die  bczicLlicLen  sfhneidcndeu  Kbenca  so  bestimmeu,  dass 

wird.   Wir  brauchen  zu  dtesem  Ende  in  der  Fläefae  F  nur  Linien 

respcctivc  parallel  mit  der  Aclise  dor  .r  und  y  t\\  zielien,  und  durch 
die  niirclischnitte  dersellirn  mit  der  Flache  F  die  parallelen  Kbe- 
nen  zu  ir;i;en.  Hier,durch  fallen  die  Pinikte  M„  und  N„\  m„  und 
n,t\  ii.f  und  V,,  zusammen,  und  wir  haben  statt  der  vorgenannten 
Gleichungen  folgende:  "  ■  *  • 

.  r'i-^  — _/L!i' 

Wir  bemerken  noch,  dnee  wir  nni  den  GieiduiBgen  5) oder  9)  er« 
balteo: 

Der  erste  Theil  dieser  Gleiehnng  bezeielinet  die  Ordinate  der  Milte 

des  von  der  Flache  iuterceptirten  Stficks  der  geradenl^inie  (jc=:zjf, 
y=^');  {»eseiclioen  wir  diese  Ordinate  mit  x,  und  lassen  die  Ac« 
cente  von      j/  weg,  so  erhalten  wir 

i^B^af^Cy-i-A^z^i^  16) 

Diese  Gleichung  erkennen  wir,  indem  i^ir  o^,  y  und  x  als  veränder- 
lich betrachten,  als  eine  solche,  welche  diejenige  Dinmetralebeoe 
der  Fläche  P  ausdrückt,  welche  alle  der  Achse  der  %  parallele 
Sehnen  halbirt.  Auf  gleiche  Weise  erhalten  -wir  ans '  12)  die 
Gleichung 

i    —    \B^^  B*^  C) 

Mi'  '\'  V 

oder,  wenn  wir  -  ^    =y  setaen  und  die  Accente  weglasQuen, 

By^A.v-^C':^^C"  =  9...Al) 

Diese  Gleichung  drückt  aber  diejenige  Diametralebene  ans,  welche 
alle  mit  der  Achse  der  y  parallelen  oehnen  halbirt* 

Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  ' 

+2C"af+B=9  i) 

der  Flächen  des  «weiten  Grades  anerst  «  nnd  |r,  alsdann  Jt  nnil 
und  zuletzt  y  und  »  gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen 

**4-2-4"ä4-/?=0 j  By*'^2B''y-^B=:0 ;  C^*4-2C"^-H/^=dD. 2) 

Diese  GleichuDgen  werden  uns  die  Durchschnittspunkte  der 
Coordinatenacbsen  mit  der  Fläche  F  (welche  wieder  durch  die 
Gleichung  1)  ausgedrückt  werden  soll)  gehen;  beseichnea  wir 
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m  'nt4iie^yr%  nit  x^;  y',  a/,  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
ebuigeB,  «o  Ist  bekaotif,  dm*  ' 

ist;  bezeicbnea  wir  den  Anfang  des  Coordioatensystems  mit  die 
Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  ;5,  der  y  und  der  ^  mit  der 
Fiaclie  /\  reti^ective  duicii  /i,  Vi'j  Ö>  ^\  J\  P'\  so  erhalten  wir 


ü(i.oi£—^^  öpToP—^  


Föbreii  wir  dea  so  eben  gefundenen  Werth  des  Coefiicienten  B 

n  dea  in  f.  !•  14)  gefundenen  Werft  'Von  -r  ein,  so  bekösialW  wir 

/  'J^  u  - '  \  ^  " 

.  Atls  f.  1.  15)  folgt  nach,  das». 

bäL  iu  der  allgemciocn  Gleiciiung  Ij  der  Werth  von       und  C  der 

Eleicbe  bleibt,  wie  urfr  auch  den  Coordinatenatifang  O  mit  Betbe* 
lltuDg  der  gleiehen  Acbsenriebtang  terierai  Diögen,  so  bleibt  der 
Quotient  der  Produete  0/t .  O/V  und  OQ,OQf,  wie  ancb  jener 
der  Produete  O/t.  0/C  und  OP.  OP'  derselbe  für  alle  bcliebigea 
Punkte,  dnreb  die  wir  nach  bestiamter  Achsenrichtung  drei  gerade 

Linien  legen.  'Da  abelr  aneh  der  Quotient  ^    ^f"''"  i^^^ 

sich  selbst  parallele  f.atre  den  Ebenen  ZA'W  Z'A  Y"  (Taf.  IV. 
Fig.  1.)  beständig  bleibt,  so  bleiben  es  uucb  unter  der  Bedingung 
der  parallelen  Aebseortchtung  die  in  5)  und  0)  getuodenen  Aus» 
dfftcke  fdr  den  Coeffieienten  A'.  Dia  Constmetion  des .  Auadmeks 
fon  jD  ist  In  dem  Falle^  dass  die  Achse  der  x  der  Fiäobe  wirkticb 
begegnet,  iamar  niigiicb.  In  demjeni^eD  Falle  aber,  wann  diese 
Achse  der  Fläche     nicht  begegnet«  |^ebt  die  fileiebuog 

ima^näre  Wurzeln,  deren  Prodiict  jedoch  immer  reell  ist.  Im 
ersten  Falle,  wenn  nämiich  die  Achse  der  z  der  FlHr!ie  bea^egnet, 
ist /I  positiv,  wenn  die  beiden  Dnrchschnittspunkte  Ji,  /i'  auf 
derselbcri  Seite  des  roordiiiatcu-Aofangs  liegen,  negativ  hingegen 
^im  eutgegeugehei^teu  Falle.  Für  das  Lllipsoid,  das  etutbeilige  Hy- 
perboloid und  beide  Parabolold'e  ist  also  D  positi?  oder  negativ 
jenaebdem  der  Coordinatenanfang  ausserhalb  oder  innerbalb  der  , 
Fläche  genommen  wird.  Beim  zweitheiligen  Hyperboloid  ist,  wenn 
die  Achse  der  %  beide  Flächenthcile  triÜt  und  der  Coordinatenau- 
l&Dg  O  innerhalb  des  einen  liegt,  D  positiv;  liegt  der  Punkt  O 
^ber  zwischen  beiden  Flarhentlieilen ,  so  ist  /J  negativ;  trifft 
die  Achse  der  nur  einen  Fiächentheil  und  liegt  der  Coordinaten- 
anfang ausserhalb  desselben,  so  ist  f)  positiv,  liegt  er  aber  inner- 
halb»  so  ist  D  ne2;ativ.  Das  Zeichen  von  B  und  C  hängt  davon 
«b^  qb  die  Produete  0/i.  O/V  uud  OQ.OQ!  der  auf  den  Coordi-  , 
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DatenacliseD  OZ^  ^  T  abgesclmitteneii  Stucke ,  ebenso  dieProdncto 
QR .  OR  und  OP,  OP  der  auf  den  Acbseo  der  %  und  der  a:  ab* 
geschnittenen  Stücke  von  gleichem  oder  ungleichem  Zeichen  sind. 

Setzen  wir  in  «Icr  allgemeioni  Gleichuos;'  1)  /?=  C=:  1  .  so 
win!  0n=z0q.  0Q'=0P.  0P\    in  diesem  specielien 

Falle  ist  die  Fläche  jP  eine  Kugel. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  ^»  bedienen  wir 
uns  wieder  der  Gleichungen  2)  des  vorigen  Paragm|>hen.  Au^  der 
ersten  ^ 

ist,  wenn  %'  und  V  die  Wurzeln  derselben  befeicbuco, 

+ V'=-2^',  also  ^"  =  -5^  oder  Jt=^^^^Xf^. 

.  Bezeichnen  wir  mit  ilf  die  Mitte  des  Segmente  RH^  so  ist 

jf'^^OM  1> 

Aus  den  beiden  anderen  CiüeicbungcD  2)  in  %,  2  erhalten  wir 

£  y  H-y    £  ^-H^  in 

B — y    '   C  2   

Bezeicbnen  wir  mit  ü/'  und  JH"  die  Mitten  der  Segmente  Q(t 
und  PP',  so  erhalten  wir  sufolge  der  Gieicbungen  4)  Ues  ?orig«n 
Paragraphen: 

MS  — —     (^^oq    ...,ZJ4  v  — —     Qp^OF     ''^  ' 

Wir  kouuen  also  in  dem  Falle,  dass  die  Acbscu  der  uaii 
die  Fläche  F  wirklich  schneiden ,  die  Werthe  fou  iSr  und 
leicht  cottstruiren.  A"  ist  nSmlich  gleieb  dem  mit  entgegen» 
gesetzten  Zeichen  genommenen  Abstände  der  Mitte  der  auf  der 
Aehse  der  %  von  der  Fläche  abgeschnittenen  Chorde«  In  demjeni- 
gen Falle  aber,  wo  die  Achsen  der  Fläche  nicht  begegnen ,  müssen 
wir  (Hpse  Coeflicienten  auf  andere  Weise  bestimmen.  Wir  wollen 
diese  ßestimniung  zuerst  bei  dem  Coetticienteu  A"  vornehmen.  Ge- 
brauchen wir  hierzu  die  in  §.  1.  10)  gefundene  Gleichung  derjeni- 

fen  Diamctralebene,  die  otle  der  Acnse  der  ;s  parallele  Chorden 
albirt„  nämlich  die  Gleicliuug:  ^ 

%  +  Ä'or-I-  t^V-H  A"  =  0  4) 

in  welcher  A"  die  Ordinate  des  Durchsehnitfcspunkts  dieser  Ebene  mit 

der  Achse  der  z  ist,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Zeicljen  Gfenom- 
mcn.  Ziehen  wir  daher  ir^-end  drei  mit  der  Aclisc  der  z  parallele 
Sehnen,  so  bestimmt  dirjonige  Ebene,  welche  durcU  die  drei  Halbi- 
ruugspunkte  dieser  drei  Sehnen  geht,  auf  der  Achse  der  %  eine  Ordi- 
nate, die  gleich  — A"  ist.  Die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunktc  der 

Ebene  4)  mit  den  beiden  anderen  Coordinatenacbsen  sind  ^  ^  und 

—       Nehmen  wir  die  Gleichungen 

A'at^  By\-  C'nH-ir sO . . . . .  .5) 
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der  beiden  andereo  Die^ietral ebenen,  welche  respective  die  mit  der 
Acbse  der.y  und  ^  ar  paraÜeleD  Seboeü  lialbire»,  «o  finden  Wir 
für  die  Coordinaten  der  Oarcbflchnittspttakte  der  Ebene  5)  mit  den 
CaordlnaU^acbaen  der  «,  y  nnd  o?: 

_     y  B       ^  B 

»/ — "~  c?»  y* — ""S"'  ^* — 

und  för  jene  der  Ebene  6)  mit  den  glelelien  Acbsen: 

  C_     

*«       ^»  y»  ^  ~"    ;  ^»  —  "~  6" 

Roz<»!rl>non  wir  mit  C .  R  und  dip  Diirchscliiiittspuoktc  der 
Diauietrulebenc  i)  mit  deu  Aclisin  der  >f  und  a:^  ebenso  mit  C\ 
iBP^  A'  und  C",  B",  J"  die  t  I  sdiuittspivikte  der  E)>eueu  5j  und 
6)  mit  jenen  Achsen,  80  liuben  wir:  ^  - 

ß"  Ti"  P" 

g^n  g^i'  ^f» 

u  Abs  dieaen  folgt  aber:      =  ^»  ^  ^  mitbio 

Ä"=-2^|£^,  c=-^%|2:,  ^»__oc'...7) 

Wir  liabcn  also  allen  CocfOcienteu  ihre  geometrische  Bcdcutünp-  ^c- 
G;pbcn;  zur  deutliclH'rn  Uebcrsicbt  wollen  wir,  diese  mit  ihrcu  zu- 
küuiiuenden  VVerthen  liier  in  der  gleicbca  Ordnung,  wie  sie  gefun- 
den wurden,  uuscbliessen:' 


^,^^f£2£0!^  (*.  1.  U)  ader  aneb  C'=^gJ'(§.1.15)| .f.«) 

Ä  =  ^^.^..  (»,2.4)  .  .  II);  C=^^{i.  i.  4J  .  .  12; 

'  /»  s  0/t .  «if  (f.  3.  4)  .  . .  13) 

^J^enu  die  Fläche  f  yuu  den  Acbsen  ^etruli'eu  uird;  üu  ist 

4':=,-.04f(f  3.i)..145Ä'=-H^^^^^''^(§.3.2)..15);  , 
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Weon  di«  Fläebe  Fnm4tm  Adwa  mkhi  getwgcü  wif4;  w  bt 

tf=-«e^ff  3.7)..lt) 
§.4. 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitere  AnwendoDgen  von  diesen  Be- 

stimmonsren  mac^pn.  norh  nnior^uchen ,  welche  ^eometrisrhe  Den- 
tuiiir  die  übrigeu  toetUcieQteQ  zuiaaseo,  weoii  euaer  oder  mehrere 
iu  der  allgemeineD  Gleichuog 

der  Fläciieu  üts  zvveiiea  Grades  Null  werden. 

Wir  Behen  ms  f.  l.  8),  4.  2.  4)  nnd  f.  3.  l),  dass  keiner  der 
Coefficienten  IT,  C-^  B,  Cy  O  und  von  den  übrigen  nbkäDgig 
ist,  mithin  k^inn  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Coefficienten  jf^ 
B^^  C"  sngleick  Nnli  werden,  ohne  dass  die  geometrische  Bedcs- 
tung  der  erstem  eine  Aenderuog  erleidet  Wohl  aber  crkenoei 
wir  aus  §.  1.  14)  und      S.  1')^  dass  A'  uod  B'  von  //,   C  hin- 

Sesr^'n  von  C  abhängig  ist,  und  dass  für  i?=:0  und  C=0  im 
llgemeine«  auch  B\  C  zu  Null  werden,  in  welcbem  Falle 
auch  die  Fläche  memub  eiu  Eilipäoid  sein  kuuti,  welches  schon 
daraus  erhellet,  dass  die  Gleichung  j&y*  +  2£r'yHhi'=0,  wenii 
B=^  isti  in  2ir'y+i9=0  ibemlit,  welche  nur  eine  einzis;e, 
eher  eine  reelle  Wonel  hat,  wethalb  die  Transversale  OQ-Q  wewr 
eine  Tangente  an  die  Flüdie  seio^  noch  dieselbe  in  zwei  Pnokten 
treffen  kann,  wus  doch  oothwendig  Stattfinden  müsste,  wenn  die 
Fläche  F  ein  Küipsoid  wäro  und  der  Punkt  0  nicht  auf  der  Ober- 
fläche desselben  läge,  welciies  wir  aber  bis  ]Hzt  noch  vorausg-esetit 
haben.  Ist  aber  auch  />  =  U,  so  toigc  aus  §.  3  13),  dass  einer 
der  Factoren  OB  oder  OB  gleich  ^luil  ist,  dies  kauu  aber  nur 
dann  Statt  finden,  wenn  der  Coordioateoanfang  O  auf  der  Fläche  F 
selbst  liegt,  in  welchem  Falle  aber  alsdann  sowohl  einer  der  Factoren 
l^^oder  wie  anch  C^/'oder  OP^  vol  Noll  werden  moss,  da> 
durch  alsdann  B^  ut^  B\  C  anbestimmt  werden.  Diese  Corf* 
ficienten  müssen  in  diesem  Fall  wie  in  $.  3.  mittelst  der  Diametnl^ 
ebenen  4)  5)  6}  bestimmt  werden.  Am  gleichen  Orte  haben  wir  ge- 
funden, dass      =  —  ~ÖE — *  — y  worani 

oc  oc 

A  =  oß  Oi  ^'"'*         bemerken  fem^  noch^  dass,  wenn  B 

und  C  zugleieb  negatiT  sind»  alsdann  eines  der  Segmente  €yt  oder 
OB!  in  Beziehung  auf  das  andere  eine  entsregcui^esetste  Riebtnng 
haben  mnss;  dies  kann  aber  bei  dem  Ellipsoid  nur  dann  stattfinden, 
wenn  der  Funkt  O  innerhalb  der  I  lUi  he  liegt,  in  diesem  Falle  ha- 
ben aber  auch  die  Segmente  OP,  OF  wie  auch  OQ  und  OQ  ent- 
gegen£(csetLtc  Richtung-,  also  sind  die  Producte  OP,  OP ^  OQ.  Of4, 
80  wie  da!?  Product  OB,  OB!  negativ»  folglich  die  ^otientea 

OR ,0R    OH,  OH'      .  .  .  j      V  •  j  »II* 

y  ^y>  ^p,  positiv j  woraus  benrorgeht»  dass  bei  dem  BUip- 

soid  die  Coefficienten  B  nnd  €  immer  positiv  sein  müssen.  Geis 
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auf  g'leiclic  Art  kiltmen  wir  zeigen,  dass»  wenn  das  Vorrcicbeu 
+  bat,  die  beide u  (JueÜicieoteu  U  uud  C  beim  zweitbeilii^ea  Uy* 

iierboloU  ingleieb  na|[;ativ  ««iii  ia)UMMi,'beiii  «tothaittf^a  Ujperba- 
oid  aber  aar  aiaer  ,vob'  baidca« 

Ist  Ibraar  ^s=0^  J^ssO,  sa  folgt  aach  4.  ft.  3). 

Qod  #.  3.  1),  dass  i±^  =  0,  ä^^=rO,  ^£l'  =  0,  alsa 

0H  =  --  On,  Ofi^z"—  Od,  0P=^-  OP  ist;  die  Punkte  R 
und  R \  Qj  (( \  P'  liegen  also  oicbt  uur  uut  eotgegeogesetzten 
Seiten  des  Punktes  Oy  sondern  anch  gleich  w«it  von  demselben 
entfernt,  nach  erhellet»  dass  der  Punkt  weil  .kaia  besoaderes 
Coordinateasystem  berücksicbtigft  wurde,  der  Mittelpilallt  der  Fliehe 
seiD  muss.*  '  Wir  erhalteii  auch  nach  der  an  Ende  von     3.  ffece- 

benen  Tabelle  Dts^OA*,  ^^^^^ 

schon  aus  dem  so  eben  Anges^ebenen,  dass,  wenn  auf  diesem  Wege 
die  Diäcuüfiion  der  h  lachen  vor^eauuimeu  wiirile,  liitaclbe  weit  au- 
schaallchere  Resultate  als  die  bisher  gefandenen  liefern,  wilf de. 

f  5.  '•    '  ' 

Aus  den  am  Ende  von  §.  3.  aogegcbenen  Coefticientettwertben 
lassen  sich  Tiete  merkwürdige  Eigenschaften  der  Flächen  de«  zwei* 
ten  Grades  deducireo. 

Wir  babea  ailflil$cb  fiir'  jedes  beliebige  Coordtnafaiifeystett  ga« 
foodeui  dass« 

OR.OR  OR.OR       .  . 

—  OU  .  Oft'  —  or .  Ol*" 
Verlet^^eii  wir  den  Coordinatcaanfang  O  nach  irg'end  einem  an- 
dern beliebigen  Punkt  O,  der  Achse  der  %  oder  der  Linie  ORR^ 
und  ziehen  durch  Of  mit  den  vorigen  Achsen  der  a:  uud  y  re- 
spectiTe  die  |»arallelea  0/P,P/,  0,Q,Q,\  welche  die  Fliehe ebea- 
falls  la  dea  reellen  ader  iBaginären  Paakten  Ffj,P/\  Q,^  Qf  tref- 
fen ,  so  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Coemcieatea  B  und  C 
durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordiaateasysteais  diirchaoe 
keine  Veränderuag  erleiden,  dass  ebenfalls 

Setzen  wir  die  Werthe  von  wie  auch  die  von  C  einander 
gleich,  so  erhalten  wir: 

OR.OR  .0,0,., 0,0,;  _^   OR.OR,, o,p,,o,p;  - 

OH'Oa  .a»H.0,R         OP.OF  .ojt.q^  { 

Veriec^P"  wir  ferner  den  Coordinntenanfnn^  in  einen  ganz  beliebigen 
Ort  O^  und  nehmen  ein  ganz  beliebiges  Coordinatens^stem,  dessen 
Achsen  O^R^',  O^Q^\  rß^P.'  nnt  jenen  des  vorhergehenden  iüiy- 
stems  durchaus  io  keiner  Beziehung  titebeu,  bezeicbueu  eodlich  init 
B^y  die  Coefileienten  tou  uad  of*  in  der  allgeoieiiiea  Gfdi* 
ehmg  d^r  Flache-  F  (wa  jedooi  Bf  und  C,  ganz  andere  Werthe 
haben  als  B  iiad  CT),  so  ist  ( Ix  nftlls  aadi  §.  3.  11).  IS) 

''''^  fKkz'0\H"  (ß^P^.O.P;' 
TSs  bezeichnen  Ä,,  Vi,';  H^,      \  P^  J*z  die  Durcbschnittspunkte 
der  neuen  Achsen  0^R^\  ^»Ö»',  0^P\  der  a,  y  und      mit  der 
Fläche  F.  Verlegen  wir  jetzt  den  Coardinateaanfang  ^,  nach  irgend 
^ineai  «ndenr  Piinki: dwAebae>^,il/  darxi  und  aiebea  O^Ui% 
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O^P'-i  respprtlvp  parallel  mit  den  Achsen  O^Q^^  ^^2^'%  der  y  und 
jt*  des  riaclistvorliergebcnden  Coordinateusvöteuis,  so  liubeo  wir,  weil 
bei  dieser  Courdioatea-VerämltM  uug  die  WertUe  vod  uod  6\  ua> 
verändert  bleiben ^  wenn  P,,  iP,  die  DurcbschDittspuokte 

der  neuen  Aebien  der  7j  xxnirse  »U'4er  Fläcbe  F*  bexeidinen,  nach 
den  gleieben  Nnmmern: 

S^tTti\  wir  diese  VVertbe  von  und  €%  jenen  vorhin  gefun- 
denen gieicli,  8<>  ist: 

'  -^a/*, -ö»/^«   .2) 

Setzen  wir  dieses  Verfubreo,  wodurch  wir  die  (ileu  bunoren  1) 
und  2)  crbalteu  haben,  weiter  fort,  und  bezeichueu  die  Durch« 
acbnittspunkte  der  Pticbe  W  mit  den  mleinanderfoigeoden  *  Aehseii 
der  X,  y  m^d  '^  respective  mit 

Ä.,   Rn.  BlnS 

.}'»  ■        0*1  ö'4>|.  Ä«»  Ö'i)  ät>  Ö*«»  ^2n  +  l)  Ö'aM+li 

80  erbaUeu  wir: 

o,R^ » <?4^a  ■      .  oMt^x  ^4^,  ■      2  •  o^P^ » 1  i  a> 


5) 


(hfiRn  '  (hnR'n     02>i-hlQ2n-i-1  •  ^?2/*-»- 1^2/1-1-1.  .     •  ' 

—  I"  —   —    —  I  • 

(hnP2n  .  (hnP'^H  •  €^2iH-lA/i  .  (hn+lRn  "~ 

Aus  der  MuIHplication  der  Gleicbiing^en.  1)-  2)  ...  5)  erhalten  wir: 

lOR  .  .  O^R,  ,  O^R,  .  0\R^  .  O^k.^  ......  Ol^Kn  .  OlrxRn  \  »  1 

w,R^o,RM^R^.o^B;.^.a^&^.a^i£^..^..02».^xitß*.Q^»^m\  " 


Hättm  wir  die  mit  ungeraden  StellenanUen  veraehenen'  An* 

langepnttkte  der  Coordinaten  auf  den  Linien  Öif^  ^»«»9  ^«0^«  

oder  «ucb  auf  OP*j,  0^\P'9t.  O^JP^^  ......  genommen,  so  wiMen 

wir  ähnliche  Gleichungen,  wie  die  in  6)  erhalten  haben. 

Sind  die  sämmtlichen  Achsen  der  x  nemliclt  OH',  OiJ^y 
OzR'.i^ii.  m  gesogen^  dMa.jiie*d#e  FlÄciie      ||^/nübyrenj  &o 
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iuid  die  .GieicbBD^  6.  ge(it  in /ülgcad^  übjer:    *   *    -  ,  , 
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4 

Nebflien  vir  aber  die  beiden  im^mr  ^Achten  je^etiial  teBffircii^, 

so  dass  also  OQ'j  ö,^,-,  1^,^,,  ;  ÖP',  O^P',,  0^r\  

(lip  Fläche  F  berühren,  so  wird  0Q=  OQ^  O^Q,  =  0,Q^^ 

und  wir  erhalten  aus  (>)  folgende  Gleichung: 

OP  .Od.  O^P^  .  .  0,P^  .  O^Q  (hnPm  .  auQzm         '  ' 

Sind  endlicli  in  jedem  CoordiaateDtyiten  alle  drei  Aeheen  tan* 
girendf  so  ist  aas  6j  , 

i  O^R .  O^Mi  •   (htH^  i 


In 


VenridfiudieB  wir  die  GleichnDgen  der  oendiehen  Nnaiaiern 
1^  2^ ...  5,  jedocli  so^  dass  die  rechts  und  die  links  besondere 
Firoducte  bilden,  so  erbalten  wir:  . 


m 


± 

r 


I 

mm 

m 

i 


w 


+ 

+ 


f 


« 

■j 


5? 


5^ 


ü  iL 


f 
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Nehmen  iHr  aneh  diemal  alle  Acfciea  der    f  and  »  tangiread 

Gleiehungea  lolgeadet 


die  f'läcbe  /\  so  e^bea  rieh  an«  dieaen 

OR,a^Ht,o^R^,,ja9tittn  _  041,0 A^.o^^^tMh»  y 

O^M.O^R^  .ojt^  ...».^iH-lK      ^t^.^.^t  A<B*--^^^K»4d€lii^  ( 

  OP.O^P^,O^P^  ^1*21» 

OxF.OtP,  .O^P^  AbH-lAto^i 

Addiren  wir  eiidiicii  ilie  üleichungeu  1,  2^ . 
prdauDgi  so  iat$  J.i 


...12) 


..5 


iu  der  uemiiciieQ 


>3 


«* 


Iii 

••Im     ki  n 


□  ^ 


a 


D 


9  ^ 


+  + 


«9 

* 


•»*»*•  r  o 

5e  ?e  >  5ö  e=  ± 


M  M 
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Bestimmiiiiff  Üer  geometrischen  fiedeutung  der  Coef* 
ficieoteo  der  Gleichung  der  Flüchen  dee  dritten 

*  .  Grade«» 

Da  der  Gang,  den  wir  b«i  diesen  BestimmuDgen  einschlagen, 
öfter;»  mit  jepem  des  in  1.  heärhetteten  Geffenstandes  übereinstiomt, 
iffli  werden  wl^  ans  m  den  betreffenden  F&llen,  ■Wia  Wiederholtf ogen 
mn  vermeiden,  auf  denaelhen  besi^^n.   Der  alfgemeinen  Glelchnng 

der  Plidien  des  dritten  ./Giraitea  g^ben  wir  folgende  an  unsem 
Zwecke  dienliche  Formen:  i 


4- Äy'  H-  3y»  jÄir  +  Zr  j  -f-  3yj Zar»  +  D'x     iff" j 

-i-  Cor      3  C'^»  -H3C^'ar  -i-  ; 


=  0  2) 


=  0....3) 


ET      n  C' 


Wir  haben  hiekei  wie  iu  1.  kein  besonderes  Coordiuaten- 
berüeltaichtiget  -  V  . 

Wenden  wir  daa  gleiche- Verfahren  wi^  in  I.  §.  1.  an«  and  be- 
zeichnen die  Wuneln  der  aus  2)  durch  die  anf  einander  folgenden 
Substitutionen  Ton  i/\  f/\  jd',  y  , statt  ^,  y  entstandeoea 
Gleichungen  respcctivc  mit  z\  ;  ä",,  %'\,       ;  s'",,  V^,, 

so  erhalten  wir  nach  der  Theorie  der  Gleicituogen  des  dritteo 
Grades:  -  J 
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-H  %'t  4-  ^  ^)  V.  v\ .  •  /.  5) 

3",.-*-     H-     = — 3f. vy  +      -f-  .40 .  •. . .   6) 

ut: 


fl  ^1  "j"  ^2           ^  2  -H  " 

^   ,  3(x  ) 

Bei  der  Constniction  dieser  beiden  Coefficienten -VVcTtfie  ver- 
fabreo  wir  ganz  gleicb  wie  bei  jener  der  Wertlie  von  £tj  V  in  f. 

f .  1.  Beiei^hneii  wir  t4la- DftrcCBehiiitts^iikte  dtr  mit  der  Acbse 
er  %  parallelen  Linien  {sc  =  äe^y  y^y')^       =       ttzs^i/),  .  % 
{jc=J,  ys===y")>       wir  P'J.',  P^^JL^  (Tai  IV.  Fig.  %) 

nennen  wollen«  nnd  der  durciL  <Iie  (■leirlaing  i)  ausgedrückfen 
Fläche  F\  respective  m\i  iV il/',;  M\,  M\,  M'\\  M'\, 
Jü"',,  M*'\\   und  denken  ains  von  ßi\,  M\   die  Linien 

.äi\A'\i  M\N'\i  3f^N"\  paiallel  mit  4<*i'  Achse  der  a:  bis  an  die 
T.inic  P"L",  und  M\.\'\,  3f\N"\   [Kirullel  mit  der 

Acbüe  der  y        an  die  Linie  P"^JL"'  gezogen,  so  erbaiten  wir,  wie 
am  oben  angegebenen  Orte: 

.  2,==_ÄÄ±i^aiC«^^::i  io) 

0jBr^b.  ein  äbaliciies' Ter  fahren,  mit  den  Gteichpocen  3)  ^d  er- 
liatten  wir:  ^         *  -  "       •  -  ^  '      ..  .    .  .. 

- .   W—  "Wir'         . . . .  • 


I 

«  I 


■  •  * 


^S:-,  I      r  I  i^^"'^ —  ^   AÖj; 


«/"  '    t   #»"'  ./*'    _•    i/*'  "  '      *     '    '  »' 

'  "  • '  *')  " 

m""  .      .  ■    .  "f        - 1      .  .  .f,.-* 

In  diesen  Ausdrücken  bedeuten  W,^f',j  » u,  s.  w.  in 

Beziehung  auf  die  l  lache  J^i  und  die  Ligien  (a:  =  a/, 
{a:  =  a:",  »sä*'):  («=^,  «:5=V');  (y?=y,  ä=V):  (y  =  y", 
»aä:»');  (ys^y,  *  =  die  i^tr  Te8peetive"%it  y// yVV/^/'' 
^A',  ^r'Ai',  if^'X^  bezeichnen  wollen  (diese  ^Linien  sind  alle  in  der 
Figu^- angezeigt^'  die  Punkte r  iif,,'.  i .  fi'i  .  /i^'^V  '<^^ 
Linie  W,»',  Ii.  s.  w.  sind  weggelassen)  das  Gleiche;,  was  M'\i  Af'\, 
J^  '\  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  dio-^Jäche  und  <iic  Linien 
/»'X',  i^'X",  bedeuten.  ' 

Ganz  auf  s^Ieidic  Art  wie  in  \.  §.  1.  15.  können  wir  für  be- 
sondere Fälle  die  in  10,  11,  ....  15)  gefundenen  Werthe  von  jUj 
^  • . . .  u.  s.  w.  noch  vereinfachen,  so  dass  sie  die  Formen  ' 
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y= — ^  3/>>'  '  ^  g~  W  ^  '  ^-..w) 

IT 

erhaiteo« 

■f.*  ■•- 

Setzen  wir  zuerst  in  der  GleickuDg  2)  ^  and  y\  alsdsnn  in 
3)  AT  mid  und  endlich  in  4)  ^  nnd  a(,  gleich  NuU»  so  erhalten 
wir  folgende  ^eichuegen: 

a '  «f-  3.i  J6  -      3.i"j5  +       =  0  1) 

+  y'H--^y+^s=sO  

3C  3C" 
a?«-|-^^»-4--^ar  +  -j7-  =  0.  3) 

Beseicbnen  wir  renpective  die  Wurzeln  dieser  Gleichangen  mX 
ywy%%  m>  ist  bekanntlich: 

oder  weuu  wir,  wie  früber)  tleu  Coordioateo- Anfaiiff  mit  0^  die 
Dnrchschniftspnnkte  der  Adbien  der  y  und  of  mit  der  Fläche  F 
heziehlich  durch  Jff,  B^i  9,  P,  i^,  JP^  beselchnen» 
so  ist: 

woraus  wir  sogleich: 


erhalten.  Da  wir  biebei  kein  besonderes  Coordinaten- System  sn 

berücksichtigten  brauchen ,  so  nehmen  wir  dasselbe  so  an ,  dass  es 
mit  jenem  in  §.  1.  entweder  das  gleiche,  oder  doch  mit  ihm  paral- 
lel ist;  alsdann  werden  wir  mittelst  der  Substitution  der  soeben 
gefundenen  Werthe  von  //  und  C  \\\  den  Gleichungen  1^^  13,«.  Id 
folgende  Coordinntcn -Werthe  erhalten: 

^          i,rri\n\^m  ' M\  ^m'\n\^  ,  (m  .  QIC.  ORT 

«_   .  {ml"^'\^^tn'\n'\  -h  m"\  n\ )   OR.QR.  ORT 

.  ,     tiTii.W.  QF  .OF*  ^' 

'  Die  ubgekürxten  VVerllie  dieser  Coordtnaten  äiud  aus  1.  16» 
ebenso  «1  tSestinimen. 
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§.3. 

Wir  gelano^en  zur  Besfimmtiunf  Hpr  ropffirienten  ^\  B\  C"  in- 
dem wir  bcmerkeo,  dass  bei  der  ^hiichen  Bezeichnung  wie  10^2^ 
ttus  den  Gleichungen  1,  2,  3  jenes  Paragraphen  folgt,  dass: 

^  — —  3  ^—  J         ,  ^  —  «  J  -i 

ist,  und  wenn  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Werthe  von        %  ,  % 
ffx  und  van  B  undr  C  einfahren,  so  erhalten  wir  alMlaon: 

•  ^  ~  tMTWToS^  1 

^  —  TÖFTöFToP  } 

Nun  ist  aber,  wenn  alle  drei  Wurzeln  der  GleicLunir  &  2.  2^ 

positiv  sind,   1  555  ÖÄH  ^  ,  und  wenn  wir 

/?  /?'  HR" 

HL  =2  j  gleicli  dem  dritten  Tlieile  der  Summe  der  Ab« 

«tftnde  der  beiden  letzten  Durchschnittspnnkte  72'  uud  Mf  vom  er- 
sten R  rnucheu,  S(i  ist  OL»  die  Entfernung  des  auf  die  eben  anffe« 
gebene  Weise  bestinimten  Punktes  L  vom  Coordinatcnanfange.  Sind 
JU  und  N  auf  den  Achsen  der  y  und  in  Beziehung-  auf  die 
Punkte  W  Q"-^  /*  P"  i^henso  bestiuittit  wie  JL  in  Beziehunir 
aut  ilie  Punkte  B,  B\  II  \  su  haben  wir  auch  zufolge  1): 

•A—^vä.\\iF=^  ^(^.W.ör   ÖPMFTÖF^V^) 

Aus  den  nemlicben  Gleichungen  f.  2.  1,  2.  3.  folgt  aber  4ioch 
noch»  dass:  ^ 

ist.  Fuhren  wir  statt  x,,  js,,  u.  s.  w.,  wie  auch  statt  B  und  C  ihre 
Werthe  in  diese  Ansdriicite  ein,  so  erhalten  wir: 


•)  Der  o!)en  angegebene  Werth  ron   /'  hänjrt  jedocb  noch  auf  verschie- 

ileiie  Art  von  dem  Vor/eirhen  (lor  Wurzeln  2,  und  ab,  nemlich 
.i'  kann  in  lieiielujug  auf  iliesc  Vorzei«  iien  noch  folgende  Werthe  ha- 
ben:   —  ^itil,         ^.H-y-g»^    _  — 

3        '  3  »  j   >  "»on  welchen 

jedoch  die  drei  letztem  nur  das  Entgegengesetzte  der  drei  erstem  sind* 
für  diese  drei  finden  wir  auf  gleiche  Art  wie  im  Texte  resi>eedve* 

Rif  t  JtJR* 

0R-\  — )»  gan»  auf  gleiche  Art  lassen  sich  auch 

noch  für  jeden  der  Coeffieienten  Ä*,  IT  drei  wschiedene  Warthe 

linden. 
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—  g  » 

Ulli  geometrische  Au.sdrä^e  für  die  vier  noch  iMibestimmten 
Cpefficicuten       E\  JD,  jF"  zu  erbatten,  kehren  wir  zu  der  Glei- 

cliitnpr  §.  1.  2.  zurück,  und  setzen  in  jene  niirlnMiirinder  .t\  //; 
a:\  y  '%  a:'\  y  \  .r  \  //";  Ik  z<  i(  liripn  alsdann  die  W  urzel«  der  resul- 
tirenden  Gleich uiiji^eu  respective  mit  z\,  x\  ',  s",,  s'\\ 
*  tj  *  2s  *  ^"«;  SU  haheu  wir  xutylge  der  Eigeo- 

«ehafteti  der  eübiscnen  Gleicbongfen: 

+  i^y' -f- 4- ^/ )  3)  . 

Snbtrabiren  wir  die  erste  tq»  der  zweiten,  und  dividirea  den  Rest 
^ureb  y  — y,  so  ist         "  ,  , 
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Es  sind  aber  oacli  unserer  in  §.  1.  imgenommeneD  Bezeichnung 
^'m  M\;  M'\,  M\.  ßf"\\  3r\,  M"\;  M'\, 
iV"',,  iV^j  die  Durrhscliniftspunkte  der  Flache  tind  der  mit  der 
Aclise  der  x,  parallelen  Linien  P' L\  P" L\  P"U'\  P^iJ\  so 
dasä  also  5' ,  = /*'ifcf 'j,  s>\:=^P^M\  u.  s.  w  

Dorcb  die  Einfdbruog  dieser  Ltoien  in  die  letzte  Gleicliaiig 
wird: 

m 

Constriiirrn  wir.  um  diesen  Ausdruck  kürzer  darzustellen, 
Tv.Urhen  P'''M'\  und  /»'^If'»',,  und  P^  M  \.  P" M'\ 

\xxm\  P  M'\.  P M\  und  P  y\.  P'^'M''  ,  und/"»'i»/'%,u.s  %v  

/*'iW'    und  rM\  die  mittleren  Proportionalen  *V'»',  S"\T'*^, 

S"'  T  „  S  tT\,  S\  r,;  bilden  alsdana  aus  Ä'»',  T'»^,  und  Ä", 
ein  reclitwinkligea  Dreieck,  dessen  Hypiitenuse  t^^,«',  sein  soll, 
ebenso  bexeiebnen  wir:  ' 

die  Ujpotenused.  recbtw. Dreiecks  aui 4^'",  7^"2U.A"',  7r\  mit/",« 

-  Ä'^T^^- Ä^T',  -  *'^#„ 
-    -   -     -    -Ä'^r'^-  Ä'.T',  -  #v,. 

Führen  wir  diese  Hjpotennsen  in  den  obigen  Wertb  von  F 
ein,  so  erhalten  wir: 

Wir  erkennen  ober  bierin,  dnss  die  Snmme  der  drei  ersten 

Quadrate  der  Diagonale  «'^|#'%  eines  rechtAvink liefen  Parallelepi- 
peds  dessen  Kanten  #'''1/»,  *'^t*\%  sind,  gleicb 

ist,  und  ebenso  ist  die  Stimme  der  drei  andern  Quadrate  dem  Qua- 
drate der  Diagonale  *  i#  »  eines  andern  recl(tvvlnkli2*en  Pnrallele- 
pipods  «  ' is'\jf'\s"\  gleich,  dessen  Kanten  *  ,jr"j,  s  \s \f  * 
sind,  und  es  wird  .daher  der  letzte  Ausdruck  zu : 

— •  SP  ' P   P" P  '•tier       —  ^p" £y    p"' jy  ••••••  •'l 

wo  die  zweite  Cntbete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 

zeichnet, dessen  Hypotenuse  dessen  erste  Cathete 

#'",.f"2  ist.  Mittelst  dieses  Werthes  von  Fy  und  des  in  §.  2.6)  cfe- 
fundeneu  Werths  von  E  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  5),  wenn 
wir  die  oben  augegebenen  Bezeichouogen  und  UültsconstructioneD 
gebraucheo:  * 
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Auch  in  4i«ien  Auwlrveke  kann  dos  erat«  Glied  des  streiten 
Theiis,  wie  in  8.,  einfacher  dar^irestellt  werden,  Snbtrabiren  wir 
%  von  4  und  diviiliren- den'  Rest  mit  Z{a/*^af')j  so  ist: 

Snbstitoirea  wir  bierin  den  TorliiD  gefundenen  Werth  Ton  jP,  und 
den  10  f.  2.  8.  angegebenen  Werth  von  und  gebrauchen  die  im 
Anfiitt^  dieses  Paragraphen  angegebenen  Beseichnongen»  so  erhal* 
ten  wir  wie  in .  10.  •  *       ,  " 
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Um  eodlicb  den  Coeffieienten  JJ  zu  besttiumeu,  ^Ueu  wir  ift 
der  OleicbuDg^  f.  1.  3.  nach  eioander  or',  ji^j  statt  jc  und  x; 

80  folgt  wie  oben,  dass^  wenn  wir  mit  ^,1,  y»,  y's ;  jy'i»  ftk^'lP^ 
Wo 


die  WDixelB  der  reiniftireadeD  GleicbuBgen 

y  ly     »y  a-H^  »y     |  ^»       ä  +^0? »  -f^ rf.^  j 

Diese  Gleichungen  von  einander  subtrabirl,  und  den  B«it 
SCj/*^«*')  dividirt^  geben: 
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u  i,^       p  .  »^.ir^4-i>y.»^.+f^.'^--i«''>»'«+y.y'.-H«'^M. 

Ans  diewr  GlelctuDg  findeo  wir  JurcL  K'nfül.runR  «»^  ^Mlhe  von 
y'.,  y.,  ■•■.w.,  «mier  voa  Ä,     •iid^',  falgeodeo  Werth  f 00  U. 

'       ■•  II  . 
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Da  die  roefßcienten       C,       D,  E,  A',  A  ihre  Werthe 

anverändext  beibebalteo ,  wobiu  wir  aucb  ddä  Coordioateasystein 
parallel  mit  aieli  selbit  terrilckeD,  so  koDDen  wir  übnlicbe  Eigeo- 
Schäften  der  Traosversalen  io  Beziebuog  auf  die  Flachen  des  dritten 
Grades  herleiten,  wie  wir  es  in  1.  §.  5.  bei  den  Flächen  des  zweiten 
Grades  gethan  haben;  da  aber  die  HerleituDcr  cr^n'^  <!ie  s:l(>t(*he  i^t, 
wie  a.  a.  ().,  so  brechen  wir  hier  diese  üutersucbungen  ab,  bis  wir  . 
an  einem  andern  Orte  diesen  Gegenstand  ausführlicher  behandein. 


XLVU. 

lieber  BernouUiscbe  Zahlen  und  die  Coef- 
ficienten  der  Sekantenreihen. 

Von 

Herrn  O.  Scliluuiilch 

»u.  Weimer. 


Die  folgenden  Bntwiekelungen  beruhen  auf  zwei  wichtigen  be- 
stimmteD  Integralen,  nSmlicb 


t/  0  71 


COS  ipSti'Q 


0  j7   jp 

±isinÄ0d®  =  t-±^  (ä) 


die  sich  im  ZusammenhaDge  mit  der  !>ebre  von  den  bestimniteii  In* 
tegralcn  uehst  einer  Menge  ähnlicher  leicht  entwickeln  lassen«  die 
nan  aber  auch  mittelst  der  beiden  Kormein  vun  Fourier 

y(ar)  zsz  -^J  ^  cos  riOäti  f  ^  9p(0)  cos  a^OdO 
y(^)  =  —      sin  ißdii  j ^  5p(0)  sin  a:Qd0 


\ 


leicht  veriiiciren  kann«  indem  man  im  ersten  l^aü  g}(&)=:-=- 

und  im  zweiten  3p(0)  =   setjtt.  Durch  die  erste  Integration, 

e    —  1 

welche  man  nach  (1)  und  (2)  ansföhrt,  gelangt  man  au  einem  Avi-* 
drucke,  der  wieder  gans  äbnlieh  aussiebt  und  sich  auf  gleicbe  Weise 


Digitized  by  Google 


361  \ 

iategriren  lässt,  so  daas  man  zuletmt  ein  ideitiaclHis  Resultat  be- 
kommt, wie  diess  der  Fell  aein  miitti,  wenn  die  Integrale  (1)  und 
(t)  ricbtijg^  sein  sollen. 

Alnltipiiciren  inr  (1)  mit  (2)»  ae  wird  aof  der  reebten  Seite 


Nun  ffiebt  aber  die  Division   ■ "  i  ■ ,  wenn  man  fibr  coa  of  die  be- 
^  cos  X 

kannte,  nacb  Potenzen  Ten  a?  geordnete  Reibe  aetnt,  eine  nene 

Reibe  von  der  Form 

wo  ifof  -^3)  •  •  •  gewisse  Zahlen  sind ,  die  eine  ioteresaante 
Analogie  zu  den  BernouIIisclien  Zablen  jff,,  S^,  ..  .besitzen, 
welche  letztere  bekanntÜcb  in  der  Cosecantenreibe  eine  wichtige 
Rolle  spielen.   

Schreiben  wir  4r>  so  wird 


also,  wenn  wir  dieae  Reibe  anbatitniren 


'f. 


cos  a:9d9  ^  ^ 

0  e%^^e^%^ 


Den  Nenner  des  Integrala  wollen  wir  knm  mit  N  beielditten,  nnd 
€Da^B0  in  die  bekannte  Reibe  entwickeln,  wobei  wir  die  Potensen 
von  or,  welches  in  Bezug  auf  die  Integration  Constante  vA^  vor  * 
daa  Integmlaeicben  aetsen  können«   Wir  erhalten  dann 

also  durch  Vergleichung  beider  Reihen 

Vo  i^  =  ^»'i/o  "iT"  — ^»  

oder  aligemeio  2y  ^  — —  =  iffsn»  d.  i.,  weuu  wir  den  VVerlli  vun 
N  wieder  elns^tsen, 


Dnreb  ein  ähnliches  Verfahren  erhalten  wir  aus  (2)  ein  bestimmtea 
Integmit  welehea  die  (2«  —  l)te  Bemonlliacbe  Zahl  ausdrückt, 

Multlpllciren  wir  nämlicb  beide  Briten  Ton  (2)  mit  V/—  1»  ao 
wird  recbta   

«Iso 
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l/^  /TS^  «in  a:Gde  =  -  cot  l^^ar. 

^0  0*V ••.I  m 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  1  ^  ^  ^'"^  gehen  .vemöge  der 
Relation  Ung  xszeot  »  —  t  snr  Tangjßiite  über,  lo  tat 

j         sin  2a?©  —  sin  a:e)äe  =  teng  V^^a:. 

Entwickeln  "wir  nun  tnn^  in  die  bekannte  Reibe,  welche 

die  BernoulKscIien  Zahlen  involvirt,  und  ebenso  sin  2^9,  sin  ^© 
in  die  nach  Potenxen  ^on  ^©  fortschroitonden  Reihen»  so  haben  wir 

\y — rl2*-'         j>      2*— .1    ;  2* 

uud  vergleichen  wir  beide  Reihen,  Glied  für  Glied,  so  entstehen  die 
Relationen  ^ 


^    '  ■  3» 

oder,  wenn  wir  für  JH  seinen  Werth  schreiben, 


Die  Ausdrücke  (3)  und^  (  ij  sind  zwar  schon  an  sich  bemerkcns- 
Werth,  in  so  fern  sie  jeden  der  interessanten  Cuetiicienten  B^m, 
J^2»-i  durch  ein  beftinntes  Integral,  also  in  geschlossener  Form 
darstellen;  interessanter  aber  ist  fotgendeEiitwiokelung,  dttrcikwekka 
man  an  einer  Relation  zwischen  A»  und  i^SM-^t  selbst  gelangt. 

Wir  setzen  in  (1)  1^  für  «uitlplieiren  Jieide  Seiten  mit 
2  sm  4r,  and  haben  so 


1b  —  ^  \^=f^f'^ 


Zerlegen  wir  ferner  das  Produkt  2  siu  ;r  .  cos  1/ —  in  die 

Summe  siu  (1  -H  —  10)^  sin  (1  —  —  10)^;,  entwickeln 
dasni  beide  AosMIeke,  Knlcsudie  beiden  SinMs  und  rechts  die  Tao^ 
gento,  in  Reiben,  sn  sind  der«»  (Sis  r-*l )U  aUgenieiBeis  €liiMler; 


,  .    •    »1-  2^  ^     ~  , 

1, 2.... (211-1)  •  2» 
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oder,  weuu  wir  deo  Neooer  unter  dem  Ititegralzeichen  wieder  wui 
N  beseicbnes 

Entwicketn  wi*  nuö  die  Potenzen  (1  i  \/Ziy  Bf*"^  nach  dfei« 
BiDomUltlieiwte«,  «P9b0l>ir  4h»  WoöiüialcoifficitiitMi  mit  (fll»»- 1)»» 

oder  ,  ,j 

AMr  dieser  Ibteg#at6  tteftt  flicb  naoh  (B)  «asfUbreiif  uad  wir 
erMteii  mit  jRttckaicht  «iif  0)  i 


eine  sehr  einfache  Relation  zwischen  den  aufeinander  folgenden  Se- 
kantencoefficieoten»  einer  Bernoullischen  Z«hi  ^od  den  Binomialcoef- 

ficicnteD  ihres  Index. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  anders  sdireiben. 
Wenn  man  nämlich  die  8ekantenreihe 

2jt  mal  differenxiirt,  so  ist 


=  Bim 


' « « • « • 


daß» 

wobei  die  nachfolgeodcu  Glieder  nuch  j:  euthalteu.  .Alao  filr  ar=0 
l£ben»o.  erhält  man  afis  der  Tangentenreihe  y 

durch  (2»  ^  l)iiialige  Differenzintion  uad  iür  .2;  ==  0  ,  , 

; .  Fühm.iiffir  diewt  Wertik:  la  (^)  ^»h  ^ 


» 

.  ,     Ii..  l  Ms    i  \    .    I  (i.:    ,1  •■ 
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Ueber  Caucby*s  neueste  CDtersaehimgen  Uber 
die  Entwickelung  der  gesonderten  Functionen 
mit  einer  veränderlichen  Grösse  in  nach  den 
positiven  ganzen  Potmzen  dieser  verftnderli- 

eben  Grösse  fortschreitende  convergirende 

Reihen^). 

Nach  den  Consid^rations  nouvelles  mr  la  throne  des 

suites  ei  siir  les  lois  de  leur  couvergence  vou  Cauchy 
in  dessen  Exercices  d' Analyse  et  de  Pliysique  mathe- 
matique.    9e  Livraisou.    Paris.  1840,  frei  bearbeilet 
*        uad  mit  erlltatenideu  Zusätzen  vermehrt 

von 

dem  Herausgeber. 


f.  1. 

Erklärung.    Von  der  Grösse  \  +  >  1/ — 1,  wo  X  und  Y 
reelle  uoabhängige  oder  abhäogige  veräuderliche  Grössen  bexeicti- 
Ben  soUeDi  sagt  auMy  daii  sie  einen  endlicben  TÖllig  be- 
,  stimmten  Werth  habe,  wenn  die  Crrossea  Xund  F  beide  ead» 
lic^  völlig  bestimmte  Werthe  babeo. 

Der  Null  unendlich  nabe  kommende  Veränderunfireo  '  - 
der  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  habenden  Grösse 

^  WO  X  und  y  reelle  unabhängige  oder  abhängige 
veränderliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  beissen  solche  Verände- 
runden  dieser  Grösse,  welche  der  Null  unendlich  nahe  kommenden 
'  Veränderungen  der  reellen  Grössen  X  und  Y  entsprechen  oder 
dnreh  solehe  Veränderungen  dieser  Grössen  herbei geföbrt  werden* 

Eine  Function  f(x)  einer  beliebigen  reellen  öder  imaginären 
Grösse  of  heisst  für  einen  gewissen  endlichen  völlig  be» 
stimmten  Werth,  oder  in  <ler  Nähe  eines  g^ewissen  end- 
lichen völlig*  bestimmten  Werths  dieser  veränderlichen 
Grösse  stetig,  wenn  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe 
der  verHuderlichen  Grösse     ein  endüeher  völüg  bestimmter  Werth 

*)  Unter  gesonderten  FbnetieBsn  werden*  hier  die  sonst  sogenannten 
functiones  explicitae  Tentanden;  da  diese  Functionen  wirklich  'von 
ihren  Teränderlichen  Grossen  gesondert  sind,  so  scheint  der  hier  gs» 
brauchte  Ausdruck  nicht  unpassend  zu  seiot 
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imt  Pattction  /(^)  «ntnndht»  niid  wenn  durch  der  Nall  iiMsdIicb 

nahe  kommende  Veränderuogen  des  in  Rede  stelieoden  eodliclieii 

völlig  bostimmtpti  Wrrtli?  von  der  Nnll  nnerH^Iich  nahe  kommende 
Veraaderungen  des  diesem  eodlichen  völlip^  bestimmten  Wertlic  vod 
.T  entsprerlienden  WerÜis  der  Function  /(.v)  lierheigefülirt  werden. 
vSind  dagegen  diese  Uedingungeo  nicht  vollständig  erfüllt ,  mt  sagt 
«SB,  diiss  für  den  in  Rede  »telreiidea  endlleiieB  völlig 
bestimmleii  Werth«  der  veränderlichen  Grdsee  jp  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  Stalt  findet. 

Wenn  für  keinen  reellen  U'erth  von  jr,  welcher  eine  Mittel- 
grosse  zwisrhrn  den  beiden  reellen  VVerthcn  a  und  6  von  ist, 
eine  UntcrliKM  Illing  (Irr  Steti£rf<eit  der  Function  f(.v)  Statt  findet, 
,  so  :iaai  man.  duss  diese  Function  zwisciieu  den  Gräuzcu  a 
und  t  oder  ven  m  bis  6  stetig  sei. 

Die  Function  /{a:)  heitst  ferner  nwiecheri  den  reellen 
Werthen  r  und  It  des  Modulus  Ihrer  veränderlichen 
Grössc^rals  dessen  Gränzen  stet»  g",  wenn  fiir  keinen  Werth  der 
veränderlichen  Grössen,  dessen Modulus  eine Mitteigrössi:  zwis(  lieu  r 
und  Ii*)  ist,  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Funchdii  /(ar) 
Sttttt  iindel;,  oder,  was  dasäcibe  ist,  wenn  für  jeden  Werth  oder  io 
der  Iftthe  jedes  Werths  der  veränderlichen  Grosse  op^  dessen  Mo* 
dttlus  eine  Mittelgrosse  »wischen  r  und  A  ist,  die  Panction  f{a:) 
stetig  ist 

§.2. 

Lehrtatz,  Wenn  die  Function  y  f{jc)  ivkt  einen  be* 
stimmten  reellen  W  erth  ihrer  unahbängigeu  veränderli* 
chenGrÖsse,  welcher  der  Einfachheit  wegen  durch  or  selbst 
bezeichnet  werden  msff,  reell  und  stetig,  und  der  ent- 
sprecliende  Werth /*'(^  des  ersten  Differeutialquotien- 
tea  dieser  Ftiticfion  eine  endliche  völlig  bestimmte  re- 
elle, aber  nicht  v  e i  s c  h \v  i u d ende  Grösse  ist;  ho  wird,  in- 
demmnn  die  una  b  Ii  ä  übrige  veränderliche  (.rosse  von  dem 
bestimmten  reellen  Wertlie  au  sich  reell  und  stetig 
verändern  lässt: 

l.  wenB/'(^)  positiv  ist,  die  gegebene  Pnnction  von 
dem  Werthe/*(^)  au  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 
häniriL'^e  verände  rl  1  c  !i  e  (irösse  von  dem  reellen  Wertbe 
a:  au  respective  zu-  oder  abnimmt;  dagegen  wird 

1.  wenn  /'{•v)  negativ  ist,  die  gegebene  Function  voa 
dem  Werthe  f\^Jc)  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  uoub» 
häugige  veränderliche  Grösse  von  dem  reellen  Warthe 
at  an  respective  ab-  oder  zunimmt. 

Beweis.  Die  der  beliebigen  Aenderung  /tx  von  x  entspre- 
chende Aendernng  von  /(^)  sei  Jy,  Nach  dem  allgemeiaen  Be- 
griffe des  Differentiali|notienteo  ist  f(a:)  die  Graoze,  welcher  ^ 
sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grude  uubert,  wenn  man  sieb  bis 

_   ' 

*)  Ueber  den  allgemeinen  Begriff  einer  Mittelgrösse  zwischen  zwei  anderen 
Grossen  s.  m.  die  Abhandlung  XL.  ^  SS.  im  dritten  Hefte,  so  wie 
denn  die  in  diestr  Abhandlung  bewiesenen  Sitss,  wie  wir  sehen  wer- 
den, überhaupt  eine  Hauptgnmdlags  der  gegenwirtlgen  Unrecsuchungen 
über  die  Reinen  bildsa. 
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ZU  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  näbern  läast.  Für  der  Noll 
nnendlich  nahe  koomeode  Jjs  hat  alao  ^  mtfijf)  olfenbar  einer- 
lei VoraeielieD.  Ist  folglidi  /'(^)  posiiir,  to  wti  Iner  far  öer 

Noll  uoendlicb  nahe  kommende  Jar,  auch  ^  positiv,  uod  z/or  uod 

//y  liahen  folg;Iicli  e^lcirlio  Vorzeicljen ,  il.  !i.  die  i!n«n!>liäDg'ig'e  ver- 
Htiderliche  Grösse  und  die  Fuuctuni  nehmen  respective  von  den 
WCrtlien  und  J'(:v)  au  gleichzeitig  zu  und  ab,  wie  behauptet 
wurde.    Ist  dagegeu  /'(^)  negativ,  so  ist  für  der  Null  unendlich 

Dabe  kommebde  ^4?.aiicb      negativ,  und  Jjp  und^y  haben  folg^ 

lick  entgegeasctste  ITorseieken,  d.  h.  die  Fonetion  niiuit  vpn  &tm 
Wertbey^or)  an  ab  oder  au«  wenn  die  tfnabhilogige  verftnderliehc 
Grösse  von  dem  Werthe  a:  an  respective  zu-  oder  abniaat»  wel- 
ckeB  der  xweite  Tbeil  der  Behauptung  war* 

«.  3. 

Erster  Zusatz,  Wenn  sowohl  die  Function  /*(^),  als 
Burli  ilir  erster  Oifferen t i a  I  fj ii o  ti  e  nt  /*(^)  zwischen  clen 
reelleu  Gränzen  a  und  0  reell  und  stetig-  ist,  und  letz- 
terer sein  Zeichen  niemals  ändert,  wenn  man  sich  von 
X      a  his  stetig  verändern  liisst;    so  wird  die 

Function  f(pc)  entweder  stets  wachsen  oder  stets  ab- 
nehmen, wenn  man  sich  »  iipn  ar  =  «  bis  =  6  stetig 
verändern  lässt. 

Wenn  /^(.r)  in  dem  Intervalle  ar^  n^als  versehwindet,  so  folgt 
der  "Satz  unmittelbar  ans  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen , 
Satze.  Wenn  aher  /^(^)  z-  B.  für  den  zwischen  a  und  fj  liegenden 
Werth  c  von  .r  verschwindet,  so  dass  f'{c)  =.  0  ist,  so  deuKc  man 
steh  das  Intervall  ab  in  die  beiden  Intervalle  ac  und  cb  getheilt; 
dann  wird  f(^c)  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sowohl  in 
dem  Intervalle  aCj  als  auch  in  dem  Intervalle  cO^  uud  folglich  auch 
in  dem  ganzen  Intervalle  ab  entweder  stets  wachsen  oder  stets 
abnehmen,  wobei  man  nur  immer  festznhaltetf  hat,  dass  nach  der- 
Voraussetzung  die  Function  f{jei)  awiscben  den  Gränzen  a  und  b 
reell  und  stetig  ist.  Dass  man  gpanz  auf  ähnliche  Art  schliessen 
könnte,  wenn /'(  v  )  für  mehrere  zwischen  a  und  ^  liegende  Wertbe 
von  O!  verschwände,  talU  sogleich  in  die  Augen. 

♦.4. 

2Lw€Uer  Tsusatx,  Wenn  sowohl  die  FnnctionoH  f{'ac\ 
f(x)^  als  auch  die  Functionen  zwisehen  den 

reellen  Gränzen  a  und  h  reell  und  stetig  sind,  und  fi^:) 
g(.r)  ihre  Zeichen  niemals  ändern,  aber  immer  entgegen- 
gesetzte Vorzciclien  haben,  wenn  man  sich  von  ,i^:=:a 
bis  a:  h  stetig  verändern  lasst,  so  dass  nämliclt«  weuo 
/'(oc)  V ü  II  w  fi  bis  ju  zzzz  //  stets  |>üsifci\  oder  stets  nega- 
tiv ist,  S'(^)  von  ^  =  0  bis  a:=.lf  respective  stets  nesra- 
tiv  oder  stets  positiv  ist;  so  wird  immer  die  eine  der 
beiden  Functionen  ^(^)«  3(a?)  von  x  =  a  bis. 4?  =  ^  stete 
wachsen,  dii^  akidere  dagegen  von  ofssz»  bis  ar=s^  stets 
abnelimeD. 

../.  Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aas  dem  eistea  Za» 
setze  und  aus  dem  in     2*  bewiesenen  Satse.     :  « 
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Lt€hr9a1%,  Wonn  sowohl  die  Functionen  f\oc)^  jVf'^). 
als  auch  lliro  rrsteu  Diff  c  rc  n  t  i  a  Iquotic  n  te  n  zwisciica 
den  reellen  («riinzen  a  und  0  reell  und  stetig-  sind^  und 
der  DitfereutiahjuotieDt  '^(x)  sein  Zeichen  nicht  ändert, 
wenn  »an  sich  a:  von  j?±=a  bis  a^sssd  stetig  veria^dero 
Usst;  so  ist  der  Bruch 

S(A)-S(a) 

jederzeit  eine-  Mittelgrosse  zwischen  dem  kleinsten  und 
^rÖssten  Wertiie  A  und  unter  allen  den  VVertheo, 
welche  die  Function 

i 

erhält,  wenn  man  sich  a:  von  :F  =  a  his  of—if  stetig  Ter- 
ändero  lässt,  oder  es  ist  jederzeit  :     i  ..  .  . 

Erster  Beweis.  Weil  ji,  und  B  der  kleinste  md  gfStsto 
unter  aileli  den  Werthen  sind,  urelche  der  Bruck 

erhält,  wenn  man  sich  a:  von  ^  =  a  bb  o?  =  ^  stetig  veräodeni 
liUfit,  so  haben  die  Grössen 

«  d«  i.  die  Grössen. 

A^)  - -in-'^),  n^)- 

für  iedcs  von  ^  =  a  his  o:  =  Ä  offenbar  eutgcffcngesetztc  Vor- 
zeichen, und  keine  dieser  Grössen  ändert  ihr  Zeichen,  wenn  man 
flieh  a:  von  af  =  ahiBaF  stetig  verundera  iässt  ^  Diese  beiden 
Grdflsen  sind  aber  die  DifferenttalqnotieDten  der  Funetionen 

Also  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  jederzeit  die  eine  dieser 
beiden  Functionen  stets  wuchsen,  die  andere  dagegen  stets  ab- 
nehmen»'wenn  maii  sicher  von  a:  =  a  bis  a:  =  b  stetig  verändern 
iBnt.  0ab<ir  kaben  offenbar  die  beiden  DilVerenste 

.od(Bff.  . 

und  folglich  nalilrlidi  auch  die  keKen^ 


0  Wegen  der  Bezeichnung  M{A,  B)  s.  m.  den  Aufsatz  XL.  33. 
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/(*)  -/Co)  ^  y^*)  -/C«)  „ 
«(*)-S(-5~^*  f^=15)~^' 

jeder&eii  eutgegeogesetxte,  also  die  bciiitu  Grössen 
jedmml  gleklie  V«rs«ic^eB«  won»  sich  crgiebt,  dm  ianer 
folglick  Meli  XU  f.  96.  jedeneil 

irt»  WM  WwitM  wcrdcB  Milte. 

Zweiter  Beweis.  Mmm  fMle  disDifmas  ^— «  ia  •  glsidie 
TMle  aad  setaa 

i>i  io  (ier  aus  der  DifferfiDzeDrecliouuc:  bekaoaten  BcaLeicbaoog 

/(•-*-*)-/(.) =4^.), 

/(•  +  M) +    =  ^  + 

yX«  +  M)  -  /(«r  +  M)  =        +  «*), 

IL,  S.  W. 

aad 

g^CT  -i-    —  iiß)  = 

s.  w. 

^« + -  ?(•  -«i»  -  IM) = ^-(»  -  IM). 

aMiB  nun  aaf  k4^i4•a  Sttlaa  d<rr  GleiekkciiaKidwa  aad  seilt 
«     ai^  s  ^«  sa  eilAlt  aMn  die  Mdca  QktkfkmmfStm 

uad  lelilioli 
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Die  GränzeD,  denen  sich  der  Zähler  und  der  Nenner  dei  Bnicbs 
auf  der  rechten  Seite  des  (ilciciibcitszcicbens  näheVn,  wenn  u  in's 
Unendliche  wächst,  Xr  sich  also  (irr  \ull  immer  mehr  und  mehr  und 
his  zu  jedem  beliebigen  Grade  luihert,  sind  oflenhar  die  Summen 
aller  der  Werthe,  welche  die  DilTerentialquotienteu  fac  und  SX*^) 
erhalten,  wenn  man  sicli  ^von  af=«r  bis  wss,b  stetig  verändern 
l&8st.  t>a  nun  die  Yorstebendc  Gleichung  für  jedea  positive  ganse 
n  gilt,  io  iat,  wenn  wir  4i®  in  Rede  stehenden  Snniaien  respective 
durch 

beaeichnen»  offenbar  auch 

m  -  na)  — . 

Weil  aber  nnrh  <ier  Voraassetzung  die  samqitlicben  einzelnen  Thciie, 

auä  licueu  die  Summe 


besteht,  gleiche  Vorzeichen  habeu,  so  i^t  uach  Xl^.  f.  42. 

2^ 


jederzeit  eine  Mitteigrüsse  zwischen  allen  den  VVertheu,  welche  der 
üruch  ' 

erhält,  wenn  man  a:  sich  vou  jL  =.a  bis  ^  =  ^  stetig  verändern 
lässt,  folglich  auch  eine  MittelgrSsse  swiscben  dem  kleinsten  nnd 

grössteii  Werthe  A  und  ß  nnter  allen  diesen  Werfben  des  obigen 
ni€h%  nnd  man  kann  also 

fix) 


folgiieh  naeh  dem  Obigen  aneh 

setzen,  wie  bcwieaca  werdeu  sollte. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lebrsatte  ist 

m 

eine  Hittelgrdsse  swisohen  dem  kleinsten  und  grüssten  nnter  den 
Werthe»,  weicbe 

tb*a  I.  24 
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$ 

%'(^) 

erhalt,  wenn  man  s'icli  w  von  .r  =  /y  bis  .r=:<J  stetig  veriUnlern 
lässt.   Unter  der  VorRUSselzung  nun,  tlase 

eine  zwischcD  den  CJrHnzon  .r=:f/  und  =  //  stvt^v^e  Function 
ist,  ergiebt  sich  aus  deui  Obi^^en  unmiitelbar  und  ganz  unzweideu- 
tig, dass  die  Grösse 

ß6)  -An) 
jederzeit  unter  den  VVerthen,  welclm 

erhält,  wpnn  man  sich  a:  von  .f=:<7  bis  a:-=zö  stetig  verändern, 
lässt,  vorkommeii,  oder  dass  jederzeit  einer  diefier  iVeithe  der 
Grösse 

gleich  bi'iii  iniiss,  si»  Uai»s  alsu  immer,  wenn  ^  eine  gewisse  Mittel- 
grösse zwischen  a  und  b  bezeichnet, 

f{h)  -Aa)  _r(M) 

gesetzt  werden  kann«  Setzeu  wir  uuo,  was  uiVeubur  in  allen  Fäi- 
leo  verstattet  ist, 

so  ist,  weil  nacli  der  VeraussetzuDg  f*  eine  Mittelgrösse  zwiscbeo 
0  und  ^  ist, 

und  folcriich  nach  XL.  §.  38.  ^  wilmih  mau  nämlich  von  der 
iirussc  aui  der  linken  Neite,  und  von  den  beiden  Grössen  zwischen 
den  Parenthesen  auf.  der  rechteo  Seite  des  GleieliiieitszeiellieBS  die 
Grösse  a  subtrabirt, 

«)  =  J/(0,  Ä-.<r), 

also  nach  XL.  ^.  .37.,  wenn  man  nämlich  die  Grösse  auf  der 
linken  Seite  und  jede  der  beiden  Grossen  zwischen  den  IWenthesen 
auf  der  reebten  Seite  des  Gleichbeitszeicbens  dnrcb       «  dtvidirt, 

0=r^(O,  1), 

woraus  sich  also  rrij^iebt,  dass  G  imuier  eine  Mittelgrössc  zwiscbeo 
0  und  1.  d.  h.  cmc  positive  die  Ktnlieü  nicht  übersteigende  Grösse 
ist.    ^leraus  und  aus  dem  Obigen  eru:i(bt  sicii.  dass  immer 

wo  O  eine  gewisse  positive  die  I'^inheif  mcht  überstein^-ende  Grösse 
bezi  leimet,  gesetzt  w'^rden  kann,  wenu  mau  alle  im  Obigen  ge- 
machte Voraussetzungen  als  erfüllt  auzuuchwcn  berechtigt  ist. 
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Setzen  wir  jetzt  5(^)  =  a:,  also  g(Ä')  =  l,  und  nrlimen  ao, 
dass  die  Functionen  und  /^{^'v)  zwischen  den  reellen  Gränzen 

a  und  6  reell  und  stetig*  sind,  so  sind,  weil  %'(ar)  als  eine  con- 
staute  Grösse  sein  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  man  sich  a;  von 
ofssa  bis  jcissö  atetig  mändeni  läsiti  nsd 

ist,  offenbar  alle  im  Obiü:en  gemachte  Voraussetzuntreti  orfnllt.  und 
es  ist  folglich,  wenn  0  eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grösse  bezeichnet,       -  ' 

oder 
oder 

f(6)  =/t«J  -4-  (/^  -  a)f  \a     ^{0  —  «)). 

Für  lf  =  a:  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen 
/(^),  f(aß)  zwMcheQ  den  reellen  (^rünsien  a  und  or  reell  und  stetig 
sind, 

/^(^)  =/(«)  ^  + -  «)). 

Pur  «p=0  ist  unter  der  VoraussetsuDg,  dess  die  FnnctioDen 
/t^r)  und /'(o:)  zwischen  den  reellen  Gränzen  0  und  a:  reell  uud 
stetig  8in<(, 

/(jc)  =/(0)  a^f(Ga:). 

Setzen  wir  in  der  Gleichung 

/K^)  =/(«)  4-  (af  -  «)) 

fiir  a  und  ^  respective  a:  und  j?H-<*»  so  erhalten  wir,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Functioneu  und  f^{a:)  zwischen  den 

reellen  Gränzen  af  und  je? +  • 'reell  und  stetig  sind,  die  Gleichung 

In  allen  diesen  Gleichungen  bezeichnet  Q)  eine  gewisse  positive 
die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse. 

7. 

Es  sei  jetzt 

wo,  indem  wir  uns  fiir  a:  irgend  einen  bestimmfen  reellen  Werth 
gesetzt  denken,  sowohl  V^C^))  als  ^ch  ^^'(a:)  reelle 

Grössen  sein  sollen. 
Weil  nun 

Jx        Jsc  Ja:    ^ . 

ist,  and  offenbar 

24* 
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oder  , 

gesetzt  werdcu  kano,  so  ist  nacb  dem  Vorkergeh^ndeo 
oder 

4fW(a:)-^^{jf)^^—l\         ito  ^ 

Lässt  maD  nun        sich  der  Null  nähern,  so  uähern 

Jas  ^    JiV  Ja;  ^  Jx 

nck  bekanntlich  respecHve  den  Grauen 

tp'ia;)  und  ^(^),  «^^(^r), 

uud 

nähert  sich  also  uach  dem  Obigen  der  Gränze 

J\  9)(^)  -i-  v'C'^?)  V^— i  l  =  -^y  (^)  ^  -^^(o?) 

ist,  80  nähert  sich  * 

offenbar  der  Noll»  weuu  ^.2:  sich  der  Null  nähert,  und 
ist  also  die  Granze,  welcher 
sich  nähert,  weuu 

sich  der  Null  nähert  Weil  nun  nach  den  Grundhegriffen  der  Dif- 
ferentialrechnuDg  letotere  Gränse 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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oder  . 

Wegen  der  Gleieboeg' 
\nt  aber 

IN 

und  die  vorige  GIcicliuug  kapo  liaLer  auch  unter,  der  fülgendeD 
Form  gescbriebea  werden: 

.     f .  8. 

Sind  jetzt  a  und  ^  beliebige  reelle  oder  ivaginäre  Groieen, 
so. kann  nach  XL.  §.  52, 

af  —  az=z  r(co8  w  -h  »tn  w  1/  —  1), 

aUo  .  . 

;v  =  «+Kcos  a»  +  8in  o»  K  —  1)» 

und  folglich 

/(jp)=/4a-4-r(cofl  w  +  sin  (o 

gesetzt  werden* 

Sei  nun  -  ^ 

f{x)  —f\a  H-  r(co«i  fti  +  »in  o»  V^i)\  =  y(r)  +  ^**)  ; 

so  ist  naeii  §.  6.,  wenn  »lio  Fum  lioneu  y(r),  <jp'(r)  und  i//(r),  ^/'(r) 
zwischen  den  Gränzen  0  und  r  stetig  sind, 

oder 

/(;r)  =  g)(0)      VKO)  +  r  jfp'(0r)  -4- V»'(0,r)  V^\  \, 

wo  0  und  0,  s^owisso  positiv*  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grössen  siud.   Nach  dem  Obigen  i^t  über 

X—  m  . 
cot  »-h  sin  ft»V^' —  1  • 
und  ... 

also,  ist  '  •  * 

/(or)  =/(») 4- - a)        ;-t-yv    ^  ^ 
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DiffereDtiiren  wir  die  Gleichung 
/ia  +  r(<^08  Ol  +  iin  0»  V^\)\  =  f{r) ^(r)V^  —  1 

mittelst  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satzes  in  Bezug 
anf  r  alt  veränderlieae  Grosse,  sa  crhaltan  wir 

(cos    +  sin  w  l/—  1)        -H  r(co»  oi  4-  sin  a> 

und  toiglicb 

COS  i»-f*8in  wV^  —1 
aus  welcher  Gleichung  erhellet,  das« 

COS  «^-f  sin  «> 

wa  *r  eine  fdr  r=0,  d.  i.  für  ^=«,  vemchwiadeBde  Grösse  be- 
seichnet,  gesetzt  werden  kann«  Also  ist  nach  dem  Obigen 

/(^)  =/(a)  ^-     -  «)  H-  y  i, 

WO  «/  eine  fdr  af  =  a  verseliwindende  Grösse  bexeiehnet 

Diese  Gleichung  fordert  nach  dem  Obigen,  dass  die  Fnnctio» 
Den  .y>{r)y  (p'{r)  und  ^(r),  zwischen  den  Gränzen  0  und  r  ste- 
tig sind.   Weil  aber  nach  de«  Obigen 

/(^)  sssf\a  +  r(cos  co  +  sin        — 1)  j  =  y>(r)  H-  t//(r)  [/—  1, 

^  COSO>+SUI«>  K  »I 

ist;  SO  ist  klar,  dass ,  wenn  die  Fnnetionen  /{af).  und  f(a)  in  der 
Nähe  des  bestimmten  Wertbes  m  von  stetig  sind,  jederzeit  auch 
die  Funelioneti  </)(/*),-  SP'(r)  und  ^(r)>  ^X**)      der  Nähe  des  be* 

stimmten  Werths  0  von  r  stetig  sein  müssen,  indem  ohne  die  Er- 
fiilliiTicc  dieser  letzten  Bedingung  offenbar  auch  die  erstere  nicht 
erfüllt  sein  könnte^  wobei  muu  §.  1.  zu  vergleichen  hat.  Hieraus, 
in  Verbindung  mit  dem  Obi^^en,  ergiebt  sieb  nun  unmittelbar  das 
folgende  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Fnnetionen  und/'(<^)  in  der  Nibe  des 
bestimmten  Werths  a  van  we  n  nnd  ganz  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  bezeichnen,  stetig  sind; 
so  ist  für  dem  Werthe  sr  unendlieh  nahe  kommende  Wer- 
tbe  von  off  jederzeit 

wo  J  eine  für     =  a  verschwindende  Grösse  bezeicbaet 

Setzt  man  für  a  und  ;r  respective  und  ar  +  tj  wo  i  eine 
der  Null  unendlich  nahe  kommende  reelle  oder  imaginäre  GföaiS 
bezeichnen  soll,  so  ergiebt  sich  dir  toli^rnde  Satz: 

Unter  der  Voraussetzung;,  dass  man  für  bloss  sol- 
che reelle  oder  imaginäre  Werthe  setzt,  iu  deren  Nähe 
die  Functionen  /(le)  und  f{a:)  stetig  sind,  ist  für  itr 
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Null  uDendlioh  aabe  kommettde  reelle  oder  imaginäre 
Wertbe  FOD  4»  jederseit 

wo  •/  eine  i'ür  «  =  p  verdcliwiDdeDile  tiroase  bezeielinet 

L>e/irsaf:si.  Es  bei^-  eioc  beliebige  veränderliche  ima- 
giuäre  Gri^see,  d^reo  Itoditltte  im  A-Iigemei nen  durch  r 
bezetclinet  werden  mag,  und  /(.r)  sei  eine  Fanctian  von 

welche,  so  wie  ihr  erster  UiUerentialquotient /'(^) 
zwischen  den  Gränzen  rs=:ro  undrs/isCetig  ist.  Setzen 
wir  nun,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  TT  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat» 

©  =  cos  -r-  H-  fiiD  —  |/  —  1 

und 

f  \r)  -K  e  f{9r)  ^     /(eV)H  h  ^\  fjB^lr)  _ 

*  ff  — —  , 

so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittclgrösse 
zwischen  und  Ji  ist,  mit  desto  grösserer  Gen auigkeit, 
je  grösser-«  ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  de^r 
Genauigkeit,  wenn  man  nur  »gross  genug  nimmt,  illE=0. 

Beweis.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewieseoen  Satze 
ist  für  jeden  Werth  von  a:^  in  dessen  Nahe  die  Functionen  f(^) 
und /'(.^)  stetig  sind,  und  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende 
Werthe  von  i 

wo     eine  fftr  «=iO  verschwindende  Grosse  hcseichtet 
Weil  nach  der  Voraussetzung 

0  =  cos  ^  4-  »in  ^l/^ —  I 
ist,  so  ist  nach  XL.  §.  54. 


r 


=  #•  (oos  — -t-siu  —V  —  IJ, 


2»  .  .27», 


0r  =  r  (cos  — -hsm  — 1/ — 1), 

0«r  =  r  (cos  l-H"»  -K— 1)> 

Q^r=^r  (cos  — -i-äio  — \/ — IL 

Ii  !•  ' 

u.  s.  w. 

0»-ir  ==  r  (cos  — ■  ^  ■ — h  sin   ^-i-K  —  1 )  • 

nnd  die  Grössen 
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beben  also  tSnaUlicb  deo  Modoltts  r.  Well  mm  nadi  der  Vorsos- 
tetinng  die  Pnoctionen  f(a:)  und  /"(^j  zwiscben  den  Grinsen 
rsTo  und  r  =  Ji  stetig  sind,  so  sind  nach  §•  L  diese  Functio- 
nen in  der  Nähe  eines  jeden  Werths  von  o?,  dessen  Modnins  eine 
Mittelgrösse  zwischen  To  und  \I2  ist,  stetig,  und  man  kann  also, 
unter  der  Vorausset/unc-.  dass  r  eine  Mittelgrösse  swiscben  and 
Ii  \pt,  in  der  obigen  Gieiciiung 

f(a:  ^  i)  -/(^)  =  f  \f(a:)  ^  J\ 

offenbar 

ir  =sr,  0r,  0»r,  0*r,  • . .  0«-ir 

setzen. 

Femer  ist  nach  XL»  §.  54*  für  jedes  positire  gftose 

€^=€08"- — l-WB— K— 1,  • 

woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  G  —  1  eine  der  NuU  uuendlicli 
nahe  komoieude  Grösse  ist,  jederzeit  die  Grösscu 

(0  —  l)r,  {ß  —  l)0r,  (0  — 1)0  V, . .  •  (0  —  1)0'»-V 

aämmÜicb  der  Null  ftnendticb  nabe  kommende  Grössen  sind,  so 
dass  man  also,  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung »  dass  r  eine 
.  MittelgroBse  awiscben      nnd  H  ist»  in  der  Gleichung 

f^a,  -I-  <)  -/e*) = <  !/•(«) + y  I 

für  ^  die  Werthe 

r,  0/-,  0V,  0 V, .  . .  0»-lr 
setst)  für  i  gleiebaeilig  die  Wertbe 

(0  —  l)r,  (0  —  l)0r,  (0  — 1)0V, . .  •  (0  —  l)0*-ir 

setzen  Uann. 

Nimuil  mau  uuu  diese  fttubätitutioo  wirklicli  vor,  uud  bemerkt 
zngleicb,  dass 

r-f-(Ö— l)r  =  0r, 
^r-^iQ^  ijßr  =  0V, 
0V  +  (0  —  l)0»r     0  V, 
0*r  -f-  (0  —  1)0  V  =  0  V, 
tt.  s.  w. 

0— ir-i-(0-  l)0^*r  =  0-r 

ist;  80  erbäk  man  die  folgenden  für  jedes  r,  welcbes  eine  Mittel* 
ffrSsse  awiscben  und  /f  ist,  und  jedes  der  Mull  unendHeb  nabe 
kommende  0 — 1  geltenden  Gleicbungen: 

f(Or)  --fit)  =  (0  ^  l)r\fir)  +  , 
/(0 V)  -AOr)  =  (0  -  l)0r  1/  (Ör)  -f-      J , 
/(0»r)  --fiß^r)  =e  (0  — 1)0  Vif  (0V)  +  ii 
/(0V)  -/(0»r)  =  (0       0»rf/'(0»r)-|.  J, }, 

U.  0.  W. 
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wo  die  Grösseir 

•^o»  *^ti  *  •  *  *^«— 1  ' 

■ach  dem  Obigen  für  0 — 1=0  sämmtlich  TenchwiDdes. 
Selzen  wir  Dun  statt  der  Grössen 

•/o»  • . .  e^Jt^i 

der  Kliree  wegen  die  Symbole 

Afo^  Ml,  iVj,  3/5.  .  .  . 

so  bezeichnen  diese  Symbole  offenbar  auch  Grössen,  welche  für 
0 — 1  =  0  verschwinden,  und  die  obigen  Gleichungen  erhalten 
dann  die  Form:  v 

f{Or)  -Ar)  =  (0  -  1  )r[rir)  -+-  |, 
/(©V)  -/(0'r)  =  (0-  l)rt0'/'(0'r)  +  Jf, 

U.  8.  W, 

/(Bh-)  — /t®— if)  5=  (0  —  l)r|0»-y  (0»-ir)  4- 

Durch  Addition  dieser  GlelchiiDgeii  erliält  moo,  wenn  der  KSiie 
wegen 

gesetzt,  d.  b.da8  arithmetische  Mittel  zwischen  Mot       üf„  .d#t>.. 
• .  JUit-i,  durch  —  ilf  bezeiclinet  wird,  die  Gleichung 

•2^|^>— /'(r)+0/^(0rH-Ö^/(0VH...+^^ 

und  folglich,  weil  nach  XL.  §.  54.  offeubar  0»=:1,  also  /{ß^r) 
=/(r)  ist, 

/-(r)  -i-  0f(&r)  -H  0Yiß^r)  +  . .  .  H-  0«-y (0»-V)  —  ä.W  =  0,  ^ 
also 

Nach  XL.  f.  61.  ist  der  Modulus  der  Samme  mehrerer  ima- 
ginärer Grössen  in  belieldrjer  Anzalil  nie  grösser  als  die  Summe 
der  Moduli  aller  ciiizelnco  zu  <  inaader  adairlen  Grössen,  woraus 
sich  unmittelbar  ergiebt,  duss  der  iModuIu^^  von  — ^  den  y^rössten 
der  Moduli  der  Grössen  ß/^,  M^s  xU^y  iV,,  .  .  .  Mn—i  nicht  über- 
steigt, und  weil  nun  nach  dem  Obigen  diese  GrSssen  för  0— Is^, 
d«  h.,  wie  leicht  erhellet,  wenn  m  unendlich  gross  wird,  sämmtlicli 
verschwinden ,  so  mnss  offenbar  auch  —  ßi  oder  3f  verschwinden, 
wenn  n  utien(llir)i  gross  wird,  wodurch  die  Richtigkeit  onsen 
Satzes  bewiesen  ist. 

Weil  die  Grösse 
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das  arithmetische  Mittel  zwischeo  allen  den  Werthea  der  Uruüae 
09/'(€hfr)  ist,  welche  dieselbe  erhült)  wenn  man  f&r  q  nach  nnd 
nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  ««.«f — 1  setzt; 
so  kann ,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Beneichnnng^  dieses  arith- 
metische Mittel  durch  das  SysgJiol  s 

bezeicbnen,  der  obige  Satz  auch  auf  deu  folgeadeu  Auädiuck  ge- 
bracht werden: 

Ks  sei  eine  beliebige  Teränderliche  Imaginäre 
Grosse,  deren  Hodnins  im  Allgemeinen  durch  r  beseich« 
net  werden  nag,  and  /"(jp)  sei  eine  Function  von  ^, 

welche,  so  wie  ihr  erster  Diff  e  rentiahj  u  otieut  /'{a:), 
zwischen  den  Griinzen  r^r,,  und  r  =  /l  stetige  ist.  Set- 
zen wir  nun,  iudem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeick* 
net  und  jr  seine  gewöbuiiche  Bedeutung  hat, 

G  =  cos  ^  -4-  bin  —  1/  ^  I } 

80  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Hlttelji^rösse 
zwischen  undiR  ist,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grösser  n  ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
Genauigkeit,  wenn  man  nur  m  gross  genug  nimmt, 

2.  v'^="~^ 


n 


'    ^    e7f(G9r)  =  0. 


$  10. 

LjehrHai%,  Es  sei  eine  Ix  liebige  imaginäre  Grösse, 
deren  ^lodulus  im  Allgenieiueu  durch  r  bezeichnet  wer- 
den mag,  und /"(er)  sei  eine  Function  von  jc^  welche,  so 
wie  ihr  erster  Differentialquotient /'(or),  zwischen  den 
Gränzen  rssr«  und  r=R  stetig  ist.  Setzen  wir  nun, 
indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  und  n 
seiue  gewöhnliche  Bedeutung  hat, 

80  ist  die  G rosse 

J(r)  _  Ar)-f-/(»-)+/(9'r)  + . . .  -k-A»^^  =  1  ^ "— ' 

zwischen  den  Grämen  rssr«  und  rsssit  mit  desto  gros« 
serer  Genauigkeit  constant,  je  grösser  n  ist,  und  kann 
mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  zwischen 
den  in  Rede  stehenden  Gränzen  constant  gemacht  wor- 
den, w£iiu  II)  an  nur  n  i^ross  genug  nimmt. 

Beweis,  bei  r  eine  beliebige  Mittelgrösse  zwischen  und 
Ii,  Tbeilt  mnn  nun  das  lotervall  r  —  in  n  gleiche  Theiile,  uud 
bezeichnet  jeden  dieser  Tbeile  durch  ^,  so  das» 
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ist;  so  ist,  wovon  man  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  im  vori|2^eQ 
Purugra|»heQ  leicht  überzeugt,  nach  §.  8.  für  ein  unendlich  grotises  » 

A®'{r„+Q)\ -/(0»r„)  =  ei0»/'(0»r.)+  ^,t, 

n.  8.  m 

WO  tiie  Grössen  A/^,  A^,,  A,^  .  .  .  A«—!  für  eiu  unendlich 

grosses  «  säointlich  Terschwinden.  Addirt  man  naii  auf  beideo 
Seiten  der  Clddilieitszeicheii »  dividirt  sodann  auf  beiden  Seiten 
durch  t$y  and  setxt  der  Kürae  wegen 

iVp  4-  A^i  -f-  -Va  -f-  A^,  -f-  «  «  .  -f.  Nn-l   jy 

n 

und 

^  —ja, 

so  erhalt  »an 

yiro  -H   -H/|e(ro  ^  e)i  +/|e«rro  -f-  g)}  -f  h/|<»^H^o  -i-  q}\ 

n 

n 

d.  i.,  well  oben  überhaupt' die  Grösse 

durch  g(r)  bezeichnet  worden  ist^ 

Ton  der  Grösse  M  ist  im  vorigen  Paragraphen  hewieacn  wor- 
den, dass  dieselbe  verschwindet,  wenn  n  nnendlieh  gross  wird,  nndr 
ans  der  Gleichung* 

-^'o  +  -^1  -i-  ^'3  4-  »  ■  •  +  V/;^l   .r 

 _  ,  Z=,J\ 

kann  man  aaf  gaos  Shnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  ans 
der  Gleichung 

n 

ableiten,  dass  auch  N  verschwindet,  wenn  n  unendlich  gross  wird, 
woruus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dusas  auch  die  Grösse  ]ff'-\-N  ver- 
schwiniiel,  wenn  n  unendlich  gross  wird.  Nach  dem  Obigen  kauu 
man  lalso  immer 

setzen ,  wo  eine  für  ein  unendlich  grosses  ß$  verschwindende 
Grösse  bezeichnet« 
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Durch  ganz  ähfilicbe  Raisonncmenti  überzeugt  man  sich  noD 
üLierliaupt  voo  üer  Richtigkeit  der  fols^enden  Gieictiuageo: 

g(ro4-3^)-.g(r,-f-2^)  =  ^  ^„ 
4e)  —  g(ro  4-  a^)  =  ^  Ä„ 

g(ro -Hn^)  —  gfr^ -I- (ü  —  1 V)  =  ^  JK^il 

wo  die  Grössen  A^,  A,,  A'^,  FT,,  ,  .  ,  ,  Kn—\  für  eio  uuemllich 
grosses  //.  siiinmtlich  verschwinden.  Durch  Addition  dieser  Gfeiclmn- 
gen  erhält  luuu,.  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  r^^-i-MQ^ir  ist, 

oder 


oder,  weDn  wir 


setzen, 

Da  die  Grössen  A',,  A", ,  A'3,  A", ,  .  .  .  A*,_i  sämmtlich  ver- 
schwinden wenn  unendlich  gross  wird,  so  verschwindet  auch  fT^ 
wenn  n  unendlich  gross  wird,  woh(  1  man  den  vorigen  l^araefrapben 
SU  vergleichen  hat.  Also  verschwiuiiet  wenden  der  obigen  (T!i«'iclmug 
offenbar  auch  die  DitVereu^  3(r)  —  3(''o)  ^^ir  ci"  unendlich  firosses 
oder  fiir  ein  anendlicfa  grosses  «  Ist  g(r)  =  %(r^) ,  and  da  dies 
HUB  für  jedes  r  fc^t,  welches  eine  Mittelgrösse  «wischen  und 
ist»  so  ist  durch  das  Vorhergehende  nnser  8atz  vollständig  bewiesen. 

Einen  tob  dem  vorhergehenden  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weise verschiedenen  kiirzern  Beweis  des  obigen  Satzes  hat  MoigBO 
in  seinen  |je(,on8  de  calcul  diüerentici  et  de  caicul  infei^rrtl ,  redi- 

S^es  d  apres  les  m^thodes  et  les  ouvrai^cs  publi^s  ou  inedits  de  .>!. 
.  \j.  Cauchv.  T.  1.  Paris  1840.      153  gegeben,    fc^s  ist  nämlicli} 
wobei  luau      7.  zu  vergleichen  hat, 


II»  8«  W« 

und  tuigiich^  wenn  man  addirt» 
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4nr)  ,  äA9r)      iy(a«r)  dTi^^r) 

also,  weoa  wie  im  vorigeo  Parugraplien  '  *  .  ^ 


gesetzt  wird, 

1  i  df{r)  j^jSr)  ^B*r)  <gr(eit-lr)} 
*i  r  rfr    "*"•••-»"     rfr  ,  ♦ 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

f{r)  ^f{Br)  >4-/t^'r)  +  ■  > .  -^-Aet^-ir)  _  , 

 — Wh 

QDd  folglich 

1  \(lf{r)    .4r{^)  .,  ^/(Q^r)  i//(Qn-ir)| 

n  \  dr  dr    ^     dt     "»'•••^      rfr      )  —  ^Vh 

also  ist 

g(r)=i#. 

Für  jeden  Werth  von  r,  welcher' eine  Mittelgrösse  zwischen 
und  ü  ist,  und  Inr  ein  unendlich  grosses  n  verschwindet  ^  nach 
dem  vorigen  Paragraphen;  also  verschwindet  auch  %'(r)  für  jedes 
r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  r'^  und  R  ist>  und  für  ein 

i/TH'nfflicli  a;ro8ses  is,  woraus  sich  iinniittelbar  ergiebt,  dass  für  ein 
uneadlich  grosses  n  die  Grösse  §(r)  zwisclicn  deu  Gränzen  r=ro 
und  r'=zR  constant  ist,  wie  bewiesen  werdeo  sollte. 

8o  leicht  dieser  Beweis  auch  an  sich  ist  und  so  sehr  sich  der- 
selbe von  selbst  darbietet,  so  halten  wir  doch  den  ersten  von 
Canehj  gegebenen  Beweis  für  strenger  und  för  der  Natur  der 
Such«  weit  uugeraessener* 

♦.II. 

Auä  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze  ergiebt 
sidh  unmittelbar,  dass  unter  den  demselben  zum  Grunde  liegenden 
Voranssotsungen  die  Grösse 

oder 

sich  einer  gewissen  Gränze  nähert,  wenn  m  wächst,  und  dieser 
Gränze  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  n  ^om 
genug  werden  lässt.  Diese  Gränze  soll  im  Folgenden  der  Kürze 
wegen  der  dem  Modulus  r  der  verrinderliclioo  (i rosse  ;r 
cnfspr erbende  mittlere  Werth  der  Function  /'(^)  oder 
au(  Ii  der  mittlere  Wcrtb  der  Function  für  den  Mo- 

dulus» r  der  verauderlichen  Grosse  a:  genannt  werden. 
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•  * 

Es  sfl  jetzt  S(t)  rinc  ruiicfiori  <\pr  imatrinareii  Crosse  x.  de- 
reu  31udulus  im  Alli^tmcuieu  dun  h  /■  LuzeictiHCt  werden  mntr.  und 
die  FunctiOü  süw»iil,  als»  auch  ihr  erster  DiffcreuUaiquuiient 

%'(%),  sei  zwischen  den  Gränzea  r=sO  und  r  =  R  stetig.  Inter 
diesen  Vorauieetznageii  wollen  wir 

setzen. 

Da/'(0)  =  0  und  nach  dem  vorbergelieoden  Paragraphen 
g^^^  __Ar)  -»-/(er)  ^A^ry  4-/(e»-tr) 

ist,  Bu  ist  offeubar  auch  g(0)  =  0.  Weil  nun  nach  §.  10.  für  elD 
onendlicb  grosses  js  und  für  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrdne 
swischen  0  nnd  M  oder  nicht  grösser  nts  Ü  ist, 

?(r)=8(0) 

ist,  so  ist  für  eiu  unendlich  e^rosse»  u  und  für  jcnlps  r,  welches 
eine  .^litteig^riisse  zwischen  0  uud  Ii  oder  nicht  grusser  als  /t  ist» 
nach  dem  Vorhergehenden  oileobar 

8('-)=o. 

t 

Setzen  wir  der  EÜrze  wegen 

so  ist 

und  folglich  offenbar 

Ar)  -f-/(er)  -i-/(Q^r)  ^/(e^-^r) 

n 

_      -f-  y  (^/Q  -f- y(e*r)  ^  h  y<e»-ir) 

also,  wenn  der  Kürze  wegen 

<P(^)___ — _  , 

■ 

geseUi  wird, 

g(r)  =  a>(r)-V(r), 

und  folglich  nach  dem  Obigen  ftir  ein  unendlich  grosses  m  nnd 
jedes  r,  welelies  eine  Mittelgrösse  zwischen  0  und  ü  oder  nicht 
grösser  nls  il  ist. 
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t 

I  t 

Setzen  wir  i^ua 

»  =sr  (eo8  a>  +  sin    l^— 1),     =  r » (cos  o»,  +  sin  (u g     — 1)'; 

80  ist  nach  der  Lehre  von  den  geomclriscben  Progressionen  und 
nach  der  Lehre  von  den  imaginären  Grössen 

.  ^      j  iTi  (cos  a>|  -f-  sin  c^>^  VX —  1)  j 
.f      A*'      .r »  j:*  ^   r(cds  ft»     sin  o)     — 1   i ' 

«  r.  (co8  tt».     «in  tt>,  V^^) 

.    r  (cos  Ol     sm  a>  W^-^  1) 

  %        fr,\M  cos  ((^  -i-  1)  (wi  —  cü))     sin  {jk-i- 1)  (<»,  —  oi))  V^—  1 

1— -^jcos  (o),  —«) H- sin  («,—«) V^— I J 
Wenn  man  die  Grösse 

/r,y^l    cos  ((i^-h  I)  (ft>|  —  a)))4-  sin  {{k-^l)  (cü^  ->  co))!/^ 
*  ~  —  j  cos  («1  —  w)  H-  «in  («,  —  »)  V^—  1 J 

aof  die  Form 

bringt,  Wodurch  man  nach  leichter  Rechnung  den  Ausdrucic. 


0) 


f 

1  cos  ((^•  -f-  1)  (tt>,  —  cu))      —  cos    (oij  —  w) 


sin  ((A;  -f- 1)  (wg  —  w))  —  ^  sip  it(<ü|  —  w) 


l-2-jlcos((ag-«i)4-(^)  J 

erhält,  so  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  Grösse 
/r,\ A-rt  ^  eng     4-  1)  («tf,  —      -H  sin  {fja  + 1)  (oi^  ^  <»)) 

1  —  ^  I  cos  (<üj  —  0))  -f-  sin  (a>i  —  w)  V^—  1  j 

sicli  unter  der  Voraussetzung^  dass  der  Modulus  kleiner  als. der 
Modulus  r  ist,  der  Null  nälicrt,  wenn  k  wächst,  und  derselben  be- 
liebige nabe  g^eb rächt  werden  kann,  wenn  man  nur  ^  Serosa  genug  an- 
nimmt, woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  der  Voraussetzutiö^,  das»  der 
JUodulus  von  a:  kleiner  als  der  Modulus  von  %  ist,  jederzeit 


ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 


ist,  so  isf  unter  der  Voraussetzung,  duss  4®r  Modulus  von  oc  klei- 
ner als  der  AiuUulus  von  7»  ist,  ' 
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9/(r)  = 


oder,  wrll  der  Factor  ry^^  uDter  allen  Sttromenzeicbeii  Torkoant» 

wie  sogleich  erhellea  wird, 

oder  ancb 

^W=8(«?)-^,  ^  -f^-fat. 

Weil  bekauuüiclt 

_    '        271  ,    .   271./  =- 

©  ss:  cos  — -f- BIO  —  K  —  1 , 

Und  foltclich  nach  bekannten  Satien  von  i^m  imaffinaren  Grifsm 
(J^L.  54.) 

=  1-4-  cos  -z  sin  —  l/^ —  1 

n  n 

km       ,   4*771 ,  j  ^ 

-4-  cos-f-  —  sm  —  1/^—  1 

H-  COS  ^  —  sin  —  K  —  1 
n«  8«  w. 

2(»— 1)^  a(«—  ,^  rr  m 

4-C08  ^  '     ^  —  Sin  ^  —  K  —  1  • 

ist,  so  ist  klar,  dass  für  jeden  durch  u  ohne  Rest  tbeilbarea  Wertii 
von  q 

1  +  e-^i'-i-        -4-  « -3y . .  +  ©-(«-1)7  =  », 
und  folglicb 

~         :^  «I  — * 

ist.  Weil  ferner  nacb  der  Lebre  von  den  geometrischen  Progres* 
■ionen 

also  diese  Summe  der  Grösse 


  w  n  

1  —  (cos  ?22 1/— 1\ 

4    der  Grtfsse 

0 


1  —  (cos 
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gleich  ist,  und  der  Nenner  dieses  Bruchs  offenbar  nicht  verBcbwin- 
Uet,  wenn  q  eine  durcli  n  nicht  ohne  Rest  theilbare  ganze  Zahl 
Mt  SO  ist  klar,  dus  für  jeden  nidit  oline  Rest  darch  n  tbeitbaren 
Werth  von  f 

1  -I-  e-y-i-  ©-3y  ^- . .  ,4-  ö-(n-iv  =  0, 

und  folglicb  auch 

1  ^  e-f -f-  O-gy-f-  e-»y-f,...-^»-(i»-i)f  

n 

Ist.  . 

Wendet  man  dies  nun  anf  den  obigen  Ausdruck  von  ^V{r\  an, 
so  erhält  man,  immer  unter  der  \  or[iiJssetzilDgy  4i^^  Atodulus 
von  ^  kleiner  als  der  Mudulus  tüu  %  ist, 

•.(r)=in-(^)''+(^r+(:-r+—is(-)- , 

Cs  ist  aber    ,  * 

»+(^)"+(7r+(-rr+-+(7r  - 

=  1-1-  C^)"  (cos     -4-  sin  w,  1)* 

"*~  ^Ir^  V^—  Ij'*' 

Hh  ^TT^*"  (cos     4-  siQ.(i>i  l^—  !)•" 

(coa  w,  +  sia     l/— 1;** 


1  —         (cos  Ol  i  +  sin     V/^—  1)" 


2<7 

*)  Gebt  nämlich  t?  in  o  nicht  auf,  so  ist  —   entweder  keine  oder  eine 
ganze  ZabU  Im  ersten  FaWe  ist  offeubar  nicht 

1  _(cos  ^ sm  -0. 

Ifli  sweiten  FaUe  sai  ^»^»      ksnii  I;  keine  gtrade  Zahl  sein, 

weil  sonst  ^  ss     eme  gaasa  Zahl  sein  wurde»  welches  gegen  die 
•Voraossetseng  stieitet,  und  in  diesem  Falle  ist  also 

^     n  n  ' 

d.  h«  es  ist  wieder  nicht 

^     n  n  ' 

TImUI.  25 
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W^'il  nun  nach  d^^r  \  or.iuss^itziitj«  r, -<r  ist,  so  oaWrt  ^ick  tier 
zwf  iic  Thcii  de:i  Auä<iruckd  Aut  <fer  recbtea  Seäe  4es  Glcidiheks- 
zcichens  der  Noll,  we«»  i&  wftekat,  m4  Wm  teidW  hiXMg  wike 
gebfaclit  weMei^  we«B  mui  nur    grw  (mir  wmu  akk 

»-^(7)"-»-(7r-^(?r-*--=7%' 

uud  folglich  Dach  dem  Obigen 

also  fär  eio  uaeDÜiich  grosses  n  offenbar 

i^rf^icbt  Nacb  de»  Obigen  Ist  aber  fir  ein  uoendlicb  grosses  • 
und  jedes  r,  weiches  eioe  MiUelgröss«^  swiscben  0  und  R  oder 
nicht  grdBaer  all  H  ist, 

woruMS  sich  hl  Verbindung  nit  dem  Vorliergeheoden  eranebt,  dass 
lilr  eio  uoeDdlich grosses  n  und  jedes  r,  vi  eiclies  eine  MittelgrSsse 
twiscbeo  0  nnd  /(  oder  nicht  grösser  als  R  iB^, 

d.  i.  nach  dem  Obigen 
oder 

Ist. 

*     iVucli      U.  ist  die  Gränze,  welcher  sich  die  Grosse 
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his  zu  jedem  beliebitr^u  Grade  uükert,  wenn  »  m  &  Lueodlicb« 
.irikhst,  der  dem  Modolof  r  der  TeriederUefceD  GrSiee  «  eeta|tre« 
ebende  mittteie  Werth  der  Fanctiee 

nnd  Dach  dem  Vorhergehenden  ist  die  Function  Hop)  diesem  deui 
Moduloe  r  der  Teränderlicheo  Grösse  x  entsprecheiideu  mittlem 
Werthe  der  Function 

gleich  oder  kann  durch  denselheu  dargestellt  oder  ausgedrücl^t 
werden«  ]^enD  die  folgenden  BediDguugeu  erfüllt  sind: 

1.  Die  Function  ^(z)  sowohl,  nie  noch  ihr  erster  DifTerential- 
quotient  S  (^),  inuss  für  jeden  Werth  des  Mudulus  r  der  Grösse  s, 
welcher  eine  Mittelgrösse  zwischen  0  nnd  H  ist  oder  die  Grösse  A 
nicht  übersteigt,  stetiir  ^'^'i'^ 

2.  Der  !^lodulus  r  der  tjirusse  ;s  ninss  eine  Mittelgrosse  zwischen 
0  uuü  Ji  sein  oder  tlurf  die  Grösse  Ji  Dicht  übersteigen. 

3.  Der  Modulus  der  Grösse  a:  muss  kleiner  uls  der  5IoduIus 
r  der  Grösse  m  sein. 

Dies 'führt  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze: 

Die  FuTictioo  kann  jederzeit  durch  deu  dem  Mo- 

dulus  r  der  Grösse  %  entsprechenden   mittlero  Vyertk 

der  Function 

dargestellt  oder  ausgedrückt  wenden,  wenn  nicht  bloss 
für  den  Modulus  r  der  Grösse  s,  sondern  auch  für  jeden 
kleinem  Modulus  dieser  Grösse  die  Functionen  %{z)  und 
stetig  sind,  und  der  Modulus  der  Grösse  a:  kleiner 
a,ls  der  Modulus  der  Grösse  x  ist 

Man  kann  aber  diesen  Satz  offenbar  ancb  a|if  folgende  Art' 
aussj)  reellen : 

Fiir  jeden  Modulus  der  Grössd^,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der  Mo  du  Ii  d  i  e  s  o  ?•  G  rÖ  sse,  für  welche 
eine  der  Leiden  Functionen  und  5*  (^)  autbört  stetig 

zu  sein,  kann  die  Function  ^(o:)  durch  den,  einem  den  in 
Rede  stehenden  Modulos  der  Grösse  a:  übersteigenden 
Modulus  r  der  Grösse  %  entspreejienden  mittlem  Werth 
der  Function 

dargestellt  oder  aasgedrücki  werden. 

f.  13.  ,  * 

Nach  dem  vorigen  Faragrapheo  kann  die  Function  %ia?)  jeder- 
zeit durch  den  dem  Modulus  t  der  Grösbe  «  entsfPechenden  mittlem 
Werth  der  Function 

X  •    •    •  •  # 

r 
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darireateUt  uder  uusgedrilckt  werden,  weoo  niclit  bloss  för  deo  Mo- 
dalDS  r  der  Gr6ite  »,  sondern  aoeh  für  jeden  kleineren  Modnlos 
dieier  Grosse  die  FuDctioneo  %{s)  und  %'{s)  stetig  sind,  nnd  der 
Moduhis  der  Grösse  a:  kleiner  als  der  Modulus  der  Grösse  «  ist, 

d.  h.  es  ist  untpr  den  p^cmacliton  V  oraussetzungeu',  Wenn  wir  den 
dem  Modulus  r  der  veräuderUcheu  Grösse  a  entsprecheDden  mittlem 
Werth  der  Function 

durch 

bezeichnen  und  eine  ähnliclte  Bezeichnung  im  Folgenden  auch  bei 
andern  Functionen  gebrauchen, 


S(ar)=gKr[^3(^)}. 


Nun  erhellet  aber  aus  dem  vorigen  Paragraphen ,  daai  anter 
den  gemachten  Voraussetzungen 


und  folglich  nach  dem  ans  f.  11.  hekaanten  Begriflfo  den 
Werdia  ^ 

+     1 8(«r)  4- ^  g(er)  +  (-1^  8(«r)  +  ^  8  Cer) . . . } 

+  ^  1 55(<>'''> + IWJ  8(^*')+(#ryr  8(ö*r)+ j^.8(ö  V)+...,j 

u.  a.  w. 

+  « l  (6r)*  ^  («»r)»        •        (e»-ir)*  I  ^ 

"•"•JTlTi"  ^pSr  ^(0*r)«  -^---^  <e»7-ir)»r 

für  ein  unendlich  grott^es      also  uacL      11.  offenbar 
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ist,  woraus  sich  erg^ebt,  dass  sich  uhter  den  gr machten  Voraus»  - 
setaUDgeo '  die  FuBctioD  jederzeit  in  eine  nach  den  aufstei- 

genden positiven  ganzen  Potenzen  der  vrrlinderliclien  Grosse  a: 
geordnete  convertrironde  Reihe  entwickeln  liisst,  und  wir  werden 
also  hierdurch  zu  dem  fola^enden  liehrsaUe  e;etührt: 

WeoQ  die  Functionen  und  ^'(x)  nicht  hioss  für 

den  Modolus  r  der  veränderlichen  Grösse  sundern 
auch  für  jeden  kleinern  Modulus  dieser  Grosse  stetig  . 
sind,  und  ^fer  Modultts  der  Grösse  a:  kleiner  als  der  Mo- 
dulus der  Grösse  z  ist;  so  kann  die  Function  ^(.x)  jeder- 
zeit in  eine  nach  den  Jtufsteipi^enden  positiven  ganzen 
Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  a:  geordnete  con« 
ver^irende  Reihe  entwickelt  werden. 

Dimr  Sat&  Ulsat  sich  aber  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
ausdrucken  • 

Für  jeden  Modulus  der  Grösse  xt,  welcher  kleiner 

ist  als  der  kleinste  der  Moduli  dieser  Grosse,  für  welche 
eine  der  beiden  FiincUonen  %(^)  und  authört  ste- 

tig XU  sein,  kajin  die  Function  ^f.r)  in  eine  nach  den 
auiäteigende n  positiven  ganzen  i^ulenzeu  der  verändere 
liehen  Grösse  .r  geordnete  eonvergirende  Reihe  ent- 
wickelt werden. 

14. 

Das  allgemeine  Glied  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Reibe  ist 


Für  dieses  allgemeine  Glied,  aus  welchem  die  sätnmtlichen  Glieder 
iter  in  Rede  stehenden  Reibe  erhalten  werden,  wenn  man  für  it 
nach  und  nach  die  positiTcn  ganzen  Zahlen  0,  J,  2,  3,  4,  5,  

setzt,  lässt  sich  aber  noch  ein  anderer  sehr  bemerkenswertber  Aus- 
druck finden,  zu  dessen  Entwickelung  wir  nun  ühergelicn  wollen. 

Zuerst  hat  rrmn  zu  herücksichligen«  «tass  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  positive  ganze  Zahl  Xr  grosser  als  Null  ist,  all- 
gemein 

ist.  Nach  dem  uUgenieinen  Uegriü'c  dcä  einoin  bestimmten  Modulus 
ih^r  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden  raittleru 
Werths  einer  Function  ist  nämlicb 

.  '  Ii 

 ,  1-+-     H-      + ^  j-  ^-(«-i)* 

n 

tür  ein  unendlich  8:rn8ses  «,  Well  nun  nicht  Ar  =  0  und  n  unend- 
lich gross»  tät,  so  geht  offenbar  h  la  k  nicht  auf,  und  nach  %.  12. 
ist  also 
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=  0, 


folglich  nach  dem  Obigen 

wie  behauptet  wurde. 

Ferner  ist  nurli  dem  aligeuieincn  Begriffe  des  einem  bestimm- 
ten Mudulus  ihrer  unuhhängigen  veränderlichen  Grosse  entsprechen* 
den  mittlern  Werths  einer  rnnction.  iildeni  wir  wieder  ^  grösser 
als  NnU  «nnehmen,  offenbar  '  ^ 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


^  ^  ft»)  -  m  -  fyw)  -r^   n^r-"^'^] 

fliernach  und  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimmten 
Modulus  ihrer  UDabhäDg:i^en  veränderlichen  Grösse  entsprechenden 
mittlem  Wertltn  eiuer  Kunction  ist  unter  den  gemachten  Voraus* 
Setzungen  der  mittlere  Werth 

offenbar  dem  Warthe  der  Function 

■    m  -  8(0)  -  jg'(o)  -  f ^S"(o)  -  "  *  - 1 ,  ^I^L  i)S<^^--^J(o) 

für  X  =  0  gleich.  Weil  für  x  =  0  Zähler  und  Nenner  dieses 
Bruchs  versciiwioden ,  so  muss  iiuin  nach  bekannten  Sätzen  der 
Differentialrechnung  Zähler  und  Nenner  in  Bezug  auf  s  differentii- 
ren,  wodurch  mau 

yw-y(o)-f  r(o)- or(o)  1 ,  f(l~l2)^^'^^> 

erhält,  und  moss  in  diesem  Bruche  :r=rO  getzeii.  Weil  aber  für 
diesen  Werth  von  z  Zähler  und  Nenner  wieder  verschwiodeu^  80 
muää  man  von  Neuem  diilereutiireo,  wodurch  mau 
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crbili,  out^  in  di^eni  Bruche  ji==0  setzeo.  Wie  mUL  auf 
dicsp  \rt  wettcf  gehen  keDo,  ist  klar.  Eadlich  wird  mnu  ofleolmr 
den  Hrtidi 


ccbakeu,  io  iniclieiii  «  =  0  gesefzt  werdca  Mttc   Weil  «her  fiir 

diesen  We^^th  \»u  %  Zähler  und  Xcnner  w  ieder  versrlnvin  ieu,  so 
■U86  mnu  V4»ii  Neuem  dill»  [entiireti^  wodurcii  maa  den  ßrucb 

erbält.  ie  welchea  aao  2  =  0  setzen  ■nis.  Dif^Vroutürt  niin  nuii« 

weil  fiir  auch  Ziililer  und  Xcnncr  dieses  Itruciis  veriCbwie- 

des,  oediaals,  s«  erhalt  »ab  deo  Brudi 

in  de«  «uin  «=0  eetsen  man,  welches  eadOch 

gfebt,  se  dssi  eise 

cm  —  A<^HO) 


Uüii  iulglieh. 


ist,  wubei  wir  <-tnt!e[ioinnu'u  lial»en.  da^s  /•  crrösser  uls  Null  ist,  zu- 
gleich aber  atn  Ii  bemerken,  dsüs  uuter  den  gemachteo  Veraus- 
setziiogeti  ülieubiir 

ist.  ^ 

Hieraus^  in  Terbiodoog  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satte,  crgiebt  sini  nnn  4es  folgende  Tbeerem: 

Für  jeden  Nodnlus  der  Grösse  jt^  welcher  ki<*iDer 
ist  als  der  kleinste  der  Modali  dieser  Grösse,  für  weiche 
eine  der  beiden  Fnnoiienen  Um)  mukd  %'{je)  aufhört  ste- 
tig zu  sein,  ist 


WeU 
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die  Eeihe  anf  der  recbten  Seite  des  GleicbBeitszeicbens  bis  in  ibren 
Men  Gliede  fortsetzt,  der  Rest,  durch  trelcben  die  Reibe  dann  nocb 
vcrvollständinrt  Tverdcn  mass»  nach  dem  Obigen  oiTeDbar  der  mitt- 
lere Werth  der  Function 

Ton  %  fSOt  einen  den  Modulus  von  ttbersteifj^enden  Modnlns  foa 
X.  Da  nun  dieser  o^ittlere  Werth  bekanntlieh  die  Grösse 

n 

für  ein  unendlich  grosses  m  ist}  so  ist^  wenn  wir  den  grdssten  der 
Hodnli  der  Grössen    '  * 

2W,  gm  ^ÖV),  8(ö'rj, .  • .  • 

dureb  ü  und  den  Blodnlns  von  jp  dnreb  ^  bexeicbnen »  nach  dem 
in  XL.  f.  61.  bewiesenen  Satie  der  Modnlns  des  in  Rede  ste> 
henden  Rests  offenbar  nie  grösser  als 

oder  ^ 

d.  i.  nicht  grösser  als  der  Rest  der  geometrischen  Progression, 
wel^e  man  durch  ButwIckeluDg  von 


nach  den  posittveü  ^auzeu  Tüteuzen  von  Q  erhält. 

f.  15. 

Cm^  den  ^  Im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wichtigen  Sats 
durch  ein  Beispiel  sn  eriäntern^  wollen  wir  die  Punetion 

%{a;)  =  (1  -f.  o;)« 

hetrachtco.    Setzen  wir  die  imaginäre  Grösse  == 

also  1 -f- ^  =  1 -t- ^ -4- — 1,  und  der  Eürze  wegen,  indem  wir 

die  Quadratwurzel  positiv  ncLmeu, 

so  kann  nach  XL.  ^  SUL 

l+^=^lcos(Arctang      +ibv)-f-8in(Arctang  4-^3r)l/-4J 

gesellt  i^rerden,  wo  der  Rogen  Arctang  |^  zwisehen  —  ^ar  und 

•f-^V,  und  die  ganze  Zahl  Jh  gerade  oder  ungerade  jn^enoaimen 
werde u  muss,  jenachdem  l  +  f  poritlv  oder  negativ  ist  Nach 
XL.  «.  54.  ut 


Ül 
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iuer  ein  Werth  von  und  Üum  Wrrtk  von  (l-4-  >^1'* 

wollen  wir  jetmt  allein  in's  Aoge  Immh  «■<!  ualer  vetileliftiii 
nino  nnch 

•etse«.  Bekanntlieb  ist 

4,  i,  «nl  mmA  itm  Vmknftktaium 

ffnigtirfa  ist,  wie  mm  leiebt  4areh  fernere  IHÜfefAiltiatioii  findet. 


esipe^  mk  4arcii^  neue  Ihtferentifttion 


5^r^)=:«(«-  1)  («w^  (Ä-r^)  (^l^.- 
Wie  oMuv  aar'  dieir  Art  Mllcr  gtiw  Im»,  iat  Mar,  m4  €•  iü 


WetI  oaa 
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« 

iil^  so  ifl  Bftcli  den  Obiges 

I  CO«  u  (ArcUngT-^-i-ibf)  -^-tioa  (Arctapg  ■  ^  ^4-ibi)i^^| 

rc*) =•  :  '  ,  — — 

aUo  oiicb  XL,  f.  5<#.  ^.  54. 
g'(^)=a^«-ilco8  («  —  1}  (AreCaog 

-4-  sio  (a  —  1)  (ArcUDg  >br)l/^^j. 

Der  M(niulus  von  a:  ist  V^?*  -f-  ij*.  Ist  üuu  l/j' i?' 1  oder 
|»^q><i,  flo  ist  imm«r  l  +  £>0,  weil»  wenn  l  +  £^0^ 

d*i.'£^— 1  wäre,  offenbar  £'^1,  und  folglidi 

■ein  würde,  welches  gegen  die  VorausBeteun^  ^i^s  ^  1  strei- 
ktet   Ist  alflo  der  Mednlns  ?on     kleiner  iila  die  Einbeit,  so  ist 

immer  1-4-5^1),  der  Bruch     ^  ■  bat  also  einen  endlichen  völlig 

bestimmten  Werth,  und  die  ganze  Zulil  ist  eine  gerade  ZabI  und 
kann,  wie  sich  auch  £  und  rj  ändern  iiiüo^en,  als  coostant  angenom- 
men  werden,  woraus  sich,  in  \  erijimiuug  mit  dem  Obigen  ergiebl, 

da.Hs,  so  lange  der  Aladulüs  von  d.  i.  die  Grosse  l/'^^-Hf?*^ 
kleiner  als  die  Einheit  ist^  weder  eine  l  uterbrechung  der  Stetigkeit 
der  Function  S(<^)>  noch  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der 
Function  %'(:v)  Statt  findet  Wenn  der  Hodulns  yon  of^  d«  i.  die 
Grösse  l^^'+f?',  der  Binheit  gfeieh  itt^  49riiiie  s.  B.  schon  liir 

w  0 

£=—1,  ig=0  der  ISruch         den  vüliijj^  ui^bestimmten  Werth  q-* 

Hieraus  nnd  aus  dem  im  vorigen  Parag^raphen  bewiesenen  wieh* 
tigen  Satxe  ergi/sht  sieb  abo,  dass  Unr 

Jedeneit  • 

ist   Weil  nun  uacb  dem  Obigipn 

•   

cos  a(  Arotiuig  j~;|-+*^)-|-sin  «  (Arctang  1  ( 

.und  A'  =  J-+-i|V/C—  1^  also  für  ar=0  auch  §=0  und  i?=0,  folg- 
lich ^ssl  und 

*  I 

ist,  wobei  Mtt  nicht  an  flheraehen  hat,'  dass  Arctang  jzf^ 
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dem  Ol/isrcn  immer  zwUckeu.. —  und  ■+- J^r  genommeD  werden 
wuss;  so  ist  üßeubai 

g(0)  =  cos  aJhjg     Bin  cJmV^ —  1, 
und  also,  well  nocb  dem'  Obigen  »llgemeio 

•  g(»)(0>  —  a(a  —  1)  ...(«  —  /*  -1-  l)g(0) 

ist»  . 

'  «  •  -  .  w    •  •   

g(«)(0)  =  a(a  — l)..s(a— (pos  «Aar+sin  a^3rl/— 1), 

folglich 

1   o  %  1  o  o  ^         (cos  «Xvr  +  sm  aknV  —  l), 


r  r 


Mier»  'WeDä  wir  in  eitter  bekaiuitteii  Beseiebnirag 

a(a  —  1) . . .  («  — »-f- 1) 


seUeii, 


Ffibren  wir  dies  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  ton  %{a?)  ein» 
so  erbalteii  wir 

g(^)=(co8aA7r-Hsin  ukn\/^-\)  (l-Hai^-+-a,a7*-f-«,^' +....)» 

wo  k  jede  gerade  ganze  Zalil  bezeichnen  kann. 

yAlfio  ist  nacb  dem  Obigeu  uoter  der  Voraussetzung,  dass 

... ...-^ 

WO  /r  jede  gerade  ganze  Zahl  sein  kann,  Und  Arctang  j ^ ^ 

schell  — und  +      geuoinnien  werden  muss.    Setzen  wir,  was, 
Ttirstattet  ist,  Xrsscü,  io  efbalt^  wir,  iaune,^,  unter  der  Voraupf. 
Setzung,  dass  '  '  ' 

isl  und  Arctang  7-7-:  zwiscben  —      und  -hi»  genommen  wird. 
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=  1+ ».(g + nV^^) + «.(J  -»-  n'^^)* 


Für  fj=0  erhält  man  hieraus  unter  der  Voraussetzung*,  doss  ^($*)<^1, 
d.  h»  der  absolul^  Werth  von  |  kleiner  als  die  Binbeit,  oder 

-l<6<-*-l 

iet, 

(l  +  ^)«  =  H-a,^^«,5«  +  a,5«H-a,?»  +  

Man  sieht,  wie  leicht  der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene, 
fOQ  Ca uchy  gefundene  Satz  zu  diesen  Resultaten  die  bekanntliicli' 
auf  andern  Wegen  nur  siemlich  weiCläuGg  und  sehwierig  bewieien 
werden  können,  fdbrt. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass,  wie  schon  in  der  eleventn- 
ren  Analjsis  gezeigt  wird,  in  dem  Fnlie,  wo  a  eine  poiitiTe  gimse 
Zahl  ist,  für  jedes  |  und  ^  * 


iit  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

=s  ^t^OB  (Aretang        +  ^)  H-      (Arctang  |~|  1"{ 


ist,  wo  Arctang  y7j7|  zwischen  — Jjt  und      |7r,  und  die  ganze 

Zahl  /c  gerade  oder  ungerade  s^ptiommen  werden  muss,  jenacbdem 
1  -f-  $  positiv  oder  negativ  ist j  so  ist  ganz  unter  denselben  V  or- 
aussetzuDgen  nach  XL.  54. 

=s  ^|co8  ct(Arctang       -h  -f  -  sin  a(  Arctang  j-j-^  +         —  Ij. 

Also  ist  naeb  desi  Obigen,  wenn  u  «ine  pUsitive  ganxe  Zabl  isl^ 
fiir  jedes  £  nnd  ly 

Kl-Ha*-H'  l^|cos«(Arctgj^+toH^ina(Are%  j^:f-^ 


weaii  mtf  Antaiig  j^;^  awisdieii  ->i9s  nnd         wd  die  ganie 
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Zahl  |;trad«'oder  nngenMle  nimnt»  jenachdem  1  +  £  poiitir  oder 
B^gativ  18t 

per  Bann  gestattet  für  jetitt  nicht,  diesen  wichtigen  nnd  in» 

tpressanten  (?eo:rTist:ind  weiter  auszuführen;  wir  werden  nlier  aptt» 
terhin  auf  deuteiben  surücIdkomMeo« 


XLIX. 

Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  auf  die  Naek 
Weisung  der  geomdrischen  Bedeutung  der 

Form  a  +  Jb.V —  1, 

■  Voa  dem 

Herrn  Major  -and  Ritter  Dr.  G«  W.  Mftlier 

sa  Hannover. 


Die  von  Gauss  hervorg-ehobene  und  in  Anwendung  gebrachte  geo- 

metrische  Bedeutung  der  sogenannten  ima2;-inärf  n  Form  «r  H-  Ä  .  \/ —  1 
darf  zu  denjenigen  neupren  Erweiterungen  der  Mathematik  gezählt 
Werdeu,  die  eine  besondere  Aufmerksamkeit  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Wie  diese  Bedeutung  sich  anf  eine  ebfache  Art  ans  der 
Lehre  vom  Zuge ")  nachweisen  lasit,  welche  das  Beschreiben  oder 
Durchfahren  des  Raums  als  den  eigentlichen  Gegenstand  der  ana- 
lytischen Auffassung  der  Geometrie  betrachtet,  dieses  soll  durch 
nachfolgenden  Versuch  gezeigt  werden. 

Wenn  der  Zug  eines  bt  .schreibenden  Punkts  die  Seiten  ähn- 
licher Figuren  nacn  der  Orduuup;  der  Aehnlichkeit  durchfährt,  so 
wird  offenbar  die  unter  den  ähnlichen  Seiten  Statt  findende  Proper» 
tiön  auch  unter  ded  hescbreihenden  Zügen  Statt  finden ,  indem  deui 
Befffjiffe  der  Aehnlichkeit  die  Voraussetzung  entspricht^  dass  in  ahn- 
licncn  Figuren  die  ähniichzeigenden  Richtungen ,  und  damit  also 
auch  die  Grössen  der  Züge,  die  einen  ähnüclien  üebergang  dar- 
stellen, als  gleichnamige  zu  betrachten  siml.  F>s  sei  z.  B.  in  einem 
beiieliigen  Punkte  A  einer  geraden  Linie  HC  ein  Perpendikel  er- 
richtet und  der  Punkt  I^j  wo  solches  den  von  B  nach  C  führenden 
Balhkreis  iHier  dem  Durchmesser  BC  trilll^  geradlinig  mit  B  und 
C  verbunden,  so  sind  BAB  und  D'ÄC  ähnliche  Dreiecke.  — 
(Anmerkung.  Die  Bezeichnung  ohne  oder  mit  Accent  soll  hier  bei 

^)  Darstelhinj^;  der  Lehre  vom  Zuge  u.  s.  w.  in  Crelle's  Journal  für  Ma- 
tbemadk.  B.  XV.  H.  1. 
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sie  £nr  das  erste  oder  für  das  letztere  betrachtet  werden,  auch  mM 
in  der  Angabe  eines  Zuges,  der^wei  Punkte  verbindet,  der  voran* 

str^JiPtidc  Hnrlistabe  den  Anfangspunkt  des  Tiucres  bezeicbnen.)  — 
Der  zusamtiK  Tirrcsetztc  Zus*  des  bescbreibendcu  Punkts  der  vuu 
nucb  daiiu  von  ,4  nach  von  D'  nach  A'  und  von  A'  nach 
C  tübrt,  durciitabrl  oß'eiibar  die  Seiten  der  äbolicbeu  Dreiecke  ÜAD^ 
HfJ^C  nach  der  Ordnung  der^Aeheliehkeit.  Man  hat  also  unter 
den  einseinen  Theilen  seiner  Zusammensetzung,  die  als  Züge  auf- 
gefasst  werden  müssen,  die  Proportion  BAx  ÄDz=z  D'A' \  A' C. 

Nun  kann  man  für  ein  rechtwinkliges  CoordiDatensvstom  in 
der  Ebene  den  Ausdruck  aa-i~6ß  als  die  allgenieiiic  Form  tür  die 
analytische  Darstellung  des  Coofdinafenzngcs  anselicn,  der,  wenn 
er  von  einem  Punkte  J*  ausgeht  und  zu  dem  Puukte  Q  hiutübrt, 
.dadareb  des  letzteren  Lage  gegen  den  ersteren  bestimmt  Es  be- 
deutet dann  ce  die  Grösse  des  geradlinigen  ^ilj^es,  der  die  Längen« 
eintMit^in.  der  £bene  Biit  ^ner  Riehiwig  iitsdirfiht»  die  mit  der 
positiven  Richtunp:  in  der  Ahscissent|ixe  einer  und  (fcrsf  Iben  l?ir!itung^ 
iiii  Kaiime  parallel  zeigt,  und  ß  die  Grosse  des  geradlinigen  Zuges, 
der  die  Läugeueinbeit  iu  der  El>enc  mit  eiaer  Richtung  beschreibt, 
die  mit  der  positiven  Richtuug  in  der  Ordinatenaxe  einer  und  der- 
selben Richtung  im  Ranrae  parallel  zeigt  Die  Coefficienten  a  und 
6  sind  'iMimerische  Factorcn  ,  die  das  Setzen  der  Crrösiien  a  und  ß 
zur  Bildung  der  beiden  Tbeiie  des  ganzen  Zuges  näher  bestimmen; 
ihr  absoluter  Werth  muss  sich  zu  1  verhalten^,  wie  die  Länc*:**  ihres 
Theils  zur  fiängeneinbeit,  ausserdem  können  sie  positiv  o  ler  ne- 
gativ seiu,  je  nachdem  die  Beschreihung  der  Tiieile  mit  der  Rich- 
tung der  Grössen  a  und  ß  selbst  oder  mit  der  entgegensesetzten 
zur .Ansfubrung  kommen  soll.  Es  sind  also  «.und  6  dieselben  Zah- 
len»  dii'  mich  der  gewöhnlichen  Auffassung  lÜe  Abscisse  und  Ordi- 
nate des  Punkts  gegen  den  Anfangspunkt  P  einzeln  für  sti6h 
darstellen. 

Die  Eigentiiümliclikelt  dieses  Cnordlnatensystems  besteht  darin, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  von  dem  Coordinateuzuge  nach  vier 
verschiedenen  Richtungen,  wie  sie  den  Grössen  -|-«,  — a,  -f-/!?,  — ß 
entsprechen,  durchfahren  werden  kann.  Die  durch  das  Znsammen* 
Ifc^en  dieser  Grössen  in  einem  Punkte  A  der  Hhene,  als  ihrem  ge. 
nieinschaftlichen  Anfangspunkte  oder  Endpunkte^  unter  ihnen  ent- 
stehende Beziehung  findet  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  statt. 
TJisst  inan  von  dem  Punkte  A  aus  Äff  den  Zug  +«,  ^JC  den 
Zug  — «,  AI)  den  Zug  -hß,  AE  den  Zug  — ß  darstellen,  so 
entsteht  ein^  Lagcnbeziehung  unter  ähnlichen  n^ben  ein^nderlie* 
genden  Dreiecken  B^i^  wd  'BJC^  IMAC  und  CAE^  CAmknA 
EAß^  EAB  und  BAD  ganz  mit  derjenigen  fihereinstimmend,  * 
welche  oben  betrachtet  wurde.  Mau  hat  also  Unter  jenen  Grössen,' 
insofern  ein  beschreibender  Punkt  sie  vermittelst  eines  zusammen-' 
hängenden  Zuges  durcli!ri!?t>.  je  nach  der  Füli:;c  B  iOAC^  DACAEy 
CulEAB,  EABAJ)  dii«  rioportionen  =         —      — /?: 

—  a  =  a:  —  /J,  a:  —  ß=zß:a,  ßtaiss—'a:  ß,    8ämmt1iche  Pro-  , 

Portionen  geden   die  Beziehung  ßß^  —  ceee,  also  ß=za,\^ — 1 
oder  ^  =  a.i,  wenn  -\-\^ — 1  durch  i  bezeiciiuet  wird.  Deutet, 
ma^      als  d«^  ursprünglichen  Eiiiheitszu|^,  durph.  +1  an,  so  er- 
hält man  /9=:+ k ls=f.   Es  ist  demaach  ^Frt-^,  •  die  asialy- 
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tische  Form,  welche  der  Grösse  des  rechtwinkligen  Cordinaten^^gißS 
iwkovmt,  weaa  deitelhe  als  ein  lomiiiieiibäDgendea  Ganzea  aiif» 
gefasBtT  wird.  Der,  der  Eiakeit  des  zweiten  Tfaeils  sieb  beifügende 
Factor  i  deutet  dabei  an,  dass  die  LäujgeQeinheit,  welche  f^r 
die  Einheit  des  ersten  Tbeils  mit  der  positiven  Abscissenrichtuug 
beschrieben  wird  ,  fTir  die  Eiuheit  des  zweiten  Theiis  mit,  recbt- 
W.ialk''ir  ahwL'ichender  Richtunj>:  zu  besclireiben  ist. 

Wenn  a-^6,i  den  Coordinateazug  darsteHt,  der  vom  Punkte 
Pzuui  Punkte  ^überführt  und  der  geradlinige  oder  Radius- Vector- 
Zug  von  7^  nach  Q  durch  r  bezeichnet,  wifd,  so  das^.  r  dessen  Länge 
in  Tbeilea  der  LängeaeiDliatt  äusdriiekt  mit  dem^  Vorzeicli.efi  -1-^  ' 
oder  —9  je  necbdea  in  der  geraden  Linie  JPQ  die  Richtung  von 
Z^nacb  Q  als  die  positive  oder  als  die  negative  bedachtet  wird, 
und  wenn  ferner  e  die  Elongation  jenes  Radius* Vector  ist,  d.  h.  die 
Grösse  des  Winkels  bezeichnet,  der  im  Scbeitelpuukte  /*  nun  der 
Richtung,  die  mit  der  positiven  Abscissenrirlifiuig  einer  und  der-^ 
gelben  Richtung  des  Raums  parallel  i^t,  in  iiiejeoige  .  überführt, 
die  in  der  geraden  Linie  J'Q  als  die  positive  betrachtet  wird,  so 
hat  mau  allgemein  a=zr  cos  e,  6==2r  sin  a'\-  ö  »inzr  (cua  e 
4- sin  tf).  IHe  Grüase  e  läast  sieb  dnreb  die  Zahl  ausdrücken, 
wdcbe  die  Länge  des  Bogene  des  Eloagatlonsvinkels  in  Tbeilen 
dss  Halbmessers  angieht  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  — ,  j#  nach« 
dem  dieser  Winkel  durch  positive  ode#  negative  Drehung  nn  be- 
schreiben sein  wird.  Es  stellen  dann  a  uncT  b  die  rechtwinklicren, 
e  und  r  die  Polar- Coordinaten  des  Punkts  Q  gegen  den  Anfangs- 
punkt /'nach  ihrer  einzelnen  Grösse  dar,  und  zwar  die  absoluten 
oder  die  relativen  Coordinaten,  je  nachdem  P  der  Anfangspunkt 
des  Coordiuateu-Sjstems  selbst  oder  ein  anderer  Punkt  der  Eue.ne  ist. 

Die  durch  Cauebj  au%ekoninieae  Benennung  „compleze  Zahl" 
fiir  iieWil'VO*  derrerv  is^i^..  I  seMut  befvsits  ^aa  Biif^efrecbt 
aewonnen  zu  haben.  Die  von  ihm  b^olgte  Ausschliessung  nega- 
fiver  Wertbe  für  den  Modulus  der  compicxen  'Zahl  oder  für  die 
Grösse  r  in  der  Form  r.(cos  e -\-  sin-  «?./)  hat  awar  füi:  einz^lea 
Fälle  ihren  Nutzen,  stört  aher  die  Alli^emeiuheit  der  Auffassung. 

Die  durchgreifende  Allgemeinheil  der  Darstcl Ihulj:  der  Grösse 
des  Coordinjitenzuges  (furch  die  complexe  Zahlentorm  eriicllet  am 
aufiTallendsteo  bei  der  Rechnung  mit  complexen  Zahlen,  his  sei 
t,  B.  der  Anfangspunkt  des  CoordinatensjstemB,  Aß  die  mit' 
positiver  AbBcissenriehtung  beschriebene  Längeneinheit,  so  stellt  der 
Zug  die  unipriingliebe  Einheit  dar,  die  dem  Ceardiaipiensuge  zum 
Grunde  liegt.  Nun  bezeichne  «r-|'^*^='^ (cos  «  +  sin  e.i)  die 
Grösse  des  Coordinatenzuges,  der  aus  A  nach  dem  Punkte  rührt, 
so  tritt  durch  das  Setzen  dieser  complexen  Zahl  der  Zug  von  A 
nacli  C  iin  die  Steile  des  Einheitszuges  von  yl  nach  B.  Denkt 
man  sich  die  complexe  Zahl  als  eine  Summe  von  aliquoten 

Theilen,  so  wird  das  Setzen  derselben  zu  eiuet  P^ige  von  Puukteu 
hinlilbrett,  'die  Endpunkte  von  entsprechenden  aliquofen  Theilen  des 
Radivs-Veetor-Zttges  .<^Csind,  and  da  ein  Zug  eis  dle^rKneversteU 
hing  des  Aneinanderreüiena  einer  Summe  Tuu  nnendlich  mleo  un<*' 
endiich  kleinen  alii|netea Tbeilen  aul^ifefasst  werden  kann,  so  ist 
mit  dem  Setzen  der  complexen  Ztthl  a 5  .  $  in  der  l^iat  auch 
(las  Setzen  des  Radius  Vertor  Zncres  /r'selhst  verknüpft.  31an  darf 
also  sagen,  <lass  das  Sef  /eii  iler  complexen  Zahl  f/-^6 .  i=zr{co%  e 
-f-sia  e.i)  aus  dem  Eiuheitszuge  .^/^  den  /t,  F.  Zag  AC  hervor*' 
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nfcen  ISsst  und  dau  dtM  ^  den  Uebergang  mm  der  oositiTen  mdi* 
Sing  des  KiDkeitszuges  in  die  des  ü.  F.  Zngret  nno  r  als  Pnctor 

Ton  1  die  ans  der  Biobeit  henrorgehende  lineare  Grösse  des  Zuges 
AC  anzeigt.  Nun  sei  die  romplexc  Zahl  '^l ^  .  *  =  .  (cos  ^ 
-f-8tni^.f)j  welche  von  zum  Punkte  D  binfülirt,  das  Product 
aus  den  beiden  cooiplexen  Zahlen  a  ~\-  0  .  i  =  r  .  (cos  -i-  sin  e  .i) 
und  «'  -4-  .  t  =  r  .  (cos  e'  -\~  sin  e  .  «j,  su  wird,  wenn  die  erstere 
dabei  ala  Moldplieand  angcseliett  wird,  dieie  für  die  Aui^übrung 
der  Bfnltiplication  an^  die  Stelle  derKinheit  des  Multiplicatera  treteo, 
es  wird  also  der  Radius* Vector-2ng  AD  m  aus  dem  il ,  F.  Zog 
AC  hervorgehen .  wie*  es  das  Sptzpn  des  Multiplicators  fnr  die  Bil- 
dung eines  H  .  F.Zuges  ans  dem  i^inbeitszun:e  Aß  vorschreibt, 
d.  h.  CS  wird  ^  den  Lleberganp^  aus  der  positiven  Richtung-  des 
H  .  F.  Zuges  AC  in  die  des  Ii,  F.  Zuges  AJJ  angeben,  und 
als  Factor  von  r  die  lineare  Grösse  ^es  iv .  F.  Zuees  AD  hervor- 
bringen. Man  wurde  also  hiernach  =  rr'  und  f =tf ^erliai- 
ten,  welches  vollkommen  mit  dem  wirklichen  AlultipKcattonsprodncte 
der  conplexen  Zahlen  selbst  übereiostimaitj  indem 

r.(eos«-|-  sin  •  f)  •  r'  (cos  ^  •  4 

=  rr* .  f  cos  (e         -H  sio  («-!-«').  i) 
ist  '  • 


Anwendung  der  Fresnerschen  Formeln  znr  Be^ 
stimnrang  der  luin  einer  beliebigen  Anzahl  pa- 
ralleler durchsichtiger  Plattcu  reilectirten  und 
gebrochenen  polarisirten  Ldchtintensitäten. 

■ 

*  Von 

Herrn  J.  Fleschl, 

Lehrer  der  Mudtuiiiatik  und  der  Naturv?issenschafcen  an  der  Reaisciiule  xu 

DfisteldorfL 


Die  PhKnomene  des  Lichts  werden  henrorgebracbt  gedacl^  durch 
Vibrationen  eines  äusserst  feinen  höchst  eustischen,  das  ganaa 
Üniversuni  erfüllenden  hypothetischen  Fluidums,  welches  man  Licbl- 

Aetlier  nenut.  Die  Vibrationen  der  Aethertheilchen  erfolgen  immer 
und  jederzeit  senkrecht  zum  Lichtstrahl,  also  stets  in  einer  auf  die- 
sem letzteren  senkrechten  £bene.  Bleiht  die  Schwius^ungsrichtung 
der  Aethertheiloheo  constant,  d.  h.  sich  immer  parallel,  so  heisst 
das  Lieht  poUrisirt;  ändert  wii^  dimlbe  aber  continuirlichy  so 
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beiist  das  Liebt  unpolafisirt.   leb  aeooe  mit  den  franaösiscbeB 

PhysilLern  dasjenige  polarisirte  Licht,  dessett  Vibratiöneft  senkrecht 
geg ( Ti  die  Einfaltsebene  erfolgen ,  in  der  tiliiifallsebene,  dasje- 
nige hingegen,  dessen  Oscillationen  in  der  Einfallsebeoe  geschehen, 
senkrecht  zur  Einfallsebenc  polnrisirt.  Da  sich  dits  iin|io. 
larisirte  Ucht  betrachten  lässt  als  eine  cuuliuuirliche  Anfcinandertulge 
nach  allen  möglichen  Ki(  htunpfcn  fiulurisirtcn  Lichts,  so  da&s  ia  einer 
sebr  kleinen  Zeil  tiacli  jeder  Ricbtung  gleich  viele  und  gleich  starke 
Schwingungen  erfolgen:  so  kann  dasselbe  also,  wenn  es  nach  der 
BiDfeUsebene  und  senkrecht  gegen  dieselbe  zerlegt  wird,  aogeseben 
werden  als  ein  System  senhLrecbt  au  einander  polaristrter  Strahlen, 
jeder  von  der  kalben  Intensität  des  unzerlegtcn  anftolarisirten. 
Deshalb  also,  weil  es  der  einfachere  Fall  ist,  und  weil  das  unpo- 
larisirte  Liebt  als  aus  polarisirtcm  bestehend  angesehen  werden 
kann ,  verdient  mit  der  Betrachtung  des  polarisirten  Lichts  der  An- 
fang gemacht  zu  werden. 

4 

*  ■ 

Füllt  in  der  Binfallsebene  polarisirtes  Liebt,  dessen  Vibrationen 
also  senkrecht  vegen  diese  Ebene  erfolgen,  von  einer  als  USinbeit 
angenommenen  Intensität,  unter  dem  Winkel  i  auf  die  Trennungs- 

Üäche  zweier  dnrchsicbtij>-en  Media  von  versrliiedener  Dichtjgkeit 
und  wird  dasselbe  unter  dem  Winkel  i'  refractirt:  so  sind  die  In- 
tensitäten des  reflectirteu  und  durchgehenden  Lichts  respective  aus* 
gedrückt  durch  folgende  Formeln: 

sin^(/  —  i)       .  -  sin  2t .  sin  2/. 

j#»  =  ■  2i  ■  .  "x  und       =  1  —  -dt*  =     ...  TT- 

Auf  gleiche  Weisq  sind  die  Intensitäten  des  gespiegelten  und 

durcbgelienden  senkrecht  gegen  dio  KinfuMsebcne  polarisirten  Lichts^ 
dessen  Schwingungen  also  in  dieser  bbenc  eriuti^eu.  unter  übrigens 
ganz  gleichen  (Jmständen,  gegeben  durch  die  Ausdrücke: 

t»ng'(.;  -  O  „„d  z?»  =  1  -  z?'  =  ■      -i; ''° 

ung'(«-Ht)  X     ^       sin»(»-*-Ocos»(»  — f ) 

^  Diese  4  Formeln  wurden  gegeben  von  Fresoel  in  den  M^* 

aoirea  de  Uacad^mie  des  sciences  und  tragen  seineu  ehrenvollen 

Namen.  Man  findet  sie  gleicbfalls  ausfülirlich  entwickelt  in  Ra- 
dicke*s  Handbuch  der  Optik.  1.  Band.  Seite  231.  ff.,  so  wie  nmh 
in  den  neueren  f^elirbüchern  der  Pbysik,  z.B.  in  Cours  de  phjsique 
a  l'ecole  polytecliniquc  par  l^nmd .  Tome  II,  ^.  637.  u.  s.  w.,  wes- 
halb icii  vou  ibueu,  aiä  von  uU^euieiu  bekunuteu  Formein,  in  mei- 
ner kleinen  Arbeit  ausgehen  zu  dürüsn  geglaubt  habe. 

.  3. 

Fällt  ein  Licbtstrabl  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  die 
Trenn ungsfläcbe  zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener 
Dichtigkeit,  so  wird  derselbe  im  Aimalls|iunkte  im  Allgemeinen  in 

«wei  Sjrahlrn  getbeilt,  von  denen  d<'r  eine  unter  dem  Auffallswtnkel 
ins  erstere  Medium  zurückgeworfen,  der  andere  unlt  r  einein  andern 
Wink  vi  ins  zweite  Medium  gebrochen  wird.  Fällt  also  in  der  Ein- 
lullsebene  polarisirtes  Liclit  unter  den  oben  (Art.  2.)  bezeiclmeten 
BediuguDgeu  aui  die  obere  Flache  einer  Glasplatte  mit  parallelen 

TiMUi.  26 
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Be|rr«BtMBMWBeBy  M  wM  eis  TImII  ia  die  Luft  rellectiit, 
m  «Hicrer  TheU  C*  dringt  aofer  de«  WiDkel  t'  in  die  GIusbum 
ein  ned  tiifft  unter  demselbeo  Wiekel  0'  auf  die  untere  GrenzebeDe 
der  Pietie.  Ib  diesem  Pukte  tkeUt  sicli  dieser  letztere  Theil  C* 
wieder  in  zwei  Stralilcn,  von  denen  der  eine  ins  liniere  der  Glas- 
mrissp  nrfspiesrt'lt  wird,  der  andere  unter  dem  Winkel  /,  also  pa* 
railel  der  tty^atteodea  LicUtcitiheit ,  aus  der  Tiattc  lierau^tritt.  Da 
«:irft  nun  die  Werthe  von  A"^  und  C-  uicLt  äiiUcrn,  wenn  /  uod  /' 
iiiitrr  einuoder  vertauscht  werden,  da  also  die  luteusitateu  des  re> 
flectirten  und  gei»roelbeneD  Lichtes  etas  der  eotsprecJienden  lutea* 
sitit  des  eslfollendeB  stets  enf  dieselbe  Weise  bestinsit  werden,  dv 
Liclit  sag  unter  dem  Wiaicel  f  enfii  dichterei  oder  unter  dem  VYla- 
kel  i  ttufs  minder  dicbte  Medina  autitallen:  so  eriialten  wir  also  ia 
diesem  Falle,  wie  im  erstercn.  die  Intensität  des  ins  Innere  der 
Glasmasse  zurüekerewürtfMJt  11  und  au»  derselben  heraustretenden 
Lichtes,  wenn  wir  die  Intensität  C-  des  auffalieudeo  res|iertive  mit 
und  C*  muiiipiiciren.  Die  Intensität  des  ersteren  JMrahies  ist 
also  die  des  andern  C*.  so  dass 

C  =  C-A'      C*  =  C'(A'  -\-  C»). 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Saohe  verfolffen,  so  ergiebt 
sich,  dass  innerhalb  der  Gla^iplatte  zwischen  deren  neiden  parallelen 
Begrenzungfsehenen  eine  unendliche  Mcuffe  von  Kellexionen  Statt 
haben.  AMe  diese  reflectirfen  Strahlen  haben  das  gemeinschaftlich, 
dass  sie  samuillicb  in  der  LiulalUebene  liejren  und  unter  dem  Win- 
kel 1"  reflectirt  werden.  Lad  da  uiau  die  luteusität  des  geüpiegelteu 
Strahls  erhält,  wenn  man  die  Intensität  des  nuifalleaden  mit  mnl« 
tiplicirt,  so  werden  die  Intensitäten  aller  im  Innern  der  Glasmasse 
reflectirteo  Strahlen  also  eioe  geometrische  Progression  bilden,  de* 
ren  erstes  Glied  und  deren  Quotient  ist.  Diese  Reibe  ist 
abo: 

C'-^C^A^+C^A^^tic.  =r»0  +ui«H-ctc.)=£:^=l. 

• 

Um  nun  Intensitäten  der  aus  der  oberen  oder  unteren  Grenx* 
ebene  der  Platte  ber.instrefenden  parallelen  iStraltlen  zu  erhalten,  ha- 
ben wir  nur  die  betreÜeiidcu  auffallenden  Licbtuitensitäten ,  aus 
deren  Zerleguna-  sie  bervorgeacanaren  sind,  jedes  Mal  mit  C-  zu 
multiplicireo.  l?ie  von  der  oberen  Greuzebeue  der  Platte  unter 
dem  Winkel  i  ausgehende  Lichtintensität  wird  also  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe»  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  einael- 
nen  Strahlen  ausdrücken: 

^2+C*^»+6^^''4-C'*^'«=^'4-.i  6 -|-ctc.)  = 

+    •  T^4' = +^»+1-^')  = 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  Intensität  des  aus  der  un- 
teren Fläche  der  Platte  Ueraustreteodea  Lichts  durch  die  Summa- 
tion  der  Reihe: 

C^A*  +  €^A*  -h  etc.  =      (l  -|-  ^*     ^*  -4-  etc.)  5= 

1  — 

Folgeade  Gleicbuugeu  stelleu  die  jedesmaligen  auffalleoden 
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LichtinteiiHtMtaii  nit  ihren  reipectiveii  reflectirtev  nvd  gebroch«Mii 
Strablen  dar)  in  welche  tie  sieh  bei  ibrer  Zerieguig  tbeijeas 

=  ^^i^ -f- =  r»     -4- c»), 

C7»^«  =  CM*  +  CM*  =  C^A*  [A^  +  Cf),  II.  i.  w., 

deren  Ricjitigkeit  evident  ist. 
*   AiiB  dei'  vorangebenden  BotWicklong  ergiebt  aieli  ftbertiebtileb 

dargestellt  folgendes  ReBultat:  . 

Fällt  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  Licht  von  der  Inten- 
sität =  1  unter  dem  Winkel  i  aus  Luft  auf  oherr  Flacli« 
einer  Glasplatte  mit  parallelen  BegreuzungsebcMien,  so  ist  die 
Intensität  alles  von  der  obern  Seite  der  Platt^  uuter  dem- 
flelbea  Winkel  i  ausgehenden  Lichts  gegeben  durch  den 
Attsdrack 

^  

und  die  Intensität  des  unter  dem  Wiakel  f,  also  parallel  der 
auffallenden  Lichteinbeit,  aus  der  untern  Fläche  der  Platte 
austreleaden  Lichts  wird  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

Wir  finden  i^lse  das  van  der  »obern  oder  untern  Fläche  der 
Platte  kommende  Liclit,  av(  nn  wir  die  Intensität  des  auffallenden 
respectm  mk  .^i'  oder  multipliciren. 

4. 

Wir  denken  uns  nun  n  parallele  Platten  auf  einander  liec^end 
uud  bezeichnen,  analog  dem  Vorigen,  das  unter  ganz  denselben 
Umständen  Ton  der  obem  FlXcbe^  der  obersten  Platte  ausgebende 
Licht  durch  A^  on4  dsa  aas  der'nntern  Fläche  der  natersten  be^ 
austretende  dareh  €n^.  Wir  fügen  noch,  eiae  Platte  hinzu  und 
Avollen  bestimmen  die  bei  der  B  ereinigung^  von  (y» -f- 1)  Platfrn 
von  der  obersten  und  untersten  Platte  komm<Qnden  Lichtiutensitäten, 
also  An-ir\*'  und  Cz-f-i'. 

Vor  Allem  ist  einleuchtend,  dasä  zwiäcbeu  der  untern  Fläche 
der  «iten  und  der  obem  Fläche  der  darunterliegenden  (n  +  l)leii 
Platte  eine  unendliche  Menge  von  Lichtintensitäten  sich  befinde» 
werden.  Wie  oben  ^Art  3.),  so  haben  auch  hier  alle  diese  Strahlen 
das  gemein,  dass  sie  sämuitlich  in  der  Einfallsebene  liegen,  dage- 
gen aber  alle  unter  dem  Winkel  i  von  den  bezeichneten  beiden 
Flächen  iierlvommen.  Wir  finden  nun  die  Intensität  irgend  eines 
dieser  Strahlen,  wenn  wir  die  iiuenäiLat  desjenigen  autl'alleuden, 
ans  dessen  Zerlegung  er  berrorgeht,  respective  not  A^^  oder  A^ 
multipliciren,  Jenacbdem  der  aaftallende  Strahl  anf  die 'eine  einselne 
oder  die  n  vereinigten  Platte  trifft  Diese  Strahlen  aind  ahio 

^*»^,»H-  r„M,»A»-4-r„»^,*^«»-4-C,»urf/^*»+etc. 

Aus  diesen  letzteren  sich  zwischen  den  bi^idea  Plattens^stemen 

2ö*  * 
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bewegenden  Strahlen  finden  wir  nun  die  eioxeloen,  von  ihnen  her* 
rührendeDy  am  der  nnlerea  PIScIm  der  einen  etnielDen,  oder 
der  oberen  Flaebe  des  Systeins  von  i$  Platten  ^rallel  unter  ei» 

ander  heraiutretenden  LichtinteneitSten ,  wenn  wir  die  betreffenden 
(aoflfallenden)  Strehlen  respective  mit  C,'  oder  Cn*  nmltiplicirea, 

je  nachdem  dtcsclhcn  auf  die  einzelne  oder  die  n  Platten  auffielen. 
Also  wird  die  Intensität  alles  von  der  ohern  Fläche  der  (/? -f.  1) 
auf  einander  liegenden  Platten  kommenden  Lichts  gleich  seia  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstäriie  der  einzel- 
nen Strahlen  bezeichnen: 


Ebenso  ist  die  Intensität  aller  aus  der  untersten  (»Hhl)teo 
Platte  beranstretenden  parallelen  Strahlen  gleieh  der  Summe  fol- 
gender Reibe; 

z=zC,^C^\l^A^ » Jf»»     ^, *An*      und t 

Fedgende  jGIeicliuDgcn  stellen  die  anflallenden  LiehtinteniitateB 
mit  Ihren  respectiven  refleetirten  und  refractirtea  Straelen  dar»  in 
welche  sie  sich  lerlegen: 

C^A.^Ah*  =  C^A\*An*  +  C»*A,*An*C\* 

II.  8.  w.j  deren  Richtirrkeit  sich  von  selbst  ergieht. 

Setzt  man  iu  den  für  A^+i^  und  gefundenen  allgemei- 

nen Ausdrücken  successive 

«  =  1,  I»  =  2,  II  =  3  u.  s.  w., 
•o  erhült  man  naeh  einigen  leichten  Rednetionen: 

Hieraus  schliessen  wir  allgemein: 
ao  dasa  jf/derseit 

1  =     -4- c;«, 

M  ir  fassen  zusammen.   Fällt  In  der  Eiufalläebene  polarisiftes 
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Liclit  ron  einer  als  Kinl»e!t  anj:^f>nommeripn  Intensität  unter  dent 
Winkel  /  ans  Luft  niif  //  ijltrr  rirmnder  liegende  [»oralicie  Glas- 
platten auf,  so  ist  die  Jutensität  alltä  von  der  obersten  Platte  unter 
demselben  Winkel  ausgehenden  Lichtes  =  ^ij,*  und  die  Intensität 
des  ans  der  untersten  Platte  parallel  der  auttallcnden  Lichteinbeit 
beraustretendeo  LicbU  s  C»*.  Beide  Tfaeile  bleiben  la  der  BId« 
fttllflebene  polärisirt. 

.  5. 

Da  für  Liebt,  welcbes  senkrccbt  gegen  die  Eipfallsebene  po* 
lariairt  iat,  an  die  Stelle  von.^'  in  den  vorhergehebdee  Bntwick« 
lungen  ß*  tritt,  übrigens  unter  denselben  Bedingungen^  alles  genau 
dassrihc  bleibt»  so  werden  also,  analoff  den  beioen  Torigeii  (aj,  die 
Focmeln 

7mB^  1  ^  B* 

die  Ton  der  obetsten  und  untersten  Platte  liir  diesen  Fall  kominen- 
den  pelarisirten  Liobtintensit&ten  ansdrüeken,  so  dass  wicdenim 

Fällt  nun  abt  r  uuter  denselben  Umständen  gewöhnliches  un* 
polurisirtes  Licht  auf  von  der  Intensität  =2,  una  denken  wir  uns 
dasselbe  auf  die  oben  (Art.  1.)  angedeutete  VVei.se  iu  ein  System 
senkreebt  so  einander  polarisirter  8tmblen  zerlegt,  jeder  von  der 
Intensitttt  a  1^  und  yen  denen  die  Vibtatienen  des  einen  in  der 
Einfallsebene^  die  des  andern  senkreebt  gegeji  diese  Ebene  erCslgen^ 
so  mrird  also  die  Intensität  alles  von  der  obersten  Platte  ausgeben« 
'  den  Liebts  durch 

und  des  aus  der  untersten  Platte  heraustretenden  dureb 

ausgedrückt  werden  können.  Uebcr  die  Nntur  dieser  beiden  Liebt- 
inteusitäten  wollen  wir  keinen  voreiligen  Scbluss  uacben. 

Formt  man  den  Ausdruck 

^         sin'(«  —  i') 

Ülll^(i-f-l) 

vemiöge  dier  Fundamentalgleichung  der  Brechung  des  Lichts 

sin  I  =  f»  sin  l' 

um»  so  sieht  man,  dass  derselbe  sein  Minimum  =s  (^_^  odfr 
Maximum  =  1  erreicht,  je  uacbdeui 

71 

#  =  0  oder  i  ="  ist. 

Auch  lässt  sieb  durch  Differentiation  leidit  nachweisen,  dass  der 
Werth  von       von  der  einen  Grenze  nur  andern  mit  dem  Aullulis- 
winket  continuirlich  wächst* 
Der  Werth  von 
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► 

«,  ung»(*  —  O 

^   —  Ungn«-*-t-) 

hiogegeo  erreicht  gern  Miuiiuuiu  =  0,  wenn 
Alsdann  aber  ist 

wm^ss  CO! 

folglich 

sin  i  =z    sio  «'  =    cos  t 

und 

tang  i  ^=  fi. 

Fällt  also  senkrecht  gegen  die  bintallsfhenc  poUribirtrs  Licht,  un- 
ter dem  durch  diese  Gieichuog  hestiiiimten  Winkel  auf  die  Treu- 
uungbiiache  zweier  durchsichtiger  Mciiiu  auf,  so  uirii  durchaus  keiue 
l$p«r  Too  Lieht  refleedrt,  lOBaera  alka  bringt  im  «wate  IMim 
ein.  Fällt  hingegen  gewöhttliehM  nnjpolanitrtM  Licht  anf»  so  oa^ 
hält  das  fj^eapiegäte  Licht 

weil  0  ist»   üur  in  der  Einfallseheue  pularihirtes  Licht  und 

Bian  sagt  deihalh,  daa  Licht  sei  datch  ftaflezian  Tollkott* 
■lea-polariiirt  Uad  daher  heiMt  dieser  Auffallswinkel  auch  der 
Polarisationswinkel  oder  der  Winkel  dar  vollkosiBteaea 
Polarisation,  Ks  ist  leicht  an  seigea»  dassy  weU 

ist,  der  reflectirte  Strahl  aaf  dem  gehrocheneo  seakrecht  steht. 

Für  «  =  arc(taug  =:       JB*  =  0,  also,  Minimum. 
Für  t  =:  «l*,  B*=sly  also  filaxlBinia. 

Aus  dem  Vorangehenden  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Fällt  polarisirtes  laicht  auf  die  Trennuugsfläche  zweier  durch- 
sichtigen Media,  so  wird  hei  seokrechter' lucidenz  nur  ein  Theil 
reflectirt,  bei  horizontaler  dagegen  alles,  das  auffallende  Licht  mag 
polarisirt  sein  ia  der  Kielallseheae  oder  seakrecht  gegen  dieselhe. 

2)  Ist  das  Licht  in  der  EinfaUsebene  polarisirt,  so  wächst  die 
Intensität  des  gespiegelten  Lichts  mit  der  Schiefe  der  Incidenz. 

3)  Wenn  hingegen  das  Licht  polarisirt  ist  senkrecht  zur  E'w- 
fallsehcne;  so  wird  hei  einem  gewissen  voo  der  lichthrcchendeo 
Kraft  des  zweiten  Mittels  ahhäugigeu  schiefen  Auffallswinkel  (Po- 
larisationswinkel)  keine  S^ur  gespiegelt,  sondern  alles  dringt  ips 
xweite  Mittel  ein.  Je  weiter  sick  aher  das  aaffallende  Licht  nach 
der  einen  oder  der  andern  Seite  von  dieser  Grense  entlernt ,  desto 
nwhr  wird  reflectirt. 

7. 

,Die  Werthe  von  ^m*  und  Bti*  sind  abhängig  von  und 


1  ■ 
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einerseits,  anderetseits  von  der  Plattenanvahl  «,  Wir  wollen  vei- 
/    suchen,  die  Geset'se  dieser  Abhingigkeit  sa  bestimmen. 

i.  Es  seien  J[*  und  ß*  eonstant,  m  variabel. 

a)  Wenn  m  wächst,  so  nShert  sich  dei^  reciprolLO  Werth  von 
jiu*9  nämlich 

_1  -      l  —  J* 

der  Einheit  und  ist  ii=Qo,  so  ist  -j-i  =  h  folglich  auch  ^»'=:1. 

if)  Offenbar  crilt  von  Bn*  dasselbe,  so  laoffe  B*  >•  0. 
e]  Ist  aber  ir*  =  0,  sp  ist  Bn^=Q  unabhängig  von  selbst 
für  n  =  00. 
Weil 

€7|.«=1-^^«»  und  i»«*  =  1  — 

so  gilt  von  dem  alle  Platten  durchdringenden  Liebte  das  Bntge. 
geagesetzte  des  eben  Angeführten. 

IL  Bs  sei  «  constftnt,       und  B^  aber  veränderlich. 
e)  Wächst        so  wird  in  dem  Bruche 

der  Zähler  kleiner,  der  Neuner  grösser,  also  uns  beideu  GrUndco 
der  Werth  des  Bruches,  mithin  auch  der  Werth  von 

1     I  .  inj!! 

kleiner;  folglicli  wächst  .J/P.  wenn  zunimmf. 
y)  Nimmt  B*  ab,  so  nähert  sich  in  dem  Uruchc 

2nB^ 

der  Zähler  4er  Binhek,  der  Nenner  immer  mehr  der  0;  es  wächst 
folglich  der  ganxe  Bruch,  mithin  auch  der  Werth  von 

also  mnss  Bn*  selbst  kleiner  werden,  wenn  B*  kleiner  wird. 

'    g)  Weüii  oder  «  =  -|,  s«  \%i       z=       (Art  6.)  folg- 

Uch^„»  =  Ä,,r 

Hieraus  schliessen  wir  foli^endc  Gesetze: 

1)  Fällt  Dolarisirtes  Licht  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf 
ein  System  über  einander  liegender  paralleler  dnrclisichtiger  Plat- 
ten, so  wird  im  Allgemeinen  um  so  mehr  reflectirt  (von  der  oberen 
Fläche  der  obersten  Platte  ausgeben),  also  um  so  weniger  die 
Platten  durchdringen,  je  aTÖssor  deren  Anzahl  ist. 

2)  Ist  die,  Anzahl  der  Platten  unendlich,  so  wird  alles  Lichl  re- 
flectirt und  keine  Spur  dringt  durchs  welches  auch  der  Außalis> 
Winkel  sei. 
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Dieses  ^ilt  im  Allffeneinen,  das  auffislleade  Lieht  mag  w 

der  Eiutallöcbt'ne  oder  sonkreclit  pfe£»'en  diese  polarisirt  sein. 

3)  Ist  das  [.iciit  in  der  LiotaiisebeDe  polarisirt,  so  wird  bei  un- 
Teränderlicber  Flattenzubl  um  so  niebr  reflectirt,  also  am  so  weai- 
ger  durcbgeben,  je  schiefer  das  Licht  auffällt. 

4)  Ist  dagegen  das  Licht  senkrecht  gegen  die  Einfailsebeue 
polaritirt,  lo  wird,  wenn  die  Anzahl  der  Platten  dieselhe  bleibt, 
nm  90  mehr  reflectirt,  also  um  ao  weniger  durchdringen,  je  weiter 
sich  Dach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Binfallswinkel  vom 
Foiarisalionswinkel  entfernt. 

5)  Fallt  al)er  für  diesen  letzteren  Fall  das  Licht  unter  dpm 
Pülarisationswinkel  selbst  .uif,  so  dringt  allrs  durch  die  Platten 
hindurch  und  es  wird  k<  ine  vSpur  mehr  reflectirt,  selbst  dann  nicht, 
wenn  die  Anzahl  der  l'üitten  unendlich  gross  wäre. 

Dieses  ist  der  einzige  Fall  der  Ausnahme,  welcher  uns 
nöthigte^  sn  eben  hei  1  und  1  den  Ausdruck  ,>im  Allge- 
meinen** binznaufüffen. 

6)  Fällt  gewöhnliches  Licht  senkrecht  auf  oder  horizontal,  so 
ist  man  nicht  im  Stande  dasselbe  zu  polarisiren  weder  durcli  Re* 
flcxion,  noch  durch  Refractlon.  mag  tnan  sich  hierzu  bloss  einer 
spiegelnden  F'läche  bedienen  oder  eine  beliebige  Anzahl  von  Plat- 
ten anwenden.  * 

8. 

Bs  wurde  oben  (Artw  1)  berührt,  das«  gewdbnUcbes  un^lari- 
sirtes  Licht  sieb  betrachten  lasse  als  ein  System  senkrecht  zu  ein- 
ander polarisirter  Stralilen  von  gleicher  Intensität.  Ebenso  lassen 
sich  umffekehrt  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen  von 

glf»irber  Lichtstärke  ansehen  als  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht. 
Audi  in  ßüzug  auf  ihre  Wirkungen  zeigt  die  Beohaebfung  keinen 
Unterschied.  Fällt  also  nun  aut  unser  rlattensvstem  gewöhnliches 
Licht,  so  enthält,  wie  bereits  (Art.  5)  gezeigt  wurde,  sowohl  das 
zurlick^eworfeue ,  als  durchgehende  Licht  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen*  In  dem  reflectirten  Liebte  z.  B«  bildet  nun  der 
minder  intensive  Strahl  mi)  einem  gleichen  TbeÜe  des  andern  ge- 
wöhnliches Licht  und  es  bfeibt  also  ausserdem  noch  ein  lieber- 
schuss  polarisirten  Lichtes  von  der  BeschalTenbeit  des  lichtstarke- 
ren Strahles.  Fin  Gleiches  gilt  vom  refractirten  Lichte.  Da  nun, 
wie  wir  bewiesen  haben  (Art.  4  und  5) 

80  folgt  daraus 

-  Bn*  =  nn*  —  Cn*  ....  (/) 

Und  hieraus  schliessen  wir  folgenden  Sutz; 

la  dem  rellcctirten  und  durcbirehendcn  Lichte  finden  sich 
ausser  dem  in  jedem  enthalteucu  gewöhnlichen  laichte  gleiche 
Intensitäten  senkrecht  zu  einander  polarisirter  »Strahlen,  die 
Plattenzahl  uud  der  Ginfallswinkel  seien,  welche  sie  wulieu. 
Für  eine  Platte  ist  dieses  Gesetz  das  bekannte  Theorem  von  Arago. 

Unter  der  Vibrationsebene  eines  polarisirten  Strahles  ver- 
stehen wir  diejenige  Bbene,  welche  dnrch  ilen  betrellend^  Strahl 
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UDtl  tiic  constiuite  ^chwinguugäriclituii^  meiner  Aethertbeilchen  oreht. 
Uoter  PüiariaatioDsebeue  aber  die  durch  deu  Strahl  aut  die 
OtcillationsriehtoDg  tenkracht  gefBlirte  Ebene.  Eä  itehen  aUo 
beide  Ebenen  stets  auf  einander  senkrecht.  Denkt  man  sich  nnii 
durch  decjeni^en  Punkt,  in  welchem  ein  Lichtstrahl  die  Grenze 
zweier  durchsicbticrer  >!cdi<i  trifft,  auf  die  Richtung  des  Strahls 
eine  Kbeue  senkrecht  gelegt,  so  werden  in  dieser  oder  ihr  parallel 
die  McbwiuguuQ^cn  der  AetnertheiVhen  erfiilprcn  können  nach  jeder 
beliebigen  Richtung.  Dreht  die  VibratiODäricliluug^  io  dieser 
Ebene  um  den  Aunallspnnfct  in  Kreise  herum ,  so  dreht  sich  aleo 
auch  die  Vibrationsebenc  und  mit  ihr  die  PolarisatioDsebene  um  den 
einfallenden  Strahl.  Macht  die  Sehwingungsrichtung  mit  4er  im 
AufTallspunkt  aut  (ile  Einfallsebenc  errichteten  SenKrechfen  den 
Winkel  et,  so  bildet  deaselben  Winkel  a  also  auch  die  Polarisa- 
tion*;ebene  mit  der  Einfnllsebene  und  man  sa^,  das  Licht  sei  in 
dem  Azimut!)  u  polarisit.  In  untenstehender  Figur  (ä.  am  Ende 
der  Abhandlung)  sei  nun  jiCB  die  Einialisehene ,  CD  die  Polari- 
satioDsebene»  ACJ^=a  das  Azimuth  der  letzteren,  CH  die  Sehwin- 
gungsrichtung des  Aethertheilcheas  CJf=l  die  halbe  Oscil- 
iationsweite  der^^olhen,  deren  Componenten  Dach  der  EinfaUsebeae 
und  senkrecht  gegen  diese  respectivc 

CB=Biu  a  und  JUSssseon  a 

sein  werden^  da 

Und  es  lässt  sich  also,  weil  die  Lichtintensitäten  proportional 
sind  dem  Quadrate  der  Oscillationsgeschwindigkeiten ,  die  in  dem 
Azimuth  ce  polarisirte  Lichteinheit  in  zwei  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen  von  den  Intensitäteu  siu  und  cos  *a  zerle* 
gen,  so  dass  wiederum  *  ' 

l=:sin  'a+cos  'o. 

Auf  gleiche  Weise  können  umgekehrt  swei  senltrecht  zu  ein- 
ander poHirisirtc  Strahlen  in  einen  einzigen  zusammengesrf7t  wer- 
den^ dessen  Azimuth  taug  'ce  offenbar  gefunden  wird,  wenn  man 
die  Intensität  lies  in  der  Einfallsebene  schwingenden  Mtrahles  durch 
die  Intensität  des  senkrecht  gegen  diese  Ebene  vibrirendeu  dividirt. 
FftU^  Biso  auf  unser  PlatCensystem  gewöhnliches  Llcl^t,  se  ist  so* 
wohl  das  reflectirte^  als  durchgehende  polarisirt,  jedes  in  einem  be- 
sopdern  Azimuth.  Nennen  wir  das  Aaimuth  des  reflectirteD  das 
des  refractirtcn  ß,,^  so  ist  also 

{in  — DA*  , 
2nA*  — 


tang  '«..^^Ti  =  i+(2»-i)£P«  •  - 


und 


1— i?» 


l^(2n  —  1)A* 


weuB  der  Rürxe  halber  geaetit  wird 


lH-(2^-l)j! 
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ß%  1  

ysstang  »a  und  y^-^  =  ^^%  V- 

Folglieh  ist  altgemein 

laii|^  '«uttaDg      Slang  *a$.CaDg 
Aus  Art.  2  aber  folgt  ^ 

nilhiii  irt 

tang  'o:t«ng  */9=coi  *(4.|.f'),  alsa  auch 

tanj^        ;  tang  '/9„  =  cüs  *(f-i-t^)  oder 

tang  a„==:^cos  (i-f-«')  tang-  j^n. ....  (J) 

Beide  Aaimuthe  stehen  also  immer  in  dicspr  einfachen  Rcziehnng 
zu  einander.  Jpdes  ist  eine  Function  des  Kinfullswinkels  und  der 
Plattenzahl ,  und  wir  wolleo  die  Genese  dieser  Abliäogigkeit  su 
bestimuiea  suchen. 

10. 

Wir  haben  gafiind«n 

tang     =db  C08  (<  + 0 « tang 

Da 

cos  (f-J-  #')  <C  1, 
tang  a„  <  tang  /S«,  und 

nnabbängig  von  i  nnd  «• 

I.  Es  sei  n  constant,  i  also  auch       und  //^  variabel. 

a)  So  oft  A*7ssB^i  so  ist  tang  *fl^sl=tang  alio 

b)  Ist  1=0,  so  ist  A^^B^  (Art  6),  mithin  o^ssj- 

c)  Ist  «=arc(Uug=:/A)j  so  ist  ^'=0,  folglich  auch  //j,'=0. 
Lud  da 

tang  ^^—^  (Art.  9), 

80  ist  für, diesen  Füll  tanc^  a„=:0,  folglich  a/^^O.  Aber 

-j^"    für    =  OD  ist  = 

d)  l8t  l>«rc(taDg=f*),  80  ist  ^*>0,  folglicb  Bu*>% 
also  a»>0.  Aber  tang  V*<QC),  also  i5ii<^. 

■ 
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«)  Iii  <=Y,  w  UiA*=B*  (Art  6),  folglich  0«  =  -^  =:/?«. 
Hieraus  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Die  PolariaatioosebeQe  des  reflectirten  Lichtes  bildet  mit  der 
Einfallsebene  iamieF  einen  kleineren  Winkel ,  als  die  Polarisations- 
ebene des  durchgehenden»  der  Einfallawiakel  und  die  Platteniabl , > 
seien^  -welche  sie  wollen. 

2)  Fällt  das  Licht  senkrecht  auf,  so  ist  daa  AiinBUth  jeder  der 

beiden  Polarisationaebenen  =  j-»  folgKch  sowohl  das  reflectirte, 

als  durchgehende  Licht  nnpolarisirt 

3)  Wächst  der  Binfallsinnkel,  so  wird  das  Axinmtfa  dea  reflec- 

tirten  Lichtes  kleiner,  das  des  refractirten  irrdsser.    Erreicht  der 
Einfallswinkel  don  Polarisationswinkel,  so  fallt  die  Polarisations- 
ehene  des  retlectirten  Lichtes  zusammen  mit  der  Einfallsebene.    Das  - 
Axinuith  des  durchgehenden  Lichtes  aiier  wächst  mit  der  Plattcn- 

sahl  und  ist  =y»  wenn  diese  nnendlich  gross  ist. 

4)  Wächst  der  Einfallswinkel  über  den  Polarisationswinkel 
hinaus,  so  wächst  das  Azimutk  des  refleetirten  Lichten  wieder»  das 

des  durcli^ehcnden  ninrat  ab. 

5)  Fällt  das  Licht  horizontal  auf,  so  ist  das  Azimnth  des  re- 

flectirten  Lichtes  wieder  gleich  -^'f  folglich  daa  reflectirte  Licht 
selbst  nnpolarisirt  In  diesem  Falle  dringt  kein  Licht  dorch* 

IL  Es  sei  der  Einfallswinkel,  also  auch       nnd  con* 

stant  und  m  veränderlieh« 

Es  ist 

ff,  _tan}r  cos  '(i-f  O    gm  «(t'-i")       cos  ^(t  +  Q 

—  tang  »(*-*-*'}       CO»  sin  cos      — t')**^  * 

Da  aber 

cos  »(t  +  f) 

OOS  »(I  — t*)^*» 

so  ist  . 

Vergleicht  mau  nun  die  reciproken  Werthe  von  An'  uud  Bn"^^ 
nämlich 

11 

An*  ^  Ä»» 
A^>BnK 


&0  tu  Igt 

folglich 
Und  da 

so  ist  also 
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NoD  aber  ist  # 

taag  »a«  =  2;^-<l,  folglich  «ad 

taag  %=^>l,  also  /^•>-j-. 

Wächst  M,  so  nähert  sich  das  Verhäftoiss  von        der  Einheit 

and  för  i»=OD  ist  dasselbe  =1,  folglieb  te.  =3^-    ^  dringt 
alsdann  kein  Licht  durch  die  Platten  hindurch >  es  sei  deno,  dass 
dasselbe  aater  den  PolarisatioasiriBkel  aafialle»  wo  /?«==-|*  ist 
flieraas  ergiebt  sieh  fol^ades  Ci^sets: 

Ist  die  PlatteasabI  eadlieb»  so  ist  das  Aaimatb  des  reflectiilen 

Lichtes  kleiner,  das  des  durchgehenden  grösser  als—.  Mit  der 
Platteozahl  wächst  das  Aaimatb  des  reflectirtea  Lichtes  und 
aäbert  sich  ';|'*  let  >  >  ^ 

üss  OD)  so  ist     s     and  /y.s-^. 

Fällt  hingegen  das  Li<^t  auf  eine  unendlich  grosse  Anxahl 
von  Platten  unter  dem  Polarisationswinkeli  so  ist 

n. 

Wir  kcituicQ  uiclit  umhin,  mit  einem  Worte  einer  Discontinui- 
tät  in  uuseru  Formeln  zu  erwähnen,  die  wir  in  den  Erscheinuogea 
der  Natur  aieht  leiebt  aazanehmeD  geaeigt  slad.  ^  Es  wird  Dänlich 
senkrecht  gegen  die  Einfalisebeae  polansirtes  Licht,  welches  auf 
eine  onendltcb  grosse  Plattenanxahl  auffällt,  stets  und  ia  ailea 
Fällen  ganz  reflectirt«^  welches  auch  der  £infal]8wiBkel  von  der 
seakrechtcn  bis  zur  horizontalen  Incidenz  sein  möge;  erreicht  der- 
selbe aber  den  Polurisationswinkel ,  so  dringt  plötzlich  alles  Licht 
durch  die  Platten  hindurch.  Es  möchte  vielleicht  nicht  weniger 
gewagt  sein,  die  Natur  ciues  üulcheiii  N[iriiiii:;('s  in  ihren  Erschei- 
nungen ohnmächtig,  als  unsere  Formeln  desiialb  falsch  nennen  zu 
wollen.  Das  Unendliche  ist  bloss  eine  Grenze ,  der  wir  ans  viel« 
leicht  aicht  eiamal  nähera  kSanea»  die  wir  also  am  so  weniger  sa 
erreichen  Tennögen;  und  ebenso  wenig,  wie  wir  uns  durch  irgend 
einen  Sprang,  wie  grois  derselbe  auch  iaimerbin  sein  mög^,  Toai 
Eadlicben  an  jene  Grenze,  das  Unendliche,  versetzen  können :  eben, 
so  wenig  können  wir  aber  auch  behaupten,  dass  die  Natur  nicht 
im  Stande  wäre,  wenn  man  sie  veraulassen  könnte,  sich  unter 
solchen  Verhältnissen  zu  äussern ,  eine  ähnliche  Discoutiuuitä^  in 
ihren  Erscheinungen  zu  zeigen. 

Fragen  wir,  unter  welchem  Winkel  das  Licht  auf  eine  belie- 
bige Anzahl  paralleler  Platten  auffallen  müsse,  damit  die  lateasität 
des  refiectirten  Lichtes  gleich  sei  der  des  durchgebeadea,  so  habea 
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wir,  da  die  InteDsität  des  auffallenden  Lichtes  r=2  angenommen 
wurde»  xu  dieser  BestimmuDg  offenbar  die  Gieichupg: 

oder 


welche  cntwiekelt  auf  folgende  Bedingiinp:  führt:* 

ji^^S^^  (4»»  —  1)A^B*  =  1. 
'  NoD  aber  iit 

weon  der  Kürze  halber  gesetzt  wird 

\^fk*  —  «in*  •       and  cos  I = ^. 
Biete  Werthe  für       und  i^*  snbftitnirt  geben: 

Wir  können  diese  Uieicbung  nach  und  uacii  iolgeodergestaU  ver- 
ändern : 

fr  Vi'ÖH-^')»  -*-(4<»»— 1)  [p^qY{p^it,*fiY 

- 0, --^»^)  J(|,  -      —  (;,  +       I  ^  4»»  y)^      -^V)  =  0, 

+  4i»»  (/i  -  y)«  (;;  -  =  0, 

fr-^^'j  fr— /*V)==F^-W- 


Difidiri  man  durch      und  setzt  -—s^^  so  kommt 


«nd  setzt  man 

l-|-/*»db3^=P,  so  ist 
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in4  Uaam 


1.— sm^t  /• 


folglicii 

/)2   11» 

S\il    4  =  ~rß--f^  ••••  (0 

Durcli  diese  Gleicbung  ist  also  der  Winltd  liMtiiDfll,  unter 

dem  da8  Licht  duf  eine  beliebige  Anzahl  paralleler  Plutteu  auffallen 
inuss,  damit  gleiche  McDgen  rcnectirt  werden  m«r  diurchgeiieD.  Zu* 
gleich  aber  gebt  aus  derseII>pM  mich  henor,  dass  einen  aolchen 
niokel  zu  finden  jedeseial  dann  uainägii(;ii  ist,  wenn 

oder  -waa  dasselbe  heisst^  wenn  das  Liebt  ans  einem  Mittel  von 
stärkerer  auf  eins  von  einer  minder  starken  licbtbreehenden  Kraft 
auffallt 

18. 

Nach  den  FrcsBcrsclicii  Formelo  (Art.  2.)  für  die  Intensität  des 
gcspicGjrltcn  und  durchgeliendeu  |iolarisirten  Lichts  ist  die  reflectirte 
Lichtstarke  »o  lange  Null,  als  sich  die  Dichtigkeit  des  durchsichti- 
gen Mittels  nicht  ändert;  und  es  müsste  folglich  bei  einein  in  seiner 
ganzen  Masse  yollkommen  homogenen  und  gleich  dichten  durchsiebt!« 
gen  Körper  alles  Licht  auf  seine  untere  Fläche  auffallen,  was  auf  der 
oberen  Fläche  in  den  Körper  eindrang.  Da  aber  in  der  Natur  wobt 
kaum  ein  solcher  Körper  existiren  wird,  indem  die  Schwerkraft, 
der  bestlindiii^e  Tewperatiirwechsel  und  dorprloichen  Umstände  mehr, 
leicht  eine  verschiedcDe  Dichtigkeit  au  verschiedeueu  Punkten  des 
Körpers  bcrvorbrinir(>u:  so  folgt  daraus,  dass  sich  das  Licht  heim 
Durchgang  ilurcii  durchsichtige  Körper  offenbar  schwächen  muss. 
lletrachteu  wir  z.  B.  eine  ruhige  Flüssigkeit,  auf  di^rcu  eiue  hori- 
xontale  Grenzfläche  Licht  aufinllt  Da  strenge  genommen  die  Plus- 
sigkeit  in  jedem  horizontalen  Schnitte  eine  andere  Dichtigkeit  bat, 
so-  müssen  aothwendigerweise  auch  im  Innern  derselben  Reflexionen 
des, eingedrungenen  Lichts  Statt  finden  und  es  gelten  mithin  für 
einen  solchen  Fall  ähnliche  Formeln,  wie  wir  sie  für  die  Intensität 
des  gespiegelten  und  durchgehenden  Lichts  hei  einer  hcUeblgen 
Anzahl  paralleler  durchsichtiger  Schichten  entwickelt  Uaben. 
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LI. 

Eigenschaften  der  ungeraden  Zahlen  in  Bezug 
auf  beliebige  Potenzen  der  einzelnen  Glieder 
deif  natOrliehen  Zahlenreihe. 

Von 

lierrn  Prof.  C.  A.  Ur  et  sehn  cid  er 

ttt  Gotha. 


Der  im  ersten  Hefte  des  gegenwärtigen  Archivs  bewiesene  Tur- 
oer^sclic  Lehrsatz  von  den  ungeraden  Zahlen  ist  nur  ein  specieller 
Fall  eines  weit  allgeineineren  Theorems,  das  ich  achon  vor  meh- 
reren Jahren  gefanden,  aber  nicht  für  nett  gehalten  habe.  Es  ist 
nämlich: 

2^i«  =  l+3-H5-|-7  +  -|-(2.2«  —  1) 


d»  h.  jede  Potenn  einer  gansen  Zahl  p  Ton  dem  geraden 
Exponenten  %m  ist  gleich  der  Summe  aller  ungeraden 
Zahlen  von  der  ersten  an  bis  zur  /^tenj  ingleichen: 

2^+1  =  (2« .  1  +  1 )  -h  ( 2-  .  1  -f.  3)  H-  . . . .  +  [2" .  1  -i-  (i  .  2«  —  1)J 
3^i  =  (3*».2H-l)4-(3«.2-i-3)-4-....H-l3«.2H-C2.3«  — 1)1 


d.  h.  Jede  Potenz  einer  ganzen  Zahl  p  von  dem  ungera- 
den Exponenten  ist  ffleicb  der  Summe  von  auf 
einander  folgenden  ungeraden  Zahlen»  deren  erste  gleielr 

Her  Beweis  dieser  Sätze  ist  höchst  einfach.  Bezeichnen  näm- 
lich AT,  //  und  %  beziehungsweise  das  erste  Glied,  die  Dift'crenz  und 
die  Giiedetxuhl  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung,  so  ist 
deren  Summe  «=«üs  +  |2(s — l)d.  Im  vorliegenden  Falle  ist  nun 
für  einen  geraden  Exponenten  der  Potenx 
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folgUch 


Durch  diese  Gleicbung 
dem  daa  Liclit  auf  eine  bHi 
muas,  damit  gleiche  Meo^cMi 
fficicli  aber  aus  r 

fViDkel  zu  liadeu  jetlcsui..» 


oder  waa  dasselbe  hci 
atürkerer  auf  eins  von 
anrollt 


'jieoz  hiogegeu  wird: 

..i,ai.  Addition  von      die  An* 
1)4.21  + - 1)+41 


N;ir!i  den  l-^csi 
ospiciii'ltcn  und  \ 
^iclitüiarke  so  !: 
gcti  Mittels  uiclit  i 
ganzen  Masse  voH* 
gen  Körper  alle  ^ 
oberen  Fläch<>  1 
kaum  ein  solcl 
der  bestandiiT» 
leicht  eine  i  Oi 
Körpers  livrvii 
DurcliüMti  ;-  " 
Bctraclitt'i. 
zoutule  Cir- 
sigkeit  iü  , 
80  müsse 
des  eins'ei 
einen  sol 
des  gcsM. 
Anzahl 


-»üLen  lior  auf  einander  fuiiicndpn 
.T."*  .uu  iiem  Herrn  Hcrausgewr 
^4MciLa.L  wurdcu  ist.    Deoiaftdi  iü 
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LIL 

Zur  Theorie  der  bestimmten  Int^ale. 

Von' 

Herrn  O.  Schlamilch. 

sn  Weimar« 


Die  BntwickeluD^  der  schönen  Theoreme  tod  Lagrange  und 
Fourier  beruht  bekann tlirb  auf  der  Untereucbang  der  Ciränce»  wel* 
eher  sich  das  heatimmle  Integral 

für  ganze,  positive,  wachsende  n  nähert,  Toransgesetst,  dass  ^ 
Funktion  /(O)  während  des  Integrationsiatervalles  weder  nnendliä 
gross,  noch  unstetig  werde*). 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  ich  glanbe,  TÖliig  streng  nnd 
kan,  folgendennassen  läsen. 

1)  Wir  nehmen  erstlich  e^^,  2«-Hlssni  (der Käne  we- 
gen) und  führen  in  das  Integral 

eine  neue  Veränderliche  *  =  jwö,  also  0  =  — ,  = ein.  Da- 
durch  wird 


flisin —  ^ 


IKeses  Integral  serlegen  wir  in  eine  Reibe  anderer,  welche  sEsuit- 

lich  ßuch  dem  lutervidl       fortschreiten,  wobei  wir        *  ■^'"''^ 

m 

kurz  mi^  F{si)  bezeichnen.  Also 


•J  Man  ?Jche  hierüber  die  Tortrefflirhe  Abhandlung  des  Hrn.  Prof.  Lejenne* 
Dinchlet  im  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  t.  Grelle,  B.  IV.  S.  157. 
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2  jtfl 


Zwei  auf  eiaaadei*  folgende  ailgemeioe  Glieder  dieser  Aeihe 

sind 

Diese  beiden  Integrale  lassen  sich  leicht  auf  die  Gräozen  0  uud 

^  briogen,  indem  man  im  ersten  «sttt — ;r,  im  xweiten  ssrir-har 

setat^  wo||p  eine  leue  Veränderliche  bedeutet.  Dann  hat  mao»  bIh 
gesehen  vom  Vorxeichen: 

n 

T 

und  wenn  man  dem  ernten  Integrale  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeiclicn  giel)t,  so  vertausclipn  die  Grausen  ihre  riatzOi  und  stehen 
dann  t^ciiau  so  wie  im  7 weiten.  ' 

Die  Vorzeiclien  unserer  luteg-ralc  fiudeii  sieh  durrli  ein  leichtes 
Ralsonnement.  Der  Zeiclien Wechsel  in  jenen  lutegtalen  hängt  bloss 
von  dem  V  orzeichen  des  siu  m  /(js)  ub.  Ou  nun  der  Sinus  po- 
sitiv ist  von  X  =  0  bis  «  =  9r,  negati?  von  %  =  n  bis  x  =  2;r,  po- 
sitiv von  %=%it  bis  nss3?r,  u.  s.  f.»  so  ist  auch  das  erste  Pe*^ 
unserer  Integrale  positiv y  das  zweite  negativ,  das  dritte  positiv 
u«  8.  f.  ^  haben  wir 


n 


indem  wir  den  Iudex  r  =  l,  2, .  ..i»  setzeui  oder 
n 

J=Ä +  /T[^—^)  —  JFl(jr-f-^)  —  /1pÄ—^)4-. .  .1^. 
Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist 

m  sm  — — —  siii  — — . 

m  «I 

wobei  das  Vorzeichen  nicht  beachtet  zu  werden  braucht  ^  weil  wir 
den  Wechsel  schon  kennen. 

Wollen  wir  nun  die  Gränze  bestimmen,  welcher  sich  das  Inte- 
gral J  für  wachsende  =  2/i -f- 1 )  nähert,  so  haben  wir  die 
Gränze  von  F{r7r±a:)  für  wacbsenHe  ///  zu  untersuchen,  wobei 
'¥.u  horiicksiclitigen  ist,  iUii>^  r  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  H  iiurcbiauU.   Wir  hubcu  «iuber  %  Fälle  zu  unterscheiden. 
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1)  Es  sei  r  endlicb,  also  dos  snfc^liorig^e  Glied  endlich  weit 
vom  Anfange  entfernt.    Dann  ist  r7r±^  etwas  Endliches  s«r, 

/Xr3r±a?)=— ^^^-^/(^)  oder,  wenn  num  den  sieh  hebenden 

m  «in  — 
m 

Faktor  u  einsetzt, 


Lim  /Xwri  J?) =—  .  Lim          /(-)  =  /(O) 

sin  ~ 
m 


oder 


2)  Wäre  r  so  gross ,  das  schon  — eine  endliehe  Grosse  if 


wäre,  so  ist 


SO  (lass  ülso  die  unendlich  weit  vom  Anfange  entfernten  Glieder  ver- 

scliwiininn. 

So  Laben  wir  endlich 
n 

oder,  weil  /(O)  eine  Constante  ist, 

Lim  y=/(0)/;  [1  +  -J_  _  -J_  _  ^+ . 

Um  nnn  dieses  Integral  weiter  ansfuhren  zn  können,  müssen 
wir  die  eingjeklammerte  Reihe  snmmiren*  Diese  Snmme  P  Jcann 
man  ans  zwei  anderen  sich  bestehend  denlien: 

Nnn  findet  sich  aber  leicht 

J  ü  da:=\Qg  n  «H-log  n  ir-^y         « t^TS^^i     •  • 


=  log«*  (1-;^)  (l-Tj;^)... 

=  log  n  sin 

also  durch  Differenziation 
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Aeholieb  b«t  mtM 

s=ii.g«(i-f;)  (1  -  ^)  (1     . . . 

folgüch 

Alio  /^cot  ^-|-teiig  1^,  oder  weil  cot  ar=:^ 
tong4a:=-^—  ist,  P=-^\  oder 

_1  1.9     (   !  1  ,  1  1 

SttbititnireD  wir  dieseo  Werth,  eo  findet  sieh 

Lim  y=/(Ö)^*8in     .  y/lO);  oder 

2)  Wäre  die  obere  Gräuze  des  Integrals  C'<y,  so  gelit  unser 
Integral 

wodh  wie  früher  mSs«  gesetst  wird,  über  in 

y'""»   sin»  . 

m  sin  — 
m 

IHi  bdh  ^<^t  *o     i*^^~^>  oiso  etwm  onesA  y 

#<^-^  ist.  Also  haben  wir 

kn  hfl  ^  ^ 

f  ^  %\Vi%       X  X  ,    .       2      sin  s     >v  *  \  j 

«««-  -r 

D«  nun  h  ffleiehseitig  mit  m  wichst,  so  sind  auf  dM  «rsle  Istagiel 
'  'ibenii  Sehls  '  ~ 


•Ue  die  fribereii  Schlüsse  anwendbar  nnd  geben 
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Um  das  zweite  Integral  beurtlieileo  zu  können,  nehmen  wir 
jk  =  Ay-|-^  und  hüben  so 

.in(*|-+x)  4  •  ,  - 

Jo   .  ,H  n — f:  « •  ¥ «> 

01  sin  (—  •  ^-1- — ) 

Da  k  und  m  gleichzeitig  wachseo,  so  wird  also  auch  . 
eine  gewiiie  eadliclie  GroMe  a,  nnd 

m  sin  (a-H--) 

IM 

So  gross  non  aoeli  k  sein  nag,  so  gidit  die  AntfiilirDng  des 
Integrals  doch  nur  eine  endliche  Grösse»  und  da  ss  Im  Nenner  steht, 

verschwindet  der  pranze  Ausdruck« 
Wir  haben  also  zuaasisien 

3)  VVeuD  c  zwischen       und  n  liegt,  so  können  wir  c=7i — a 
setsen,  wobei  «^^«^0  Ist  Hithin 

TT 

s 

Im  zweiten  und  dritten  Integrale  nehmen  wir  0  =    —  a;  und  er- 
halten 

/'s sin  ma:  ^,         .  ,       /Vsin  mar  ^,  .  , 

Das  erste  nnd  iweite  Integral  fahren  wir  nach  (1),  das  dritte 
.nach  (2)  ans  nnd  haben  so 

oder 

^•«»/o  M7r9*^/(®)*=T/W'  jr>e>Y  (3) 

'  4)  Fassen  wir  uun  zusammen  was  in  1,  2,  3  gefunden  wurde, 
so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  dos  Resultat 
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Didii  Mt  das  sebSne  Tbeorem,  dessen  fruchtbare  ADwendnsff 

sin  (2»-)-  l)^- 

auf  der  Eigenschaft  von  g  die  Reibe 

a  iü  - 

zu  KummireD,  beruht.  Ks  lässt  sich  also  vermöge  der  vorigeu  Formel 
jede  Reibe  snmmiren,  deren  allgeiaeines  Glied  Jq/\0)  cos  iv0  dQ^ 
n'^e'^Of  ist;  oder  man  bat 

oder,  wenn  man  die  Reihe  ins  Unendliche  fortsetzt,  (« s=  qd  nimnt) 
and  links  20  für  0  setzt, 


0 


wobei  links  das  Resultat  7r/(0)  erscheint.  Aus  diesem  Satse  lassen 
sich  die  Theoreme  von  Lagrunge  und  Fourier  leicht  ableiten« 

5)  Die  hier  angewandte  Metbode  der  Gränzenzerlegnng^  ISsst 
sich  mit  vielem  Vortbeil  öfter  anwenden« 

So  giebt  z.  B.  das  bestimmte  lutegrul  ^^-"^^  dS^  wenn  n»a 
sidi  die  obere  Gränze  als  ein  Vielfaches  von  ~  denkt,  nnd  es  ia 

eine  Reibe  anderer,  sämintiich  von  0  bis      genommen^  zerlegt, 

das  nämliche  Resultat,  wie  die  vorhin  gitVilirte  Entwickelung^  wena 
man  darin  /{G)  constant  s  1  nimmmt«  Mämlicb 

Setzt  man  u0  ftir  0,  wo  a  eine  ganz  beliebige  Grösse  ut,  so  bat 
man  auch 

welches  Resultat  sich  hier  auf  einem  ebenso  leichten  als  gründlichem 
Wege  findet. 
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LIU. 

Ueber  eine  geodätische  Aufgabe.  * 

Vun  . 

dem  Herausgeber. 


#.  1. 

Das  Probleu),  mit.  dessen  Auflösung  wir  uns  in  diesem  Auftiatze 
besehSHigen  wollen,  kann  auf  folgeode  Art  ausgesprocheo  werden: 

In  einer  Ebene  seien  drei  Punkte,  die  wir  durch 
0^  Oj.  0^  bezeichoen  wollen,  ilirer  Lage  naeh  gegeben, 
nnd  Si  seien  zwei  andere  ihrer  l'^age  nacli  unbe> 
kannte  Piuikte  in  derselben  Fbpno  nun  in  den 

gegebenen  Punkton  O,  O^.        die   INO     nicht  überstci- 

fre  n  d  e  n  AV  i  u  k  e  1  S(ßS\  .  S O j  iV, ,  S 0^  ,  welche  die  von  den 
'unkten  0^  0^  nach  den  Funkten  A',  gezogenen 

Geaicbtffltnien  mit  einander  einsehliesaen,  nnd  ausser- 
den  noch  In  den  einen  der  drei  gegebenen  Punkte 
^1  ^1»  Qzt  etwa  in  dem  Punkte  der  ISO**  nicht  über- 
steigende Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  0  nach 
dem  einen  der  beiden  Punkte  S\  .  etwa  nach  dem 
Punkte  iV,  pr z o g e  n c  e s i c Ii  t s 1 1 n i c  OS  mit  der  einen  der 
beiden  Linien  00^^  etwa  mit  der  Linie  00 ein-, 

scbliesst,  also  der  180"  uicbi  übersteigende  Winkel 
SOOi^  ^emes^en  worden,  sind{  so  soll  man  die  Lage  der 
beiden  Punkte  8  und  bestimmen. 

Die  bekannten  rechtwinkligen  Coordinaten  der  drei  gegebenen  » 
Punkte  0^  in  Bezug   auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 

Coordinatensystem  der  .ry  seien  respective  tn,  tt\  m^,  n^;  7n.,,  n^* 
Ferner  wollen  wir  die  1  >ntti'rnunp;en  OS^  O^S,  O^S  respective  * 
durch  Q,  Qj,  die  Eniieriningen  OS^,  O^Sj,  O^Si  respective 
durch  r,  r,,r,  bezeichnen.  Nun  denke  man  sich  durch  die  Punkte 
Oy,  O^  ahs  Anfangspunkte  die  mit  dem  Systeme  der  a;ij  paral- 
lelen Systeme  der  a:^f^^  ^'xf/xt  ^s^i  flTCl^g^,  nnd  bezeichne  die 
von. den  Linien  OS,  O^S,  O^S  und  OS^,  O^S^,  O^S^  mit  «den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  <^'°?<^^<^^''ossencn  Win- 

kel, indem  man  nlle  diese  Winkel  von  der  Seite  der  positiven  a: 
an  nach  der  Seite  der  [lositiven  y  hin  von  0  bis  360*'  zählte  respec- 
tiye  durch  y,,  und  ^,  ^j.  Dies  vorausgesetzt,  sind 
offenbar  in  völliger  Allffemeinheit  in  Bezug  auf  die  Systeme  der 
^tfi  ^iV'm  «^a^s  die  Coordinaten  des  Punktes  S  respective; 

q  cos  (/),     sin  9>; 

^,  cos  SP,,  ^1  sin  ^ 

9*  cos  9.,      sin  9),; 
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und  die  Coordioaten  diis  Ponktes      In  B«sii|;  «nf  dieedbea  8y« 
MM«  liod  mjiectiTe: 

r  cos  Xi  ^  »■  ;r; 

r,  cos        r,  sin 
r,  cos        r,  sin  Xt- 

Also  bat  man  nach  bekannten  Formeln  der  Lebre  Ton  der  Ver- 
wandlung' der  Cnordinaten ,  wenn  man  durcb  .r,  y  und  .ri,  die 
gesuchten  Cuurdinaten  der  Punkte  S  und  in  Uem  Systeme  der 
jcy  bezeichnet,  die  folgenden  Gleichungen: 

S4?=n»->|*^  cos  9«  5f=5«+^  sin  9; 
a?  =  «i, +  ^3  cos  jpg,  yssüs  +  ^s  äin  3p,; 

und 

=M+r  eoi  jf,     ssmH-**  «n  x$ 

««asMi+r,  coij;,,  y..=«,+r,  sin  j^i; 

ar,  =s«i,H-r,  cos        y,=«,  4-r,  sin 

Weil  nach  der  Voraussetzung  die  180°  nicht  übersteijfenden 
Winkel  SOS^^  ^SO^tS^,  SO^^i  gemessen  worden  sind^  so  konoeo 
offeohar  die  Differenzen!  X'~'9*  Xi  ~  SP*»  X2  — SPs  jederzeit  als  be- 
kannt angesehen  werden,  und  man  kann  daher,  indem  cc,  aj,  a, 
bekannte  Grössen  beseiebnen, 

3.      y  =  «» — yi       ;ift— sp»  =  «a  • 

oder 

aatsen,  wodurch  die  Gleichungen  %  die  folgende  Ges^It  erhalten: 

f      of^  =m+r  cos     +      y^sit+r  sin  (a+sp); 
S.  |;rtSSMi4-r,  cos  (<»,H-9i)>  yi=»i-+-r,  sin  («1+9,); 
(or,  =sns,+r,  cos  («,  +  9,),  yj=»,-hr,  sin  («,-+- 9p J. 

Der  Winkel  9  kann  offenbar  immer  als  bekannt  angesebes 

werden,  weil  nach  der  Voraussetzung  der  180®  nicht  übersteigende 
Winkel  ÜOOy  ffcmcssen  worden  ist,  und  die  zwölf  Gleichuno^cn 
in  1.  und  5,  reiciien  also  zur  Bestimmung  der  in  ihnen  enthalteueu 
zwölf  unbekannten  Grössen  »tr,  y,  a.*,,  y,,  ^,  ^j,  r,  r,,  yi, 
hin,'  so  dass  folglich  unser  Problem  durch  dieselben  aufgelöst  ist 
Han  kann  sich  aher,  wie  es  mir  scheint,  die  Aufldsnng  auf  folgende 
Art  erleichtern. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  den  Punkt  0  als  den  An&ng  und 
die  Linie  OS  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  %  eines  neuen 
rechtwinkligen  Cnordinatensystcms  der  J/y  annehmen,  und  wollen 
die  Coordinateii  dtr  Punkte  O^y  in  Bezug*  auf  dieses  System 
resnective  durch  a,,         die  Coordiuüten  der  Punkte  S 

und  8^  in  Bezug  auf  dasselbe  System  aber  durch  S9  *7  und  |,,  fji 
heseicnnen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  »an  nach  der  Lehre  von  der 
Terwandlung  der  C^ordinaten  die  folgenden  Gleichungen:  ' 
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«i,s«i+«,  eol  gp  — ^1  nn  9,  j»|S=5ii+«i  lin  94-^1  cos  9; 
fli^ssM+^s  €08  9-^6,  aio  9,     =  9+^9  cos  9»; 

oder 

— «i  =  at  cos  5p  —     sin  y,      — «  =  01  sin  yH-^,  cos  5p; 

— €08  9—^,  sin  9»      — 8in  9  +  ^»  cos  9; 

und  fblgliefa»  wie  man  leidit  findet,  ■ 

a|  =  (a,  —  «)  sin  5P  -4-  (jw,  —  m)  cos  -9,  • 

=  (»,  —      cos  tp  —  («ij  —  «1)  sin  jp j 

ja,  =  (i»,  —  n)  sin  9  +  («f«  —  im)  cos 

=  («I»  —  n)  cos  9  ^  (st«  —  si)  sin  9. 

Kütelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Coordinaten  a^,  und 
^,  leicht  bereclinen,  weil,  was  man  Immer  festzuhalten  hat,  der 

Winkel  y  jederzeit  als  bckaunt  angesehen  werden  kann,  dii  nacU 
der  Voraussetzung  der  ISO"  nicht  übersteigemie  Winkel  SüO^  ge- 
messen worden  ist.  Bezeichnet  man  die  vor»  tlfti  Linien  00^  und 
00^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  eingeschlossenen, 
von  der  Seite  der  positiTen  nach  der  Seite  der  positiven  ff  hin 
von  0  bis  360«  gezählten  Winkel  durch      nnd  0,  \  so  ist  oiFenbar, 

i^'i  — m=  00^  ^  cos  ©1,  #f,  — n  =  OOy  .sin  0, ; 


6. 


•  COS  @„      —  n  =  00^  .s\ti  0,  j 
nnd  folglich 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  <9|  und  gefunden ;  so  hat  man 
nach  6.  zur  Berechnung  der  Coordinaten  6x  und  die 
folgenden  Formeln; 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  der  Terwandlong  der  Coordinaten 

+  S  sitt  9  +  1}  cos  9i  « 
oder,  weil  offenbar  ^  =  0  ist, 

*  |^==sa+$  cos  9, 

und  auf  ähnliche  Art  hat  man 

;r,  ssss«-|-$|  cos  9  — f}|  sin  9, 

y,  =  m-*-8,  sin  9+1;,  cos  9. 

Endlicb  haben  wir,  weon  jetzt  9^,  9,;  y,  ^1,  »9  in 

Bezug  auf  das  System  der  £1}  eine  gann  ähnliche  Bedentnng  wie 
Torber  dieselben  Symbole  in  Bezug  auf  das  System  der  jvy,  aber 


10. 


12. 
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natürlich  nicht  gans  arleicbp  Bedeutung  wie  dort  hdbea,  oacb  1. 
uuii  5.  tlie  folgenden  Gleichungen : 

S=«r,H-e«  cos  y,,  17  =  ^«+^,  nn  gp,; 

urni 

=r  cos  0j  i}|  =r  &ia 

li=#,-f-r,  cos  («t+SFi)>  9i=Ä,+r,  sw  («g+y,); 

Dies  sind  wioder  zwölf  Gleicliungen  zwi&chcn  den  zwölf  uuliekaDO* 
toa  Grossen  J,  1;,  ^,  e,,       r,  r,.  r,,  y»,  gp^,  rekkei 

also  sa  4er«B  BestiBMag  Un,  wie  wir  jetzt  aiit  HelirereM  ic^u 
wollea. 

Darck  Kli«iaatioa  Toa  ^  1?,  erkält  mti 

t 

^  =  4i,+e.  COS      =a, -t-e«  fU. 
0=:ÄjH-^j  ätn  ^  I  =  &ia  ^5 

aad 

r  cos  ci=«,+ri  coa  (a, +^,)=«,4-r«  cos^(a.+)Fs)i 
r  sia  a=4,+r,  aia      +srij  =  ^«+«*s  («a-hyi)- 
Also  ist 

^  =  — cos  sp„     — ^        ^,  cos  y,i 
i,=--f,  M  y„       ^,=— M 

aa4 

^  «■«= — r,  ti«(«j-|-9j),  — r  sio  «= — r,  sin  (ttj-f-^,). 

Dividiri  BAD  ima,  uai  die  Gro<se{i  o,.  o..  r,.  r.  xa  eliaünireo, 
iit^j»€  Glt^icitiio^en  (durch  «^to^iuder;  s^  criiAit  aiAa 

1^  ca^     =^^.  cot  f  *  =^X^ 

aa4 

4iaaa  vier  Clricii— gaa  latfcaim  hlaas  mmdk  £a  vier  la* 
WtU  fcifcaaatlicfc  ^ 

.  ««^»  —  1  .       .      ©St«,  cot 7^  —  1 

<•"—*"       «       r«  ip,  «•v»«  — ^  1 
•  — ■»         <  «. 

r«Ä*       tut  ««-t-csc  9,  * 
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 (gl  — r  C08  g)  CO«  C,       (^1  — **        tt)  MI  «1 

9Pi  —  -.f.  cos  tt)  sin  — -(^i  — «ia  «)  cos  «fj* 

1^^^      ^_      («a  —  r  cos  a)  cos  ff ^  -f-  (^2  —  ^       ")  sin 

oder 

01  cos  «,  -f-Ä.  sin  «,  —  r  cos  («  —  «,) 

cot  Cp,  :S  —   :  7  :  J  

^*  sin  ce,  — cos  a^^r  sm  (a  — 

«,  OOS  «, «in     — r  cos  — 

cot  g>»  =  —  — * — :  = —   — 7  

sin  a^-*09  cos  «s+r  sin 

eigiebt. 

Also  igt  nach  dem  Obigen  1 

gg  —  g  cos  «,-f-i&i  sin  «I — r  cos  (a  —  a^) 

bt    ~     Ol  sin  a-i-^bi  cos  «t+r  »in  (a  —  «,)* 


18. 


19. 


I^a  —  ^  ^     «a  €08  f sin  «g-*r  cos  («  — «g) 


2U 


und  diese  GlcicIiUD!2:en  cnlliulten  bloss  uocli  die  zwei  unbekannten 
Grössen  ^  nud  r.   Bestimmt  mau  nun  ^,  su  eriiält  man 

  ,    gi  cos  «,         sin  «1  — r  c<ft  (« — «,) 

^     ''i       1      sin  «1— cos  at'h-r  «n  («  —  «1)' 

  ffa  cos  «2-4»^^  sin     — r  cos 

^     «»"T"^»      gin     — a^H-r  «in  (« — «,) 

oder 

(g^^^i^^»)  sin  «iH-jgg  sin  («  — —      Cos  («  — «|)}r 
g,  sin  «,  —     cos  «r,  +r  sin  (« — «J  * 

(g,*-f-Äa  =  )  sin  «2-1-1^2  sin  {a  —  a^^  —      cos  («  — c^)!^ 
"  g^  S'f^  "2 — ^2  ^''^  («  —  ff») 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  r: 

2^     g,  sin  g^—^i  cos  sin  («  —  «,) 

'    gj  sin  g,  —  bi  cos  aa~H^  sin  («  —  «,) 

 sin  g,Hhk^i  '^'^  (<g  —  "1)  —      cos  («— 'g|)ty 

(«s'  +  ^a')       g,-|-'|tfs       («—«»)  —  ^»  «0* 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

K,  =sin  (a  — «,),  »  , 

ilT,  s-sio  (a  —  «j), 

j&a  =  («r»?  +        sin  4»,, 

=ß,  sin  ee,  — cos  «i, 
M^-z=.a<^  sin      —  ^,  cos  a,, 

sin  (a  — «1) — ^1  cos  (a— «j), 
JV^sstf,  sin  (o— — cos  («— a,)5 
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•o  erhält  die  vorhergebende  Oteicbaag  die  folgende  Fem: 

oder  uucli  geliüriger  KuLwickeluag 

-  l(i5:,/;.-.Air,)4-(^.iV,-A^.iif.)jr 

Um  dje  Grössen  JT,,  JIT,,        Z,,  M^^  M^^  Jf^s  ^%  »i^ 
LeiebtigkeU  berechneD  zu  können,  soebe  ma  die  beiden  HiiF 
kel  Ol,  und      mittelst  der  Fomeln 

25.  tong      =  — ,  tang 

Denn  ist  aacb  dem  Obigen,  ine  num  leidkt  iadet, 

jr^sssin  (a  — «,), 
JT^sssin  (a— Oa), 

•     ^«  —  cos  «t»  » 


^   sin  g, 

  COS»,»  * 


 #1  sin  jux^a,) 


COS  «1  * 


tfa  sin  («a 

cos  iüy  • 

*    _#t  «in  («  —  «t  —  M,) 

•  cos  * 

»   g»  sin 

*  COS  ftls 

Waltere  Erläntenmsfpn  über  den  Gang-,  \relchcn  man  bei  der 
Auflösuiig^  zu  nehmen  hat,  fügen  wir  der  kürze  wegen  nicht  bei, 
da  dies  ^^c!)()u  aus  dem  Vorkergekenden  deutlick  genug  von  selbst 
erkellen  wird. 

Bemerken  wollen  i^''  noch,  daaa,  wenn  Tier  Punkte 

O^,  O^^  dnrrh  ifire  Coordinatpn  nt.  n\  fWj,  ;  «f,,  w,; 
//,  frp^eben,  und  in  diesen  Punkten  die  180**  niclit  überstei- 
genden Hinke!  SOS,,  SO^S^,  SfKS,,  SO^S^  eremessen  wordeo 
sind,  auch  diese  Data  zur  Bestimiuuug  der  Coordinuleu  o:,  y  und 
OTp  yi  der  Punkte  8  nnd  S^^  d«  i.  der  Lege  dieser  Pnnkte  bin* 
reichen. 

Nach  1.  «ad  S.  hat  man  aimlieh  aechseba  Sieichaagea  Tea 
de»  Fona 

«=as-|-^  cae     ys»^.^  aia  ^\ 

jp==«i,H-^j  cos       jf=»,  4-^4  sin  <f^\ 

a 


Digitized  by  Google 


429 


;r=m,  +  cot  9,,  y=«,  -f-^,  sin  y,; 
^  =  01, cos  y,,  y=», -f-ß,  sin  y,; 

jr,  Ä^i-f-r^  cos  («i+SPi)»  yi=»i-f-»"i  »in  («i+yi); 

^'1  =w,-f-r,  cos  (ct^-f-f/,  ),  y,  =», sin  («, -h^,); 

cos  (a, +  SP,),  yi=ii, -f-r,  sio  (a,  +  yt)i 

und  diese  sechzehn  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der  tedi* 
zehn  in  ihnen  enthaltenen  unbekannten  Grössen  ;r,  y\ 

r,,  r„r,;  SP,  SP,,  y,,  9,  hin.  Die  Auflösung 
dieser  Gleichungen  ist  aber  Schwierigkeiten  unterworfen,  und  wir 
wollen  dieselben  hier  daher  nur  so  weit  entwickeln,  dass  sie  bloss 
noeli  die  vier  nobekaBiiieii  Grössen  y;  ^1, 1^1  enthelten»  welches 
ohne  Scbwierigkeit  geschehen  kaen.  Durch  äiaiinatioii  tob 
und  r,  r,,  r««  r,  erhält  ma  n&silich 


tang  y=^^,  toog  («-i-9P)  =  |^:i:£5 

,tang(«.+SP.)  =  |^-^; 


Setzt  man  nun  * 


tang  a-\-  tang  y           y|  — ft 

'  Xx — i»' 


1  —  tang  ß  tang  9 
tang  (Bf,  -f-tanjr 


l^— tang  «1  taug  y^ 
tang     4-  tang  y ,  ^ 
1  —  tang  ff,  ung  y,  ' 

tang  ff,     tang  y,  , 
1  —  ung  ff,  tang  y,  ' 

und  hefti»«t  tang  y,  taag  y^  tang  y,»  tang  9«  ana  dieaea  Glei- 
ehnngen»  so  .erhält  nan 


tang  y 


  (jfi  —at)  sin  ff  —  (y,  — it)  coa  ff 

*^     {pßx  ~  *>)      ff  H-  (y  I — sin 

(.rj  —         .sin       —  (y,  —  cos 


(*1 

— eosff. 

— «,)  sin  ff,' 

—  m,)  sin  ff. 

—       COS  er. 

*—«!,)  cos  ff. 

4-(y, 

— Sin  ff,' 

(^1 

— at,)  sin  ff. 

— «1,)  cos  ff. 

Alse  hat  man  jetzt  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

y  —  n  {Xj  — tn)  sm  a  —  (y ,  —  n)  coa  « 

a:  —  «i  (4?,  —  01)  cos  «-i-Cyi  —  n)  sin  a* 
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SO  erhält  die  vurhergeheode  Gleicbuug  die  iuigeude  Furm: 

«LI    ^Ll±J£Z—  ^»H-A^ir 

oder  nach  geköriger  Entwickelung 

* 

34.  0=  L,M^-M,L^ 

Cm  die  Grössen  JT^',  JT,,  X,,  Z,,  JT^,  iT,,  A,^  if« 
Leichtigkeit  berechnen  su  können»  suclie  mnn  die  beiden  Hiilfiiwii- 
kel  ftf,  nod      niltelst  der  Formeln 

25,  lang  «>j=^,  tang  ä»»=^. 

Dnnn  ist  uucii  dem  Obig^en,  wie  man  leicht  ündet, 

Ä'j  =sia  (a  — a,), 

0,'  sin  a, 


cos  tti*  ' 


r       gt*  sin 

X^^sss-f  


cos  «>, 


Jfg  _g|  sin  (g,  —  ü>^) 
*  cos  a>|  * 

g,  sin  («a  —  cti,) 


cos 


1.      g^  sin  («  —  «1  —  Ott) 
^*  —  cos  ' 

"°  («  — g«— «») 
*  eos  «»9 

Weitere  Erlänterui 


rlänteruDgeo  über  den  Gan^,  welchen  man  bei  der 
Auflösung  zu  nehmen  hat,  fugen  wir  der  Kürze  wogen  nicht 
da  dies  schon  aua  dem  Vorhergehenden  deutlich  genug  von  selbst. 
erheJlen  wird« 

%.% 

Bemerken  wollen  wr  aber  noch,  daaa,  wenn  vier  Poi 
O,  Ol,        Ot  durch  ihre  Coordinaten  i»,  »;  »i,  Ai  ;  m,, 

gea^eben,  und  in  diesen  Punkten  die  180"  nicht  überstei- 
g:enden  Winkel  80S^,  SO^S^,  SO^S^,  SO,S,  c:emessen  woHftf 
sind,  auch  diese  Data  zur  Bestimtnuug  der  Coordinaten       y  udü 
a:,,  y,  der  Punkte  S  und  >•  dieser  i'uuktc  biii^ 

reichen. 

Nach  1*  und  S.  hat  man  nämlich  nefiaiehn 
de»  Form 

^  =  i7i  -4«  ^  cos  9),  y:=i-mj^  q  siö  9 ; 
X = <W|  -4-  ^ 
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y-"^t  _  ^  (Xt— sin  «I  —  (y,  ~-??|)  cos  nr, 
—  «1  i^i—mi)  cos  a, -f-(yj_7ij  sin  "^T^' 

y  —  sin      —  (f/i  —7?,)  cosjr, 

a:  —  «I,  (Xj  —  f/i,)  cos  «3  4-      _  /,,)  &iu  a»' 

y  —  nt  (;ri  —TT1,)  sin  er,  —  fy,  —  y?,)  cos  «i 


a:  — »1,  (.ri  cos  «,)  sin  «,* 

aus  denen  die  vier  unbekunnton  Grossen  ät,  y;  or,,  yi  bestimmt 
werden  müssen.  Diese  Gleicliungen  bringt  man  aber  leicht  aöf 
die  Form 

tanff  a  =  (-^  -        i  -  ^)  ~  (y - «)  (^i  —«) 
e         (;i7  — »i)  — ji) 

tanff  «  — (^-^^)  (■yi-r«ii)-{y-«.)(3r,-<».) 
tanir  ^  —  [or  ~       (y,  -  n.)  ~  far (:r ,  ~  ^  J . 

oder 

tan«  «  =  —  ;y(^-ar,)-»l(y-y.)-(:r.y^^y4y,> 

ö  tn>  ^     —  m(;r-|-  ar,)  -  »(y +y.)+4rxi  H-y^i' 

tanir  a  =—  Mar-arJ-w^(y~|r,)^(ay, -^yj?,) 

»    »        m,» + «I» — «i,(df  -I-  orj — Ii  ,(y +yi)  -i-  «sr,  ^-yy»* 
tanir  a  =  <i,(ar  —  ar,)  —  m^jy  -r/J-  {,vy,  ~^yx, ) 

tanir  a  =  —  //^C  -^i)— «»är-y.)-(j:y, -yx.) 

oder 

0  =  (na:  —  my)  cos  a  -h  (jw^  4-  »3  __  ^(»^  _  ^^yj  ^ 

—  ((«— ^)  sin  a  +  (j»  — y)  cos^l^i 
H-|(«»  —      cos  Ä— (»  — y)  sin  ajy,, 

0:^(ii,;a7  —  «i,y)^co8  +  jj,«  —  «fj,x /^^yj  sin  «, 

—  t(«»i  —  ^)  sin  ttji  -I-  (»j  —  y)  cos  «,  ja:, 
-h  i  («I,  —  o?)  eos    —  (ü,  —  y)  sin  «,  jy, , 

Os(ü,;r— «f,y)  CO«  tf, 4.«.* _M,<p—4»,y)  gln  «, 

H- t (««j  —  o?)  cos a»— (w,  —  y)  sin  jyj, 
0=(i»,ar  — M,y)  coB     +  Mt^—ia,y)  sin  a, 

—  |(»f, — a:)  sin  a,4-(»,->y)  Cosa, 

+  f  (^3  —  ^)  cos  «3  —  («3  —  y)  sio  a,  iy|. 

Die  fernere  Auflösung  dieser  vier  Gleicliungen  acheint  aber  in 
grosse  \V  eitläuügkeiten  zu  fitbren. 
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MV. 

Einige  Eigenschaften  der  Binomialcoeffieienten. 

VOQ 

^erm  O.  Schlömilcii 

zu  Weiuiar. 


Wir  wollen  zuerst  die  EntstebuDgsweise  der  BinomlaleoefScien- 
ten  durch  ein  sebr  einfaches  \>rfattrea  zcts^en,  welches  wir  durch- 
gin^ig  in  diesem  Aufsatze  beibeLalten  werden. 

Es  seien  u  und  at  beliebige  Grüsseu^  so  ist  bekauntiich 

+ 1)  =s  «»^1  + 

Setien  wir  x  +  1  lur  s  und  addiren  sii  der  so  entstehenden  Glei- 
chung die  ohige  nn? erändert,  so  ist 

d.  i.  «^-(«-f-l)»=«»-»-2  4_2«=;+i-f-««. 

Wiederholen  wir  das  angegebene  Verfahren,  so  kommt 
«^«r  H- 1)»  +       H- 1)»  =       H- Äiif«  H- «JH-i 

H- H- 2ii»+-i -fr- «» 

oder 

t^t»  +  !)•  =       +  3fiJ««  +  3ir«+t  4-««. 

Man  übersieht  sfleich,  dass  bei  « maliger  Anwendong  dieses 
Verfahrens  eine  Gleichung  von  der  Form 

il~{u  -f- 1)«  =         4-  M ,  -h  .  .  . 

und  ebenso  hei  {n^l)  maliger  eine  ähnliche 
1  yi-hl z=  »»-Heu 4- »s-Ht 4, . . . 

zum  A'orsclicin  kommen  würde.    Nu«  eutstebt  alier  (2)  aus  (I),  in- 
dem mau  iii  (1)  Ä -4- 1  für  2r  schreibt  und  die  Gleichung  uoch  ad-  ' 
dirt,  ganz  so,  wie  dies  gleich  anfangs  geschab.  Also 

Vergleicht  man  diess  mit  (2),  so  findet  sich  aus  den  atlgemei« 
nen  Gliedern  die  Relation 

,      »Ar^l^^Ar^^^Ar....  (3) 
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Diaie  Cocflicieiiteii  neaiit  mui  Binomialcoefficieuteü  für 
poaüive  gsnxe  Expenenten»  und  bmidinet  «udfi,       .  •  kurz  mit 
.  •    wobei  «0  =  ^=1  ist- 

Ans  (1)  folgt  oocb,  weuo  man  mit      Lebt,  und  usss'^  Mtst^ 
(H-ar)n_     1  i_ 

oder 

Ganz  das  iiämli(  lie  Verfahren  werden  wir  zur  EntdeckuDg  von 
Eigenscbaften  der  BiiiomialcoetlicieoieD  selbst  gebraucbeo,  una  daza 
bloM  die  FundameDtalformel 

(lW-i-ijr  =  <Wr-l  +  »r...;  (4) 

anwenden. 

In  so  fern  nun  jeder  Binomiolropfrir ient  mr  von  2  Elementen 
zuy^leich  jiblmn^tj  kiuinrn  wir  auch  nach  den  Veränderungen  frageo, 
die  derselbe  erleideu  wird,  weua  sich  eins  dieser  Elemente  ändert. 
€t)  Pflr  eitt  constantes  m  ändere  sich  r. 
.   Scbieibeo  wir  in  (4)  r  +  l  für  r»  so  baben  wir 

ebenso 


wenn  wir  also  addiroD  and  anf  die  Unke  Seite  wieder  die  Relatioa 
(4)  anwenden: 

ebenso 

also  dnrcb  Addition  und  wegen  (4) 

Verallgemeinert  giebt  diess  den  Satz 
Darans  folgt  u.  A.  für  r=0,  «  = 

'  (2lw)^=iWo»-|-^,2  4-y//^=^-...  (7) 

d.  b.  Die  Quadratsu mm c  der  Bin  u  mialcoefficicnten  ist 
dem  mittelsten  B inoinialcoefficienien  für  den  doppel- 
ten Ezponenteu'gleieb. 

d)  Für  ein  constantes  r  ändere  sieli  m. 

Wir  brauchen  jetzt  die  Relation  (4)  unter  der  Form 

und  schreiben  darin     -4- 1  für      so  wird 

(fO  +  1       =  («»  +  2)r  -  (ü  + 1  )r» 

Zieben  wir  die  erste  Gleicbnng  von  der  zweiten  ab,  so  ist 

(«  4- l),wi  —  <w^i  =  («H- 2)r  —  2(iW  4- l)r -I- IWr 
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•Aer,  wein  wir  die  linke  Seite  nach  (7)  susammenzieheiiy 

SSS  («H- 2)r  —  2(lBi -f.  l)r -t- «r. 

Sefareiben  wir  wieder  «i  + 1  (ur  m  und  sieben  davon  die  For« 
»ei  iiir  m^^t  nngeilndert  ab,  so  kommt 

(«I  -f-  1  )^  —  =  («»  -f-  3)r  —  ^m  +  2)r  +  («»  +  1  )r 

—  2)r  —  2(«»  4- l)r  4- «rj 

d.  i.. 

r=S  (m  +  3)r  --3(ai  -h  2)r-t-  3(ai+ 1>— 
Bei  »maliger  Anwendung  beben  wir 

mr—n  =  /*o(^  -H       —  —  \)r-\rn^(m-^u  —  2}r — ...  (8), 

Diese  Rfilic  ist  sclir  vieler  Folgerungen  fähig. 
Z.  B.  tür  r  =  »  ist 

Für  j»  =  ei  ergiebt  sieb»  weil  r-^  m  sein  mnss, 

0  =  «r„(2iw)r— «1,(2«»— l)r  +  iW,(2«l  — a)r— .  .,  (10). 

Für  r  =  0  erhält  man 

waa  ancb  sonst  bekannt  ist. 

Nimmt  man  endlieb  r  =  ai,  so  wird,  well  m§m^=mn  ii^ 

mn  =  »o(«w  -H      —        4-  »  —  1 )//!  4-        4- » — 2)«,  — . .  (12) 

eioe  Reihe,  welche  eioen  BiDomialcoetücienten  durch  die  höheren 
Expooeoteo  ausdrückt  *). 

Das  bisher  gebranebte  Verfahren  lätst  sich  aneb  auf  goniome- 
triacbe  Funktionen  sehr  TOrtbeilhaft  anwenden.  SS.  B.  ist  be- 
kanntlieb 

2  cos      .  cos  «ra?=:cos  («i  +  l)^  +  co8  {m  — 

MuD  inuki|iiicire  heiderseits  mit  2  cos  a:  und  zerlege  rechts 
jedes  doppelte  Cosinusprodukt  wieder  in  eine  Summe,  so  wird 

(2  cos  a:y  cos  j6«a7  =  cos  (iB»  +  2)^  +  cos  map 

+  COS  ei^-t-eos  (sn— 2)4r 

sss  cos  (ei  -f*  2)Ar  ^-  2  eoa  erjrH-  eos  (es— > 2)^7 

Man  multiplicire  wieder  mit  2  cos       und  zerlege  weiter,  so  ist 

(2cos^)  *  csj9ur=Gs(«H-3)^+cs(^+i)^ 

+2c8(e»-|-l>2H-2c6(in— 

«|-cs(si — ^l)j>f>es(ei->8)ir 
=co8(<BH-3)^aH-3cos(jn+l)^+3cos(«i — l)^-f-cos(«»— 3)^,* 
Also  hat  man  allgemein 
(2COS  jr)"eoB  ei^ssüoeos  (eir4"iii)a>4-ii|  cos  (ü-f-ja— 2)^c>-|- . « •  (1^) 


*)  Soviel  ich  V¥eiss,  scheint  diese  Keihe  noch  nicht  bekannt  zu  sein. 
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wobei  von  tiucoMMfiive  die  geraden  ^itiiien  abgesoge»  werde». 

Bebuodelt  man  ebenso  den  Ausdrucjc  %  cos  a: .  sin  mar^  so  er- 
hält man  analog: 

(2cos  a:y*  sin  mx-=n^  sin  {m-\-n).T-\-n  sin  {m^n — . . ,  (U). 

Nehmen  wir  in  boidrn  Ausdrücken  m  negativ  und,  der  QrÖsse 
nach  so  euUtebeu  die  Gleichungen 

(2  €08  ory*  €08  mse=m^-\-mx  €08  to+M,  €08  • 

(2  €08  o?)"*  aio  MjrssiVi  ain  S^  +  in,  sin  4ar-^ « * . 

oder  für  a:  =  |0, 

^  C08  40>»  CQS  y0««^»-H«8»  €08  O-f-M,  €08  30Hh«.«  (13) 


(«  €08  i©)-  ain  ^  =  M>,  8lB  e-l-OT,  «in  2©+ . . .  (16). 
DMttt  folgt  oooli 

 — sscosfe^H-^cosae^-i-^^  ^*^>^^r>co<3e-h.> 

(2cos  sin— 9  ,  /       t^  ^ 

 =  ain 0+        8»ö  '^ö-h   i'Ti  '  wn  3^+,. 

*  '  Laasen  wir  nun  m  abuehmen  ,  so  nähert  sich  im  ersten  Falle 
€0«  f9  4€r  BinbeÜ  «nd         i^)"*  -  ^  bekanntUcb  dem  Aii84nick 

Log  (2  €08  i^)^  im  8w«itea  Falle  n&kerl  sich  Bin  ^0  dorn  Sogen 

sin  -jr^ 

also   dem  Ausdrucke  40,  und  der  andere  Faktor 

(2  cos  ^0)''*  der  Einheit. 

Gehen  wir  also  zur  AbnahmsgreBzo  0  Uber,  so  wird 

Log  (Sooo  |0)s:€O8  0^i€O8  SO-|-i€08  30— ...  in  inf.  (17) 
i05=Äip  0 sin  204-i  sin  30— . . .  in  inf.  (18) 

Dioae  Batwiekotong  d«r  hokaantea  SoihfB  liat  vor  den  bisbeit* 
gen  den  ¥onu^  der  Einfachheit  und  der  VenneiduD|^  des  Imagioft* 

ren,  welches  bei  elementaren  Vorträgen  immer  Schwierigkeiten  dar- 
bietet und  nur  eine  Art  Bülfsconstroktion  OBsmftcht,  da  OB  hei  den 
Endresultaten  wieder  verschwindet. 

Anmerkung.    Die  zuletzt  in  diesem  Aufsatze  gebrauchten 
Schlüsse  scheinen  mir  nicht  von  allem  Zweifel  frei  zu  sein.  G. 
0 
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LV. 

IIe1»iiiigsaii%abeii  lllr  Schttler« 


Herr  Professor  und  Director  Strelilke  zu  Danzig  hat  im  Pro- 
fframm  der  dortiffeo  P«triscliule  von  1840  zum  ersten  Male  die  den 
Verfaitern  von  Pfogrammen  an.  andern  Lehranstalten  zur  Nacb- 
abmiiDg  dring«!«!  zu  '"enpfelitende  EiDricütnng  getroffen,  dasa  er 
unter  der  Ueberschrift  rftdagogische  Mittheilongee  jedem 
Programme  eine  Aozabl  von  Aufgaben,  Lehrsätzen,  Fragen  oder 
wissenscbaftlichcn  Bemerkungen  beifügen  wird,  die  im  ünterrrcbte 
wirklich  vori?ekommeu  sind,  und  sieb  in  irgend  einer  Weise  als 
anregend  unii  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Jugend  gezeigt  baben. 
Hb  aolebe  kleine  mdatens  iiiehit  in  den  Bocbban&l  konBende 
Schriften  wie  ProgroninM,  ' Dissertationen  n.  dergl.  leider  nor  sit 
häufig  der  Vergeaaenbeit  anbeim  fallen,  so  werde  iek  nädagogiscbe 
Mittheilungon  ¥0n  der  vorher  bezeirlmctcn  Art,  in  so  lern  diesclbrn 
den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen  und  zu  deren  Forderung 
beitragen,  in  demselben  mit  der  Kriaubniss  der  Verfasser  wieder 
abdrucken  lassen.'  Die  von  Herrn  Prutes^ur  btreblkü  iu  tUuiPro» 
gramn  tod  1840  nitgetheilten  Angaben  ain^  folgende: 

1.   Fläche  des  ebenen  Vietecks. 

Das  Quadrat  der  Fläche  eines  ebenen  Vierecks  ist  gierch  dem. 
Quadrate  der  Fläche  eints  Kreisvierecks  mit  denscllic  n  Seiten,  ver-  , 
mindert  um  das  Produkt  aller  4  6eite»  in  das  Quadrat  des  Cosinus 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel  des  Vierecks» 

Der  Beweia  dlesea  Satkea  wir«!  teieht  geführt  durch  Zeiföllung 
den  Vierecks  in  2  Dreiecke,  anf  welche  man  den  Hauptsatz  der 
ebenen  Trigonometrie  zwei  Mal  nnwendet,  und  indem  man  zu  bei- 
den Seiten  dor  hieraus  erhaltenen  (Gleichung  die  doppelten  Produkte 
der  beiden  an  die  zerfallende  Diagonale  anstossenden  iüieiten  bin- 
zuaddirt  °).  ' 

Indem  man  anf  ähnliche  Weiae  daa  aphSriiche  Viereck  behan- 
delt} 80  erhält  man  den  Satz: 

Das  Quadrat  der  dreifachen  Summe  der  kubischen  lohalte  der 
beiden  Tetraeder,  welche  die  Sehne  Her  sphärischen  Diagonale  mit 
den  Sehnen  zweier  Seiten  und  drei  Radien  bildet,  ist 

s=sin  (-^  — «)  .  sin  — .  öiu  —  c)  .  sin  (j  — rf) 
—  slo  a  .  sin  ^  ,  sia  <? ,  am  d .  cos  ( — g — )  .  cos  ( — ^ — )9 

.  •)  Die  Anwendung  des  eben  mitgethetiten  Satzes  fuhrt  auch  zu  einem 
leichten  Beweise  der  sogenannten  üuikehrung  des  Ptolemäischen  Lehr- 
saues» 
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.oij  ffiui;  -  iHr  t»»Tw  1  *r  ' . «Ci»^  ^i>ciüm04  J\,ijiü*t  ^»t* 
^^i>f^r;»i4ieu  ü^ei^ierKrJt-*  rn**^  i*^iiiiifltni  Jall  'TgTtitfiifL  Bs 

D»  nttj»  \/^^ ,  f/  =  im/  .  (rm  (f -^V^ —  1  .  mm  i«::  imr 

=       ,      ,  l"). 

V^V.ufi  miii«  III  v.\n¥.m  1  »'^r  ijfder  eioe  i^ehebisre  kante  in  » 
y^m^m.  Tbeili!  ttiüilt,  iifi4  durcb  die  Tbeiloagspankte  {»»»llele  Ebe* 

s«  ciiMir  «II  41«  |r«tfceilte  Kaate  «iJm  DreMniidie 

d«rA  T«(fi4Mlm  f«ft,  «nd  au«  4«s  pMfchBcbaittjp— kte«  der  Blbevea 
%mA  kuffifffi  OtTttdr  |i;irttllrl  xu  der  |;eilieiltrB  Kant^*  ziebt,  so  ist 
dUf  (ieanaNii'dibifciiibiiU  »Uer  dreiMUigea  ämer«  PriaaeB  (4arek 

Bilf«  4iir  llNMiMiliifl  4«r  Hoadntwriblea)  s=#'.Ä.(y+^  +  ^)» 

wmifi  ^  4ti  Dreliiekiflllefi«  0fi4      4ie  Höbe  des  Tetraeders  auf 
.    4i«»«  fUftb«  l»«4irttler.    Die  BetrsehtaB«  4er  Gräaze  4iefle8  Aas- 
4melui  flilift  sam  cabiiKsbea  lobalte  der  dreiseitigeB  Pyramide. 

(IMt  Piirlsetiung  folgt  ioi  aitcbsteo  Hefte.) 


LVI. 

M  i  8  c  e  1 1  e  o. 

Iii  dorn  2*2sicn  Band«  des  Creile'schen  Journals  hat 
(tuiiMH  «'inen  inMi*»n  Relir  sinureicben  Beweis  für  das  aus  ih  r  ^plm- 
rihdinn  'l'ritt-unontetric  bekannte,  für  die  Geodäsie  so  wichcisre  Le- 
gend rc'Hclie  Tbcoreui  gegeben,  den  wir  im  Folgendea  mit 
einifffa  uoa  hier  ottthig  scbelnendeii  Erläuterungen  auttheUea 
wolleii. 


Digitized  by  Google 


487  . 

Btezeichiieii  wir  den  sog'eoannten  sphärischen  Bxcess  eines 

sphärischen  Dreiecks»  dessen  drei  Seiten  ^,  c  sind,  durch  3a>, 
und  die  den  Seiten  «,  c  gegenüberstehenden  Winlccl  dieses 
Dreiecks  respectivc  durch  A-^w,  //-f-w,  C-\-u),  so  ist  offenbar, 
wenn  n  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat,  A-^B-^-  Cz=.n^  weil 
bekanntlich 

3w  =  M-i-w)-h(i?  +  U>)  +  (C-|-W)  — TT  ' 

ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  halbe  Summe  <!er  drei  Winkel  ^-Hf» 
Ü-I-Ctf,  C+iti  durch      so  ist,  wie  man  leicht  ündet, 

Ä  -  (  C-h  (!>)  =     —  (C- i<u) ; 

und  folglich 

cos  iS=: — sin  40», 
€08  (ÄT— =8in  (^—401), 

cos  \S—(B-\-w)\=&'m  (If  —  lw), 

cos  JÄ  — (rH-w)j=sin  (C— iw). 

Also  ist  nnch  swei  sehr  hekannteu  Formeln  der  sphärischen 
Trig^Donetrie 

*       ,      j  sin  |a>  sin  {J  —  ^<o)  

Sin  'if«  — (/f  ^p»)  ain  (6'-*-«)* 

,t        sin  (g— »  sin  (C— » 
€08  ghi  iff-h^)8m  (Ch-w)  ' 

und  folglich,  wie  «no  hieraus  leicht  findet, 

sin  '^g  -   «in  *|«tf  sin  HA  —  jo»)  _^  

cos  *in —  sin  »(Ä-f-w)  sin  (/f  —  W  (C^— W 

Gan:^  eben  so  ist  aber 

sin    sin  ^1«)  sin  »(ig  — >>) 


cos       —  sin  =0^-f-w)  Mu  ^c^)  sin  »(6'  +  a»)  sin  (V—Ui)' 

Divldirt  man  jetzt  mit  dem  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Aus- 
drücke in  den  ersten,  und  zieht  aus  den  erhaltenen  gleichen  Quo- 
tienten auf  beiden  Seiten  des  Glcichheilszeicheus  die  Quadratwur- 
zel aus;  SU  crgicbt  sieh  die  Gleichung 

üin  ^i«     cos  l/ß          sin  (A-k-io)  sin  HA^^io) 

tos  ia  '  sü^  -'  ll       sin  (Ä-t-w)  sin  '(^  "  V«*)* 

die  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

a^rosia    8  sin»^^    sinU-H»>)  sin  HA—^)   ^*J1  

8siL  4«  •  Ä»  cosiÄ  •  sin  *  Äin(Ä-H«>)  sin  H^^— i«>) 

gesetzt  wird»  auch  unter  der  Form 

6       sin  B^*^ 

schreiben  iKann. 
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W%  vBtr  Vmamm  Am  GHm%  D  wHw  wir  warn,  tmm  attcr 
Wail  SMil  Mcli  €iMr  iMkaMittai  fsnMctrudica  Forael 

KaHridtcii  m«  wmu  wm  ^a,  sin  4«r,  cos  a«f  befcarato  Weiw 
ia  Mim,  •#  «Hkilt  mb  Mek  IndMcr  Eeetau^ 

Ä  »in        —  #t*  cos  -^a  =  ^-J^'  —  .  . ., 

lind  meht  ttlso,  «iftüs  in  Uezog  ao£  als  eine  GriMse  der  ersten 
Ordnung 

8  sin       —  a*  cos 
«Im  GrtttM  4pt  «MestM«  MgM 

eiM  Gr5fM  4Mt  fierM  Ordaasg,  alio  der  Fader 

'  cos  ja 

der  Grösse  JÜ  von  der  Kiobeit  um  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung 
Terecliieden  ist 

Gmx  auf  ibolicbe  Art  seigt  ma,  dem  der  Factor 

Ssjnji^ 
cot  ^il 

der  Grosse      vou  der  Einkcit  in  Bezug  auf  6  uh  eine  Grösse  der 
mten  Ordaang  am  eise  Grösse  der  vtertea  Ordaaeg  venekiedea  tut 
Haeli  beltaaaten  gonionetriicheB  Fonaeln  ist  ferner 

sin  •v'/  — sin  (^H-w)  sin  ^{A  —  Jw) 

lBSsn\n  *A—  l  sin  {A^w)  \\ — cos  (tA  —  w)j 

asein  '^--i  eia  «n  (^-hft»)  cos  (2^«**») 

sela      — i  ila  iui  a^i  — i  eia  da»)» 

ead  folglidi»  weil  Mkaontlieh 

sitt  *jd  =  ^  sin  A—^  siu  3^ 

•la  «^—ita  iA^m)  eia  iai) 
ss|  eia  eia  tin  9ei> 

=  1  sin  >^ — \  sin  -/(cos  cos  2a>) — \  cos  ^i(sin  ut — ^  sin  2«). 

Rntwickolt  man  jetzt  cos  ittj  cos  2üIj  sin  (tf,  sin  2a>  auf  be- 
iiLQuntr  >V  eise  in  Reihen,  so  erhält  mao  nach  leichter  Recbnoag 

sin  *A  —  sin  (A-\-w)  sia  •(^  — ^)  =  |aj*  sin  A — . , . 

umt  sieht  nl^n ,  dass  ia  Besag  «af  als  eiae  Gnieee  der  anlaa 
Ordauag  die  Grösse 

eia         eia  «ia 
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ein«  CidiiM  .4«r  tweU«ii>  ibigüoli 

l  ^  s'»  M-f-ttf)  sin        —  ^üi) 
sin  " 

ebeofilllt  eine.  Grosse  der  «weiten  Ordnaog,  also  der  Factor 

«tt  (A-^  ü))  sin  «(^^» 
»in  *jt 

der  (jrüüse  JJ  vuu  der  Einliek  um  eine  (Grösse  der  zifcUen  Ord- 
Dnag  verschieden  ist. 

Auf  gttbs  älinlicbe  Art  ttberzcuo^t  man  steh,  dass  der  Factor 

der  Grttsie  Ü  Von  d^  Einheit  um  eine  Greise  verschiedeti  ist, 
welche  in  Bezug  anf  (u  als  iftiae  Grösse  dtoT  Arsten  Ihduufig  vHA 

der  zweiten  Ordnung  ist. 

In  der  sphärischen  Trigfonometric  °)  wird  al)Pr  folp^-ender  merk«' 
würdige  Ausdruck  für  den  sphärischen  Bxcess  ^iu»  bewiesen: 

lang  |ft*=:l/tang  y  tang  4(#— «)  tang  ^(*  — tang  iit-^t), 

wo  #  =  ] (fl- 4- f")  ist.  Aus  (!icsrm  Ansvlnicke  erbüllet  sehr 
leicht,  (iass  iu  liezu(]^  auf  die  Seitcu  </,  <;  als  Grüssen  der  <>r< 
sten  Ordnung  die  fJrösso  w  jederzeit  eine  Grösse  der  zwei- 
ten, also  ui'  eiue  Grösse  der  vierten  Ordnung  ist,  und  weon  man 
dies  nliD  mit  dem  Obi^n  zusammenhält,  so  ergieht  sich  anf  der 
Stelle,  dass  jeder  der  vier  Factoren  der  Grösse  ü  von  der  Einheit 
um  eine  Grösse  verschieden  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten 
dos  spliärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  von  der  vier- 
ten OrdnuDp^  ist. 

Weil  nun  nach  deui  Obigen 

ist,  so  kann  offenbar  in  Bezug  mit'  die  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  Vernacblässiguug  vom 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

a          sin  A 

Ä  ~  sin 

und  überhaupt  also  in  Bezug  auf  die  Seiten  </,  6,  c  des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  Veruuchlässiguog  von 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

a        sin  A    h          sin  B     c          sin  C 

X       siü  ^'    ö       sin  V*  ~ü       sin  ^ 

geietat  werden,  wo  nach  dem  Obig-i  n 
ist 

*)  M.  s.  z.  B.  des  Herausgebers  Elemente  der  ebenen,  sphärischeo 
und  spbäroidisehen  Trigdn^meuU.  Leipsig«  1837.  S.  lijO. 
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Ninmt  man  nun  hierzu,  dase  ji^ut,  ß-^f»^  C-|-i»4te  Win- 
kel dei  sph&rischeii  Dieiecks  sind,  und  durch  co  der  dritte  Theil 

des  sphärischen  Excesses  dessclfjrn  hexrichnet  worden  ist,  so  er- 
sieht sich  anmitteibar  das  folgende  merkwürdige  and  wichtige 
Theorem: 

Jedes  sphärische  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den 
Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher  ei  liegt,  sehr  klein 
sind,  kaoB  nähernngsweiae,  und  swar  nur  erst  mit  Ver* 
nachlässigniiff  vou  Grössen,  welche  in  Besag  attf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ord«  ^ 
nuns^  von  der  vierten  Ordnung  sind,  als  ein  ebenes 
Dreieck,  dessen  Seiten  den  Seiten  des  spliäriscben 
Dreiecks  gleich,  und  dessen  Winkel  die  um  den  dritten 
Theil  des  Excesses  des  sphärischen  Dreiecks  vermin- 
derten Winkel  des  leCstern  sind,  betrachtet  and  als  ein 
solches  ebenes  Dreieck  berechnet  werden. 

Diesen  merkwürdigen «  besonders  fnr  die  Geodäsie  so  überaus 
wichtigen,  von  Legen dre  gefundenen  Satz  hat  Gaasa  in  der 
wiclitigcn  Abhandlung:  Pisfiuisitiones  generalcs  circa  sn per- 
ficies  curvas.  Gottinga e.  18*28.  auf  Dreiecke,  die  aut"  einer 
beliebigen  krummen  Fläche  von  BoGi-en  kürzester  IJniru  eioge- 
schlossen  werdeu,  erweitert,  worülier  mau  uucli  das  iüutte  Kapitel 
in  des  Heranigebers  Spbäraidischer  Trigonometrie.  Berlin. 
1833.  4.  nachsehen  kann. 


Die  allofemeine  Gleichung  des  Kreises  swischen  rechtwinkligen 

Coordiuateu  ist 

oder 

J?*  -h     —  2(ara:  +  öy)  +  «i*  +     =  r». 

Ist  nun  »ber  der  Anfanc^  der  Coordinaten  selbst  ein  Punkt  des 
Kreises,  so  wird  diese  Gleirbun£r  auch  dOTCb  ^ssO,  y=sO  eifiillC» 
und  es  ist  folglich  in  diesem  Falle 

also 

Seien  jetzt  m,  h\  m^,  w^;  die  Coordinaten  dreier  be- 

liebiger Pnakte  des  Kreises,  so  ist  bm»  dem  Yorbergebenden 

(«» •+■  •»)         — «H«  J 

-f-     j »  4-  ü,  -)  («tj»,  —  m^m) 
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sss  f{mm  -I-  dm)  {m^m^  ) 

Weil  nnn,  wie  man  leicht  findet,  die  Grössp  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszt  u  hens  verschwindet,  so  tlndet  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinuten  dreier  beliebiger  Punkte  eines  Kreises, 
wfsnn  der  Anfang  der  Coordinaten  selbst  ein  Punkt  des  Kreises  ist, 
jedeneit  iBe  Reuition 

(«MSI—«,») 

Stett. 


Für  die  im  zweiten  flefte  dieses  Tketls  S.  21d  durch  Rechnung 
aufgelöste  Autgabe: 

Wenn  zwei  Punkte  der  Lage  nach  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  bldsse 
Winkelmessnngen  an  den  letstern,  ohne  diese  von  den 

f egebenen  Punkten  ans  xn  beobachten,  bestimmen; 
at  Clausen  in  dem  neuesten  bis  jetzt  erschienenen  Stücke  der 
astronomischen  Nachrichten  (Bd.  XVlii.  Nr.  430.  8.  367)  die 
folgende  geometrische,  auch  bei  der  Uesstiscbprazia  anwendbare 
Auflösung  gegeben. 

In  &r  nntea  stekenden  Figvr 
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seicD  M  und  N  die  b«id«H  bekaiitttaii) .  ^  «id  B  die  beiden  aabe* 
kannten  Punkte,  deren  Lage  beatinmt  werde«  soll.  Da  man  nadi 

der  durch  die  Aufgabe  gestellten  Bedingung  die  unbekannten 
Punkte  B  niclit  von  den  bekannten  Punkten  tV,  A/,  sondern 
bloss  die  letzteren  von  den  erstereo  aus  beobachten  solL  so  kann 
man  nur  iu  dem  Punkte  A  die  Winkel  MAA  =za  und  MAß=ß^ 
in  dem  Punkte  B  die  Winkel  MBUfts^y  un^JfBAs:»^  menen, 
and  dieie  Winkel  sind  daher  nebst  der  bekannten  Punkte 
M  und  JV  die  einzigen  Data«  mittelst  welcber  die  Pnnkte  ji  und 
ü  bestimmt  werden  müssen. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  MAN  «inen  Kreis,  welcher 
die  Linie  AB  iu  A'  schneiden  laag,  und  ziclit  die  Linien  MA' 
und  NA\  SQ  ist  der  Winkel  MNA'  =.ßj  und  die  Ldge  der  Linie 
also  bekannt,  treil  die  Lege  ven  MN  und  der  Wbkel  ß  be- 
kannt ist;  sieht  man  ferner  an  den  nm  das  Dreieck  MAN  be- 
schriebenen Kreis  durch  M  die  Tangente  KK\  ao  ist  der  Winkel 
Ji3fiV ~  n,  der  Winkel  K'MA'  =  ß ^  und  es  ist  folglich  sowohl 
die  Lage  von  A/i',  als  auch  die  Lage  von  MA^  bekannt,  weil  die 
Laere  von  MA,  der  Winkel  a  und  der  Winkel  ß  bekannt  ist;  also 
ist  aucii  die  Lage  des  Punktes  A^  bekaoot,  weil  man  die  Lage  der 
Linien  Nj^  und  MA'  kennt  Auf  ganx  fthnliebe  Art  beschreibe 
man  um  das  Dreieck  MBN  einen  Kreis»  welcber  die  Linie  AB  in 
B'  schneiden  mag,  unC  »ebe  die  Linien  MB  und  NB^  so  ist  der 
Winkel  NMB'  =  6^  und  die  Lae-e  der  IJnie  MB'  also  bekannt, 
weil  die  fjage  der  Linie  MN  und  der  Winkel  S  bekannt  ist;  ziebt 
mau  ieruer  an  den  uai  das  Dreieck  MBN  bescbriebeuen  Kreis 
durch  N  die  Tangente  LV^  so  ist  der  Winkel  I^NMtaf^  der 
Winkel  l/NB'^X  und  es  ist  folglich  eewobi  die  Lage  fen  JLJU 
als  auch  die  Lag^  von  NB'  bekannt,  weil  die  Lage  von  MN^  der 
Winkel  und  der  Winkel  6  bekannt  ist;  also  ist  aucli  die  Lage 
des  Punktes  B'  bekannt,  weil  man  die  Luge  der  Linien  MB'  und 
NB'  kennt.  Weil  man  nun  die  I^age  der  beiden  in  der  Linie  AB 
liegenden  Tunkte  A'  und  B'  kennte  su  kennt  man  auch  die  Lage 
der  Linie  AB  selbst  Der  Punkt  A  ist  der  andere  Durcbschnitts« 
-punkt  der  Linie  A'B  und  des  nm  das  bekannte  Dreieck  MA^N 
beschriebenen  Kreises,  und  eben  so  ist  der  Punkt  B  der  andere 
Durcbsrbnittspunkt  der  Linie  A' B'  und  des  Um  das  bekannte  Drei* 
eck  MB' M  bescbriebeuen  Kreises. 

Aus  dieser  Analysis  lasst  sieb  nun  unmittelbar  die  ti)lgende 
Coüstructiou  ableiten.  Durch  den  gegebenen  Punkt  M  lege  man 
die  l^inie  JGB?,  welche  mit  der  gegebenen  Linie  MN  den  Win- 
kel KMN  =  a  einscbliesst,  und  mnebe  hierauf  den  Winkel 
MNA'  =  K'MA*:=ß^  so  erhält  man  den  Dnrchschnittspunkt  A' 
der  Linien  MA'  und  NA'.  Auf  ähnliche  Art  lege  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  N  die  Linie  LtJU^  welche  mit  der  gegebenen  Li- 
nie MN  den  Winkel  hNM-^zv  eiuschliesst,  und  mache  hierauf 
den  Winkel  NMB':s^L'NB*=d,  so  erhält  man  den  Dnrcbscbaitts» 
punkt  B'  der  Linien  MB*  nnd  NB',  Ziebt  man  nun  die  «Linie 
A'B'  und  beschreibt  nm  die  bekannten  Dreiecke  MA'N  und  MB'N 
Kreise,  so  sind  die,  von  A  und  B'  verschiedenen,  Durchschnitts- 
punkte dieser  Kreise  mit  der  nöthigenfalls  gehörig  verlängerten 
Linie  A'B'  die  beiden  gesuchten  Punkte  A  und  B. 

Bei  der  Messtischpraxis  kann  man  von  dieser  Außösuug  den 
folgenden  Gebrsnek  ttacben,  wobei  wir  die  auf  dem  Messtbche  ge- 


Digitized  by  Google 


443 

gelMM,  dtr  iini«  MM  «nf  tau  PeMe  «utapredieade  4oreh 

mm  bezeichoeD  wollen.  Man  begebe  sich  mit  dem  UeaiiMche  auf 
den  Punkt       stelle  m  vertikal  über       lege  die  Kippregel  im  fltü» 

ori<*ntire  das  Tischblatt  auf  richte  die  nn  m  liesffnde  Kippregel 
aut  ileu  Funkt  und  ziehe  an  der  Scbärte  des  Lioeuls  der  Kipp- 
regel eine  Linie ^  bu  ist  dieB«  Linie  die  der  Linie  KU'  ent- 
sprechende l^inic  kk'  auf  dem  Messtische.  Uierauf  le^e  man  die 
Kippregel  in  umsrekehrter  Lage  an  kkf^  bo  dass  dai  Ocolar  auf 
die  Seite  des  Objectiva  kmnnt«  orietttlre  daa '  Tischblatt  auf  Jf» 
richte  die  an  tn  liegende  Kippre^el  nach  B ,  und  liehe  an  '  der 
Schärfe  dea  Lineals  der  Kippregel  eine  Linie,  so  ist  dieae  Linie 
die  der  fJnie  31  entsprechende  Linie  mal  auf  dem  Messtische. 
Jetzt  stelle  man  u  vertikal  über  A^  lege  die  Kippregel  an  nm^ 
orieotire  das  Tischblatt  auf  richte  die  an  n  liegende  Kipnregcl 
nacfi  und  siehe  an  der  Schärfe  des  I^neals  der  KimMregel  eiue 
Linie,  bo  irt  dieie  Linie  die  der  Linie  NJf  enti&reciiende  Linie 
nä  auf  dem  Meistiache,  und  der  Dnrebiehnittsinnikt  der  Linien 
ma'  und  nt^  ist  der  den  Punkte  A*  entsprechende  Punkt  auf  dem 
Messtiscbe.  Indem  man  eich  jetat  mit  dem  Messtische  auf  den 
Punkt  //  begiebt,  und  hier  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  auf 
dem  Punkte  A  oncrirt,  erhält  man  den  deui  Punkte  ^  entsprech en- 
den Punkt  y  aur  dem  Messtische.  Jetzt  ziehe  man  die  Linie  a'b\ 
lege  die  Kippregel  an  dieselbe  und  orientire  das  Tiäcliblatt  auf  den 
Punkt  A\  dann  lege  man  die  Kipnreffel  an  m  oder  n  und  viaire 
nach  dt  oder  Ny  bo  gieht  der  IHtreaBcanittspunkt  der  an  der  Schärfe 
des  Lineala  geiogenen  Linie  mit  der  Linie  alh*  den  gesuchten 
Punkt  welcher  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde  entspricht,  und  da 
man  dorch  Anleg'iing  der  Kippregel  an  ff*  und  n  zwei  Bestimmun- 
gen für  d<  ri  gesuchten  Punkt  b  erhält,  so  hat  man  in  d(  rcn  Ueber- 
einsiimiiiinii;"  mit  einander  zugleich  ein  Kriterium  für  die  Richtig- 
keit der  OperatiüD.  Den  dem  Punkte^  auf  dem  Felde  eutäürechen- 
den  Punkt  m  auf  dem  HestftiBclie  kann  mau  auf  ^ana  ühnlicbe  Art 
bcBtimmeu,  wenn  man  aick  mit  dem  HeBatiache  wieder  nach  A  be- 

S'ebt.  Wenn  die  Punkte  und  If  nahe  mit  einander  auBammen- 
Uen^  wird  die  Auflösung  unsicher. 

Bemerken  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  noch,  dass  schon 
in  dem  1825  erschienenen  3ten  Bande  der  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  62.  S.  233  von  Gerling  die  folgende  trigot 
nometrische  AuOdaung^uusers  Prublemtt  gegeben  worden  iät. 

Man  aetse  derlSiurae  wevea  in  ohi||er  Figur  dem  Winkel 
.  AMH^w^  den  Winkel  BNM^y\  ao  iat 

AB  mn  {n^p^i)  ÄS  ^  ain  af 
AN^        äml      *  "SS^  Bin  a 

und 

AB^  _  »ia  (^^r"**i^    B»l  _  «in  y  3 

FoJgliek  iBt 

AB         .        sin  ja^p^^   «in  {ß-^y-^if) 

MN^^^  ^  — MU  Jf  y  , 

also 

sin  a:       sin  a  sin     sin  (;3 -f»  y -4- tf)  .  • 

sin  y      sin  ß  sin  /  sin  («  4-  ^  4-  <f)* 
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r 

B^reeliDet  num  «im  den  HillfswiDkel  9  »ittelst  der  Pomel  ^ 

sin  et  sin  tf  sin  (ß-hy-hdf^ 

■o  ilt 

•Ul|f  SP> 

und  folglich 

wn  jp— »jp  y         1  —  tang  y 
nn 

d.  u 

teng         y)  cot  i(«-|-y)=:— tang  (45«»— y), 

«lio 

taug  jr)  s=s — teng  4(zc  H-  y)  tMi|ir  (45«—  y). 

Nun  ist  aber  offenbor  ar-^^  —  ß  -{-     und  folglich 

tang  i(a;  —  y)  =  —  tang  itf  4-     taug  (45»  —  y). 

Weil  man  jetzt  :r  +  y  und  ^  —  y  kennt,  so  kann  man  auch 
und  y  seihst  finden.    Hat  man  aber  a:  und  y,  so  ergeben  aich 
w£df,  JfJy,  ^i!f,        mittelst  der  folgenden  Formeln: 

und  auf  diese  Weise  ist  iinn  die  Lage  der  Punkte  A  und  S  gegen 
M  und     bestimmt,  wie  verlangt  wurde« 


Einfache  Beweise  aweier  Lehrsfttse.  Von  dem  Berm 
Doctor  Rädel  1  so  B<;rlin. 

1)  In  einem  jeden  Dreieck  istdasQiiadrat  einer  Seitf 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Sei- 
ten iveui^cr  dem  doppelten  Produkte  dieser  beiden  Sei- 
ten multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des)  von  ihnen  einge» 
sehlossenen  Winkels» 

Beweis.  Es  seien  m,  e  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  und 
(Af  /?,  Y  die  ihnen  gegenüberstehenden  Winkel;  dann  ist  nach  einer 
Grundformel  der  Oreiecksmessknnst 

eos  f'^e  cos 

Sssa  cos  f +<^'eos  a^^ 

C  =  b  cos  a-\r  a  cos  /5. 

Multiplicirt  man  nun  die  erste  (Gleichung  mit  die  zweite  mit  b 
und  die  dritte  mit  — c  und  addirt  die  Produktengleichungen,  so  er- 
hält man 
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«r*  -4-  ^  —     =:2«Ä  cos 

indem  sicli  die  iibrijren  (irlieder  als  identiscli  nnd  mit  entg-egrng^o- 
setzten  Zeicben  behaftet  aufhebeu.    Hieraus  fulgt  nun  uoiaitteibar 

C*  =      -f*  ^»  —  2«*  ÜOB  f . 

%)  Jede  barmonlBclie  nnenillicfae  Reihe^  (d  welcher 
alle  Glieder  dasselbe  Vorxeichen  babeo,  ist  dl? ergent. 

Beweis.   Ist — t — j  irffcnd  ein  Glied  der  hurmonischen  Reihe, 

so  kann  man  immer  voraussetzen,  dass  a  und  ^/ganxe  Zahlen  sind, 
vTf'il  man  entp^etren^esetzten  Falles  Zahler  und  Nrtjner  dieses 
Bruches  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  \  iclfachcu  der  Neu- 
ner vaa  m  ttad  ä  nnltipHcirea  kdaate  nad  dadnrcb  a  aad  d,  folg- 
lieb  aaeb  ar+^  a+vd,  a.  s.  w.  in  ganse  Zablen  über* 

lieben  würden. 

Betrachtet  ma  die  meadliebe  baraionisebe  Reibe 


ao  kami  aian  sie  serlegea  io 


1.1.1 


•  •  •  • 


ail-^dy-t-d^  Ml-h<0*-f-^ 


+ 


•(14- 


Da  nun  der  zweite  Theil  der  unendlichen  Reihe  aus  der 
dritte  aas  <7(l  +  </),  der  vierte  ans  «(l  +  i/)'  Gliedere  v.  s«  w. 
bestebt,  so  siebt  aian  letebt,  das»  jeder  eiasdoe  Tbeil  grösser  ist» 

als  J-Xrf»  folglich 


und  da  aaa  die  Reibe  reebts  gewiu  dlver^rt,  so  wird  die  naead- 
liebe  banaoBiscbe  Reibe  S  am  so  nebr  diverffirea«  Hierdsreb  ist 
iiaa  aber  sugleieb  aaeb  die  Divergeas  der  Reibe 

A  4         A  Ä 

#'  m-k-^  «+34ir  •^kfP**^" 

bewiesen. 

Annerkuag.  Dieser  Beweis  ist  eiae  Verallgemeiaeraagdes^ 
jeaiffeo^  welchen  Cancby  in  seiaeai  Conrs  d'Aaaiyse  T.L  p.i£7  fiir 
die  Reibe  l  +  i  +  i+i+..««  gegeben  bat 
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Nachtrag  zu  dem  Aufsätze  XfV.  in  ArckiYe  der  Ma- 
tben«  usd  Ph>  a.  L  Theil  1.  Heft  (AoOSouig  des  Pothenof. 
tcben  ProbleMt).  Vom  Hennsgebttr. 

Eine  snr  Reeboun^  beqneae  Aoflösnog  deoPethematfidn&Pf«* 

blems,  über  welcbes^die  LÜer  ancb  eioige  BemerkoBgeB  in  eines 

im  3ten  Hefte  S.  335  Basxugswei«e  af>pf(1rurktcn  Bricff^  t^es  Herrn 
Majors  und  Rittfrs  Or.  G.  \\.  Müller  zu  Hannover  an  den  Heraus- 
iri'Uar  ünden,  laiif  mrht  im  Znecke  d^  ohen  ((enaiititen  Aufsatxes. 
Du  sich  aber  au»  den  iu  demäelbeu  auigetiCelUeu  GleichuDgeu  ieicbt 
eine  sebr  elegante  AuflÜimig  dieaen  PraUejns,  die  mit  der  bekenn* 
teil  TOD  G»vaa  gegebenes  Anfloanng  groaae  Aebnlicbkeit  bat,  ab* 
lcit«n  llliat^  so  niö|[en  als  Xaebtnif^sit  den  in  dem  genannten  Auf* 
■atse  gc«;ebenen  bntwtckelnngen  wer  aoeb  die  folgenden  BeMmv 

kongep  Platz  finden. 

Wir  baben  a.  0.  2^  die  foigcttj/en  aeoba  GleicbiiBgea  ge- 
funden; 

1.  |^,s=^-|-^»  coa  (9»H-a)»  iln  (gi-l-a); 

(^,=«•4*^«  eos  (y-l-/?),  y',  =  jf^-^,  sin  (9)  +  /?); 

welche,  weus  nan  jetzt  der  Kürze  wegen  |r-|-a=S9pi|,  9-4«/9=:ys 
setzt,  die  fulgeade  Gestalt  erhalten: 

ije^zssjc-hQ  eoa  %  y'zzzy-^Q  »tu 
ar'i=iar+^t  cos  sp„  ^^.£=^+9,  ain  9,$ 
^»=^+?s  cos  5Pj,  ^^  =  7/-^^^  sin  5p,. 

Durch  Subtraction  des  nweiten  und  dritten  i'aars  von  dem  ersten 
erhält  iuud 

j    j^r'— COS  SP— ^1  COS  8Pi>  t/'~y'i=Q  «'"^  9P— MttjPtj 

j^— 0?*,=^  coa  y— ^»  coa  y„  y'— /.ss^  ain  ^»(^»atn  y,; 

wodnccb  die  Coofdinaten  4?  und  y  eUninirt  md.  fiUawilrt  «an 
nun  ferner  aowobl  aus  den  beiden  ersten  Gleicbnngen.  die  Gresae 

SP  als  auch  aus  den  beiden  letiten  die  Gröaae  an  «rbäk  own 
ie  beiden  Gieicbungen 

1(^—0?',)  aiD  9,  — (y'— y',)  coa  SP,'=^  Bin  (9,  — 5^), 

}(^— sin  9^  — (y— cos  SP»=^Ö  sin  (sP,  —  SP)i 
d«  i,  nach  dem  Obigen 

^  U^— iiB  9,  — (y— sr*!)  CO»  9»  =^  »» 

Äf»,)  aio  9.— €01  9,=e  ■»  ^ 
Nun  beatinnie  man,  waa  liekanntlicfa  immer  durch  leichte  Rech« 
ttong  möglich  iat  %  daa  Bülftgittaaen  r,  and  o^.  so,  daaa  dieaeibea 
den  beiden  Gleicbangen 


Sollen  näiulich  überhaupt  die  Grossen  R  uuU  A'  dm  bsidsn  Gleichungen 

A^R  coa  iV»  ^»iS  sin 

gemäss  besliaait  werden,  ao  reebnM  man  am  besten  nach  folgendem 

Scbenm: 
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und  die  HUlftfprüMen  und  «i«  lo^  iI«m  dieseiben  den  beldea 
Glfiidinngeii 

i 

7.   j?'-^jp',  =2r,  «08  w,,     —  y',  ;=sr,  8in 

genüffen;  dano  erhalten  die  beiden  Gleichungen  5,  welche  noch  die 
unbeEanDten  Grössen  9^,  y^^»  q  oothalteo,  offenbar  die  einfache 
Farn 

&  r,  ein  (9t^»i)»B«  aia         abi  (9»«-^ttt,)s^  sin  ^\ 

and  föhren  durch  Difision  an  der  Gleichung 

^    ri  ain  (y,  —  sin  a 

r,  sin  (9>t  —  >in 

oder 

III    1^*"       —  ^1)   sin  «        sin  «  r, 

*   sin  (y,  —  r,  sio  ^  '  sin  /5' 

die  nnn  ^  nicht  mehr  enthält.  Berechnet  nan  den  HiUfswinkel  { 
niUeist  der  Forael 

,  1     ^       V     r,  sin  «  sin «  r, 

10  fiM  dia  Gleiobaog  10. 

m    sin  (yi~c»i)  y. 

und  verwandelt  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Btnbeit  inb- 
trahirt  und  addirt,  and  dann  dividirti  in  die  Glefehnng 

sin  (y,  —  aij~sin(ya— ct>a)  _l--tang  | 

•   sin  (?>  i  —  «t) -l-sin  (y,  —  w,)         1     taug  |» 

V 

d.  i.  iu  die  Gleichung 

a  tang  iUSPt^S^a)  — («»>*-'<»t)i  cot  iUSPi+SP»)  — (<«>i-*-'«'»)t 

=  -taog(45«~9, 

m  dir  »cb 

15,  tang  i((sPj+9P,)  — (w,+w.)i  = 

>      —cot  (45*- 5)  tang         -SP,)-(«. -cu,){ 

oder 


log  .  Ä  cos  iy  =  Iog  ^ 
log  .  IC  sin  A'^sa  log  B 

log  cot  iV=slog^ — logZf 
iV=  .... 

^        {log^— log  sin  iV^ 
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16.  taug         -4-9»,)  — (w,-*-w,)|sr=' 

—  tang  (45»  +  J)  toog  iKy,  —  9»)  —  (u*»  — 
oder,  weil  nach  den  Obigen 

17.  tang  iU«-4-/JJ-(w,H-wj-h2yi  = 

—  tnng  (45»     {)  tang    C«  a>,)| 

ergiebt,  in  wclclier  Gleichung  nun  blesa  noch  dia>eine  unbekannte 
Gröise  9  enthalten  ist»  die  aJso  mittelst  denelbett  gefunden  wer* 

den  knnn. 

Hat  man  (p  gefunden,  so  ergiebt  sieh.  ^  mittelst  eines  der  hei* 
den  aus  8.  fliesseodeo  Ausdrücke: 


i ^r,  sin  (y,  —  sin  (y*f^»— »i) 
^              sin  «  sin  «  * 

i   ra  sin  (y»  — sin  (y-<-^— s>«) 

( ^  sin  /I  sin  ^  * 


Die  Coordinaten  und  f  liefern  hierauf  die  nun  %  sieh  eige* 
benden  Ferinein 

19,  df=s^— ^  eoB      y  =  y'  —  q  sin  9$ 

und  die  Entfernungen  ^1  und  können  dann  auch  'leicht  mitteUt 
der  aus  1.  folgeodeu  Ausdrücke 

cos      -I- «)       sin  (y-i>oy 


^»  ~  cos  (y sin  (y  -|-  §) 

berechnet  werden. 

Zu  bemerken  !iat  mau  noch,  dass  dir  Formel  17.  für  y  jeder- 
zeit zwei  36U**  niclit  ühersteigeude  VVertüe  ÜetcrL  und  dass  man 
von  diesen  beiden  Wertlieu  immer  denjenigen  zu  wableu  weU 
chem  in  Folge  der  Formeln  18.  ein  positiver  Werth  von  q  en^ 
spricht,  worüber  wir  weiterer  Bemerkungen  uns  hier  um  ao  mehr 
enthalten  können,  da  von  diesem  Gegenstände  schon  auf  8«  9i.  im 
ersten  Hefte  dieses  Theils  die  Rede  gewesen^tst 


Berichtigungen. 

Der  NasM  des  Herni  Vfr.  des  Anfsataes  L.  in  diesem  Hefte  ist  nkbt 
1*1  s s  eh I ,  .aendctn  Fleseh.  Der  Fehler  Ist  dnth  Undeotlicbkcit  des  Macpts; 

fDt<>tanden. 

Die  Nummer  der  ersten  Ahhandlaog  in  diesem  Hafte  muss  XLVL 
XLL  sein« 
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Literarischer  Bericht*). 

(Die  Herreu  Autoren  und  Verleger,  namenflicli  die  Verfasser  und 
Verleger  von  Dissertatiuuen,  Programmen  u.  s.  w.,  welche  eine  recht 
baldige  Anzeige  ihrer  Schriften  in  dieaem  fiterarischen  Berichte 
wünschen,  werden  um  recht  schleunige  Einsendung  derselben  an 
die  Buchhandlung  des  Herrn  Koch  zu  ureifswald  ersucht.  Der  Her^ 
auscrchcr  wird  s\rh  bemühen,  diesem  nfrirlite  oine  immer  grössere 
Voitkommenlipit  und  Vollständigkeit  zu  Lrclira;  dieses  Mal  war  noch 
so  manche  Irüiiere  Erscheinung-  nachzutragen,  dass  absolute  Voli- 

ätäudigkeit  nicht  zu  erreichen  war.) 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbficher« 


A.  S.  deMontferrier:  Dictionnaire  des  sriencesmath^- 
matiques  pur«  s  et  appl  iq  u  r  fs,  tome  3,  Supplement  conte* 
nant  plusieurs  articles  sur  lag^ometrie,  la  trigonom^- 
*  trie  et  Tastrononiie,  par  le  colooel  Pnissant.  Brox.  4. 
STblT«  16gGr. 

A  System  of  Practical  Mathematics,  containinir  Elements  of  Al- 
gebra and  Geometry.  With  a  collection  of  Accurate  Stereotjped 
Tahles,  comprising  the  Logarithms  of  Numhers,  of  Sines,  Tangents 
and  Secants;  Natural  Sines,  the  requisite  Nautical  and  Astronom!- 
eal  TaUes,  and  Tables  of  Compound  Intereit  and  Annnities.  By 
J.  Davidson,  A.N.  With  uumerous  Cuts  anJ  Copperplates.  4th« 
editSoD,  greatly  improved  and  enlarged.    8«    ]5  0,  bQara8, 

Vorlesungen  über  reine  Mathematik  von  J.  Fux,  Prof.  zu  01- 
mütz.  OlmUtz  1839.  8.  2  Thlr.  (Entliait  die  gewöhnlichen  Ele- 
mente.) 


Der  Herausgeber  bemerkt,  dass  diese  literarischoi  Berichte  theüa  TWi 
ihm,  theUa  Ton  andern  Mitarbeitern  ^exfasat  vreiden. 

Basal.  1 
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Arithmetik. 

iSaigey:  Problemes  d'Arithmdti qae  et  ezercices  de 
caicul  sur  les  questions  ordiriaires  de  la  fic,  sur  In  i^po- 
mctrie,  la  m^caoique,  rastraiiumic,  la  geographie,  la 
uhysique,  la  chimie  et  lam^trologieancieane  et  moderne. 
5. ed.  Braxelles.  8 ggr.  Solutions.  4  ggr. 

J.  Jaclot  et  Arbel:  R^cr^ations  arithnK^tiques  ou  dix- 

luiit- ce n ts  p ro  b l e mes  d o  II t  les  rt^siiltats  p  re s c  n  f  on  t  dos 
faits  iiuiiiäriq iH's  pris  daiis  riiistnire,  la  gi'Ograpliic,  la 
plivsique,  la  cbiuue»  rastronomie  etc.  2vol.  ia  18.  Brox« 
1  Tiiir.  lü  ggr. 

» 

Die  Bleni (Mite 'der  Zablenlchre  in  System  und  Bei- 
spielen von  Trftugoti  Franke,  Dr.  pb.,  Professor  an  der 
tccbniselicn  B  i  1  d  ii  n  pfsaii  s  t;i  1 1  zu  Dresden.  Erster  Tboil, 
Die  Zaii )  e  n  -  VerbiuduQgeii  und  Zahlen  •  Veränderungen» 
Dresden  uud  Leipzig.    i8i0.  8.  12  ggr. 

Ist  eigentlich  als  eine  systematisch  geordnete  Sammlung  von 
Beispielen  cor  Buchstabenrechnung  und  niedern  Algebra  zu  betrach- 
ten, die  den  Lehrern  an  böheru  iJnterricbtsanstalten  erwünscht  aelll 
wird,  da  man  an  sofcben  Beispielen  nicht  Vorrath  c:enu2^  haben 
kann.  Die  Beispiele  sind,  wie  der  Verf.  in  Hr  r  \  f)rrede  ueoierkt, 
so  geschaffen,  dass  sie  die  folgenden  Gesetze  vorbereiten,  tlieilweise 
andere  für  die  Folge  wichtige  Gesetze  enthalten ,  uud  überhaupt 
unter  deqpk  Scheine  grossef  Schwülstigkelt  auf  einfiiehe,  dem  Auge 
gefällige  oder  dem  Gedächtnisse  leicnt  bebaltbare  F'ormen  fuhren, 
um  dadurch  die  Liebe  zur  Sache,  welche  bei  der  abstracten  Form 
sonst  bald  verschwindet,  in  dem  Lernenden  rw  werken  und  zu  er- 
halten. Die  Resultate  beizugeben  hat  der  ^  i  rf.  utitcrlasseD.  F> 
beabsichtigt  eine  ähnliche  Sammlung  für  die  uuliebtimuitc  Analytik« 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  höherer  Grade  uud  die  Differential- 
und  Integralrechnung  folo^en  xu  lassen.  Hier  namentlich  möchte  es 
doch  manchem  Lehrer  wiinscheoswerth  sein ,  wenn  ai|cb  die  Resnl* 
täte  beigegeben  würden. 

Stufen  [11  a  sslj^;  geordnete  algebraische  AufL'-aben  des 
ersten  Grades  mit  einer  oder  mehreren  uubekannten 
GrSeaen,  durch  in  Wctrte  gefasste  Schlüsse. und  dur<;h 
Gleichungen  auf  möglicbst  verschiedene  Weis«;  aiifge- 
lüst  von  /.  Me^#0//isv/V/f(.    E.ssea.    1841.   8.    18  ggr. 

Die  Auflösung  algebraischer  Aufgaben  ohne  Gleichungen  durch 
blosses  Raisonnement,  welcher  der  \'erf.  in  (Irr  \  orrede  mit  Recht 
das  Wort  redet,  bat  schon  fJiuilicr  in  seiuer  Anleitung  zur 
£le uientar-Algebra.  Tiibiugeu.  1799.,  als  eine  trefdicbe  ' 
Hebung  des  Scharfsinnes  empfohlen  und  neben  der  eigentlichem  al> 
gebraischen  AuAösnng  in  Anwendung  gebracht 

Analysis,  bearbeitet  von  Cnrl  fiQltxmann^  Professor 
an  der  Grossherzot^Mch  Badiscbeu  po  ly  tech  nisciien 
Schule.   Karlsruhe  l!^40.   8.   2  Tlilr,      •     -  "  ' 
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Bloss  die  sogcoaDute  Anal^sLs  des  Endlichen.  Aufmerksam 
paclieii  wir  auf  den  auf  S.  ft.  geffebeoeo  auf  geometrischen  Be« 
tr»chtUDgen  im  Räume  beruheoden  Beweis  des  FundameDtalsatzee 
der  Theorie  der  algebraischen  («leicbuDgen,  auf  den  wir  vieUeicht 
später  -in  diesem  Archive  zurückkomneii  werden. 

Navier:  R^suiue  des  le<<ous  d^anaJjse  doon^es  äl'ecole 
poljtechoi  que.    2  \  oj.  8.  4  Tlilr. 

Duhamel:  Cours  d'analjse  de  l'^cole  poly teclinique. 
Seconde  partie.  8.  ^^Tblr. 

In  Nr.  105  der  astronomisclion  Nacliriclifen  fU(I.17.  S.  . 
326.1  giebt  Herr  Tb.  Clausen  eiuca  Beweis  des  1  uiKiaiiantulsatzes 
der  Theorie  der  Gleichu  ngeo  in  einem  ,fBeweiS)  dass  die  aljge* 
Ibraiscben  Gleichungen  Wurzeln  von  der  Form  4S  +  A'*) 
Imben**  überscbriebenen  Aufeatie.    Dieser  an  sich  sehr  sinnreiche' 
Beweis  int  jedoch  nicht  von  allem  Zweifel  frei,  weil  er  auf  der  ' 
Theorie  der  KciLen,  insl»esonderc  auf  <leiii  I^agrauge^schen  Theoreme 
beruhet,   die   bis  j«  tzt  bekannten  Beweise  des  letztem  Theorems 
aber  in  so  fern  ah  mungelhatt  bezeichnet  werden  miisäen,  weil  nie 
die  Convergenx  und  Divergenz  der  Reibe  völlig  nnberUckaichtifft 
lassen.*  In  einem  der  folgenden  Hefte  dieses  Archivs  werden  & 
neuesten,  höchst  wichtigen  Untersuchungen  Caucby's  über  die  La- 
granare'sohe  Reibo   mitg^e tbcllt  werden,  weiche  den  Zweck  haben, 
den  Brwris  dieser  wiclitigeu  Reibe  in  der  augedeuteten  Beziehung 
gehörig  zu  vervollständigen. 

In  Nr.  406.  der  astronomi sehen  Naebrieb^en  (Bd.  17.  S. 

351.)  theilt  Herr  Tb.  Clausen  den  folgenden  merkwürdigen  Satz 
über  die  Bernoullischen  Zahlen  ohne  Beweis  mit: 

Der  Bruch  der  //ten  Bernoullischen  Zahl  wird  se  gefunden: 
Man  addire  zu  den  l'beilern  von  2»  , . . .  1,2,«,      a",  ....  2«  die 
Einheit,  wodurch  man  die  Ueihe  Zahlen  2,  3,  cc-f-i;  ^'+1^  2/«+! 
bekommt.   Aus  dieser  nimmt  man  bloss  die  Primzahlen  2,  3,     p'^  . 
v.a.w*  und  bildet  den  Bruck  der  «»ten  BernouUischea  Zakl: 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades,  das  untere  für  ein  gera- 
des n» 

J.  J.  Jaclot:   Trait^  et  table  d^addition,  enseignant 

les  proci^d^ä  des  cal cula teu r«;  les  plus  hahiles  pour  faire 
cette  Operation  avec  promptitude  et  pr^cision.  Brux^ll« 
18.  6ggr. 

B€iThnif9  TaMes  of  Squares,^  cubes,  Square  roots, 
cube  roots,  reciprocals  of  all  integer . numbres  up  to 
10000.  Stereotype  edition,  examined  and  correeted, 
Royal  12.  8s.  scwed. 

Arithmetical  Tables.  By  WiU'mm  JFrMt,  18.  6d.  sewed. 
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Saramluntr  mathcuiatUclier  Tafeln.  Als  ncne  nnd 
vol  lig  umgearbeitete  Auflage  von  Georgs  Irei/itrrn  rua 
Yega  grösseren  logarithmiscli - trigo.noBetrisehen  Ta- 
feln hersnigegeben  Ton  Dr.  /.  M&i99e,  Stereetvp-Ans- 
flrabe.  ErsU-r  Abdruck.  I^eipxig.  WeidBnnn^scIie  B«ck> 
EaDdluDg.    IHiO.   3ThIr.  12ff-r. 

Dies*'  noiir  Austrage  der  in  ihrir  fnihera  Gestalt  aus  zweiThei- 
len  h(>stelj«  iHlen  irrüsscrtj  V«'tr;i'«iclieD  Tafeln  hattPit  wir  für  ein  in 
je<lcr  \\viM'.\xMu^  sehr  vcrdH  ii^lliche»  Cnteruehiucu ,  und  eniptVLltn 
dieselbe  allen  51atbematikern  und  allen  Praktikern,  denen  die  Ausfüh- 
rung logaritbmiicb- trigonometrischer  nnd  anderer  Rechnungen  ebKegt 

Die  ganzHcbe  AttSschlieasiiBg  der  in  der  altern  Aufgabe  enthal- 
tenen astronomischen  Tafeln  ist  dadurch  vollständige  gerechtfertigt, 
weil  diese  Tafeln  bei  ilem  sr-ejrmwSrfigen  Zustande  der  Astronomie 
als  völlip:  veraltet  bezeiclmet  werden  müssen,  und  durch  die  ver- 
vollkommnet«'  G'estalt,  in  welcher  jetzt  die  astronomisehen  Epheme« 
riden,  uumeotlich  das  Berliner  astruiiuinische  Jahrbuch,  die  Con- 
naissance  des  tems,  die  Effemeridi  astronumiche  di  5iiIano  und  der 
.Nautical  Almanac  erscheinen,  in  der  Tbat  auch  TÖllig  entbehrlich 
gemacht  werden.  Durch  diese  Ausschliessung  der  astronomischen 
Tafeln  ist  es  vorzüglich  möglieh  gemacht  worden«  die  Tafeln  in 
der  neuen  Atispfabe  auf  einen  weit  kleinern  Raum  zu  reduciren,  und 
auch  den  rreiü  bedeutend  in  crmn-sitreu  ,  da  die  ältere  Ausgabe 
5Tbaler,  die  neue  nur  3  Tbaler  und  1^  gute  Groschen  kostet, "und 
iUierdies  haben  die  Käufer  für  die  weggelassenen  astronomiscbeo 
Tafeln  durch  Hinzufiiguug  einiger  in  der  altern  Ausgabe  nicht  ent- 
halteuenr,  sehr  nötxlichen  Tafetn,  die  wir  nachher  besonders  nam» 
haft  machen  wollen/sebr  reichlichen  Ersatz  erhalten. 

Die  folgende  Anpihe  des  Inhalts  wird  am  besten  xi|r  Empfeh* 
lunc^  dieser  schönen  l'afein  dienen. 

Einleitung  über  Kinrirbtunp:  und  Gebrauch  der  Tafeln 

I.  Tafel  der  irf^mcirn  n  oder  briggischen  Logarithmen  aller  oa- 
torlicken  Zahlen  von  i  bis  108000. 

Die  Einrichtung  dieser  Tafel  ist  die  gewöhnliche.  Beigefügt 
ist  noch  eine  kleine  Hölfstafel  zur  Verwandluog  der  gemeinen  Lo- 
garithmen in  natürliche,  und  eine  Hülfetufel  nur  Verwandlung  der 
natürlichen  Logarithmen  in  gemeine. 

II.  Tafel  der  hrlir!ri>^rben  Logarithmen  fiir  die  Sinus»  Cosinus, 
Tanffenten  und  (  otani»;enten  von  0  bis  90  Grad. 

Auch  diese  Tutel  hat  im  Ganzen  die  s^ewübnliche  Einrichtung. 
In  den  5  ersten  Graden  schreiten  die  Winkel  von  10  zu  lOSecunden, 
nachher  von  xHioute  zu  Minute  fort.  Wir  bedauern  sehr,  dass  der 
Herausgeber  nicht  durch  den  ganzen  Quadranten  die  Winkel  von 
10  zu  10  Secuodcn  wie  z.  B.  in  den  Callet'scben  Tafeln  Iiat  fort- 
schreiten lassen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  wurden  seine  Tafeln  allen 
ttbrisren  vorziehen. 

Angeiiangt  ist  eine  Tutel  der  Liini^^eu  der  KrjBiabogeo  iüx  die 
einzelnen  Grude.  Minuten  und  .Sccunden. 

III.  Tafel  der  wirklichen  Länge  der  trigonometrischen  Linien. 
In  dieser  Tafel  schreiten  die  Winkel,  ganz  zweckmässig  von 

Minute  zu  Minute  fort. 

IV.  Sebnentafel  für  den  Halbmesser  500  von  0  bis  125  Grad. 
Httlfstafel  zur  Verwandlung  der  Centesimalbogen  in  Sezagesi- 

malbogen, . 
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Bälfstafei  znr  VerwiDilliiii|f  der  SezageMtlbogeii  in'BnicbtiieUe 

des  4iuadranten. 

V.  Tafei  aller  einfacliett  Factorcn  der  durch  2,  3.  5  nicbt  tlieil- 
barea  Zahleu  voa  1  bis  lü*200ü  und  der  Frimzableii  von  102U0U  bU 
400000. 

VI.  Tafel  der  natdrlichen  Logarithmeii  för  alle  auf  einaoder 
folgenden  Zahlen  von  1  Ms  1000  nnd  fiir  alle  Primzahlen  von  1000 

'    bis  10000.  . 

T>io  Logaritbmeti  sind  in  dieser  Tafel  in  acLt  Decinm]<;fplleD 
angegeben.  Angehängt  sind  nocli  die  Potenzen  von  2  von  der  Istcn 
bis  zur  45steu,  die  rotenzen  von  3  von  d^r  Isten  bis  zur  36stea, 
die  Potenzen  von  5  von  der  Isten  bis  zur  27sten. 

*  TD.  Potenzen  der  Gmfidzalil  e  des  natörliehen  Lofirarithnien- 
Systems  für  alle  Hundertel  von  0,01  bis  10  nebst  den  briggischen 
Logariflimen  dieser  Potenzen:  oder  umgekehrte  Tafel  der  natiirli- 
cbeu  l^ogaritlinien.  wel«  he  für  alle*  Hundertel  der  natürlichen  Loga- 
rithmen rou  0,01  bis  10,(11)  die  zugehörigen  Zableu  nebst  ibren  ge- 
lueiuea  Logaritboieo  eullialt. 

¥111.  Tafel  der  Quadrat-  und  Cnbikwnrzeln  aller  ganzen  Zah* 
len  von  1  bis  10000.' 

Die  Uuad ratwurzeln  sind  auf  12,  die  Cnbikwnrzeln  auf  7  De- 
cimalstellen  hererluiet. 

Angehängt  sind  einige  in  Deciinalbrüche  verwandelte  ott  vor- 
kommende  Coefficienten  unendlicher  Heiheo  nebst  ibreu  Logaritbuieu. 

IX.  Potenzen-Tufel,  enthaltend: 

A.  Die  ersten  11  Potenzen  aller  Zahlen  von  0,01  bis  1,00« 

B.  Die  ersten  9  Potenzen  aller  Zahlen  von  1  Ms  100. 

C.  Die  ersten  3  Potenzen  aller  Zahlen  von  I  Kis  1000. 

D.  Die  ersten  100  Potenzen  von  1,01;  1,02;  1,025;  1,0275}  l,03j 
1,0325;  1,035;  1,0375;  1,04;  1,045;  1,05  und  1,06. 

B.  Die  ersten  100  Potenzeb  von  j^;  j^;  j-^; 
111111,1 

II  •  ■  .  •    .  I .  -  •        I.     •  iin<i   .i-   ' 

1,0325'  1,035'  l,037i|'  1,04 '  1,045 '  1,05  1,06* 

F.  Die  SuinniationeT!  der  auf  pitKuidcr  folgenden  Werthe  der  Tafel /I. 

G.  Die  Suuimatiotiea  der  auf  eiuauder  iolgeudeu  Werthe  der  Ta- 
fel ^. 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Zeiten,  in  denen  sich  ein  dnreh 
SttBammengesetzte  Zinsen  wachsendes  Kapital  vervielföltigt. 

X.  Mortalitäts-Tafeln. 

Angehängt  sind  zwei  Hülfstafeln  zur  Verwandhing  des  Dnodc- 
cimalmaasses  in  Decimalmaass,  und  des  Decimalmaosses  in  Duode- 
cimalmaass. 

XI.  Tafeln  zur  Vergleichuog  der  gebräuchlichen  Maasse  uud 
Gewichte. 

XII.  Erweiterte  Gaussisebe  Tafel  zur  Berechnung  eines  t^f^ä» 
fitbmen  der  iSuinnke  oder  Dillerenz  zweier  Zahlen ,  deren  Logarith« 

men  nur  gegeben  sind. 

Angehängt  ist  endlich  noch  eine  Tafel  zur  Erlei( literuner  des 
Üinschalitens  oder  Interiiolirens  inüer  der  Ueherschrift  Interpoluliuus- 
Tafel,  und  den  ücschluss  luucht  eine  Tafel  eioiffer  oft  vorkommen- 
den 'ZaUenweftfae  nnd  der  Logarithmen  derBelben »  wie  z»  B.  der 
Wertb  von  sr,  log  vulg  är,  log  nat^,  der  Werth  von  e,  log  vnlg  ^» 
log  nat  tf,  iiBd  mebreres  Andere« 
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Die  IVeln  IF,  FlU,  ein  TlieU  der  TM  IX,  die  TMn  X,  die 
Tafeln  XI  nad  vor  allen  die  Tafeln  Xll  sind  nea  Imiingekoni««». 

NiaiHit  aian  bienn  nun  nocb^  dass  diese  Tafeln  aof  acbonca  . 

Papier  mit  nicht  zu  kleinen,  schärfen  und  deutlichen  Lettern  f^- 
druckt  sind,  wodurch  lie  »icb  namenilicb  vor  den  Callet^scben  Tafeln, 
deren  Orufk  vif!  kleiner  und,  wie  Jedrr,  der  diese  Tafeln  oft  und 
viel  gfbraurht  h-ii .  aus  Krfalirunar  wissen  wird,  anijreifeud  für  die 
Augen  ist,  sehr  vurtlieiihaft  auszeichnen,  so  wird  man  gewiss  un> 
aere  oben  aosgesprochene  Ceberzeuguog,  dass  diese  Tafeln  ein  sehr 
verdienfltlichea  und  der  Eaipf^blong  sehr  würdiges  Unternehmen 
sind,  theilen,  nnd  auch  den  Preis  jedenfalls  sehr  massig  finden. 

Pir  mö|<Iicli8t  genaue  Correctur  haben  ausser  dem  Heransgtbcr 
die  Herren  Dr.  Brandes  ond  Aliehaeiis  Sorge  getragen* 

Lnrrarithmische  Tafeln  der  Nummer  -  Logarithmen 
(T  —  HMiUO),  der  Sinus  n  n  il  'l'a  n 'j-eiiten  in  Graden  und  Mi- 
nuten, der  Tabelle  zur  Find  ung  des  Log.  dt  r  Summe 
oder  Differenz  zweier  Zahlen,  welche  selbst  nur  duriii 
ihre  Lo^.  gegeben  sind,  und  einiger  anderer  Hülfsta* 
fein.  Auf  eine  neue  Weise  geordnet  und  herausgegeben 
▼  on  Meldola^  Lehrer  des  kaufmännischen  Rechnens 
nnd  der  mathematischen  Wi 5? sensr haften.  Mit  einer 
Vorrede  vom  €onferenzrath  Schumacher.  -Altona.  184ypL 
8.  16ggr. 

Herr  Conferenzrath  vSchumacher  spricht  sich  in  seinem  \  or- 
worte  Uber  diese  Tutcln  uuf  folgende  Art  aus:  „Herr  Aleldola 
wollte  die  Logarithmen  mit  5  Decimalen  In  einen  kleinem  Raum' 
bringeo,  und  sie  dadurch  bequemer  xum  Gebrunche  nnd  wohlfeiler 

machen.  Da  gerade  diese  Logarithmen  sehr  häufig  Anwendung 
finden,  so  kann  ein  solches  rnternehmcn,  gut  ausgeführt,  nur  den 
Rrrliiurn  aiinfcrielmi  sein,  und  cliiss  er  es  t5;ut  ausführen  und  vor- 
zugiicli  tur  (M)rrecten  Abdruck  sorgen  werde,  verbürgt  sein  Fleiss 
und  sein  Streben  nach  Genauigkeit.  Die  Guussisclien  Tai  ein 
um  den  Logarithmen  der  Summe  oder  DifTereox  seweier  Zahlen  so 
finden,  die  selbst  nur  durch  ihre  Logarithmen  gegeben  sind,  ha^  er 
auf  den  Wunsch  des  Hwn  Geheinieratbs  Bossel  hinzugefiigt.*' 
Dem  Crtheile  eines  so  compefenten  Kirlitor'«.  wie  Herr  Conferenz- 
rath Ncbuniaolier  ist,  haben  wir  nur  nocli  lunzuzufiicren  ,  dass 
diese  Tafeln  auf  gutes  Papier  mit  scharfen  und  deutlidieii  Lettern 
uredruckt  sind,  und  gewiss  verdienen,  von  den  Rechnern  häufig  und 
lieissig  gebraucht  lu  werden. 

Tabeller  i  Hntbematiska  Annen.  Utgifne  af  B.  A. 
Bjiirkman.  I  Twenne  Delar.  F5rra  Delen.  Logarithmiska 

och   trigonometriska  Tabeller.    Stockholm.    1S40.  1^ 
1  Rtlr.  30  Sk.    (Tafeln  über  inatbcmatisclie  fiejreustiinde ,  heraus^, 
von  E.  A.  Björkman.   In  zwei  Theileu.   l;:lrster  TbeiU  Logaritbmi- 
*scbe  and  trigonometrische  Tafeln). 

Popuf  atio  nistik  oder  Bevölkeruni2"swissen8chaft  von 
"  Ch,  BernmtUi ^  Professor  zu  Basel.    Erste  Hälfte.  Allge- 
■eineHevölkernDgsstntistikoderVerkftltDisse  der  Leben* 

»  ■ 


Digitized  by  Google 


7  ' 


den,  Gebornen,  VereÜelicJiteii  ondSterbetideii.  Dln  1840. 
8.    1  Thir.  21  gffr. 
ß       (Gebort  der  Jrolitiscbeo  Arithmetik  wegen  bierher.) 


Geometrie. 


EucliÜB  Elemente  fünfzehn  Bücher,  aus  demGrieclii- 
sehen  überaetst  von  J.  F.  Lorens*  Aufs  neue  heranBg.e- 
geben  nebst  einem  Anhange  von  IVL  C.  Dippe.  .Sechste 
verbesserte  Ausgebe.  Halle  1840.  8.  lThlr.  8ggr. 

The»  l'^lements  of  ßuclid:   viz.   the  first  six  Uooks, 
,  to§^ethcr  with  the  Eleventh  and  Twelfth.  Printed  with  a 
few  Vartations,  and  additional  References,  from  the 
.Text  e£  H,  Simt^Mi  M.  IX  Carefall j  eorreeted  by  S.  Ma^ 
mträ»  New  edit.   18.  .^s.  bonnd. 

The  Eieinents  of  Euclid:  the  first  six  Books  and  the 
Elevcntli  and  Twelfth.  Edited,  in  iUv  Symholical  Form, 
bj  Jt.  jU/a/ce/ocJbf      A.    18.    i>s.  ()d.  hoardäj  7h.  buuud. 

Tbe  first  six  Books  of  the  Elements  of  Euclid,  with 
•  Com-mentarj  and  Geonietrical  Exercises.  Towhich  are, 
annexed  aTreatise  on  solid  Geometry,. and  short  Essays 
OD  the  Ancrent  Geonietrical  Analysis,  and  tlic  Tln  ory 
of  Transversals.  For  the  use  »f  Schools  auil  Üni- 
.versities.  By  Dionysius  Liurdner^  LL.  D.  7tb.  edit  8.  7s. 
boards. 

«EuclidisProportionslära  med  forklaringar;  utffifwen 
af  F.  N.  Ekman.  Moceus  i  Mathematiken  wid  Ujasala  üni- 
veraitet.  Storkbulm  1840.  S.  16  Sk.  (Euclids  Propoitions- 
lehre  mit  Krkhu  uugeu;  herau;.gegel>eu  vuii  i*.  N.  Ekmau,  Ooceut  dei; 
Math,  an  der  Univ.  zu  Upsulu). 

Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  CJnter- 

riflite  an  höhern  Bürsrerseliulen  und  ähnlicb<^n  f.ohran- 
stalten,  von  W,  Mink^  Lehrer  der  Mathematik  an  der  höhern 
Stadtschule  zu  Crefeld.    Crefeld  1840.   20  ggr. 

Ein  fiir  seinen  Zweck  sich  recht  wohl  eignendes  elementares 
Lehrbuch,  welches  übrigens,  was  der  Tuel  unerwähnt  lässt,  auch 
die  fifomente  der  ebenen  und  spbllrisehen  TrigonosMtrie  entbiUt 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  technische  Lehranstal- 
ten und  Gymnasien  von  H.  Rose.  Erster  Theih  Die  ebene 
Geometrie.  Nürnberg  1840.  8.   IThir.  Oggr. 
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System  der  Ccnmctrie.    Lehrbuch  für  akademische 
Vorträge  und  bulicrc     u  t  erriclits- Anstalteu  von  i)r. 
Arneth.    Von  il  «•  u  i^criiden  Linien  in  der  Ebene.    Erste  ^ 
und  zweite  Alillieiiuu^.    Stuttgart  1840.   8.   1  Tblr.  ^  ^gr. 

Hanpts&chlich  den  Ansichten  yon  Sehweins  folgend  beehiiä- 
tifft  der  Verf.  ein  voUitändiges  Sjrtteni  der  Geometrie  zn  liefern, 
kleidet  dieselbe  aber  scleieh  vom  Anfange  an  in  ein  reebnendes  Ge* 
wand,  wodurch  freilich  ihr  schöner  synthetischer  Character  e:anz  ver- 
loren treht,  wenn  auch  auf  der  andeni  Seite  nicht  zu  Irtioriien  ist, 
dass  durch  den  von  dem  V  erf.  betretenen  Weg  allerdings  eine  Ver- 
einfachung des  Systems  erreicht  wird. 

CreoBetrliche  üntersnehnngen  nur  Thenrie  4er  P»^ 
rnllellinren  von  N.  Lohntsehewskj.  Berlin  1840.  12ggK 

Anleitung  snr  Auflösung  geometrischer  Anfirnben 
von  l>r.  Ch.  NngeL  Dim.  1840.  lOggr. 

üeber  die  symmetrischen  k re is vielecke  von  ungera* 
4er  Seitensabi  von  J.H.T.  Müller.  Gotha  1840.  4.  Oggr. 
Bine  sehr  leseoswerthe  Abhandlung. 

Betrachtungen  Aber  verschiedene  Gegenstande  der 

neueren  Geometrie  von  C.  T.  AogeT,  Professor  am  Grm- 
nasium  und  Direktor  der  konisrlichen  Gewerbeschule 
«u  Danzisr.  Erstes  Heft.  Einleiruug.  Theorie  der  Aehs« 
licbkeits^uukie.    Danzig  18^9.    4.    8  ggr. 

Der  Gedanke,  welcbesi  mese  Sehrill  ihre  Eatstebnng  ver4nnkt, 
kann  ein  sehr  g^ncklicber  venannt  wer4en.  Berr  Professor  nn4  Di- 
reetor  Anger  in  Danzig  beahsiehtigt  nämlich,  in  einzelnen  nach 
und  nach  erseheinenden  Heften  verschiedene  Gegenstände  der  söge* 
nanotoR  noiiern  Geometrie  rnif  eifip  iTiöirlichst  elementare  Weise  zo 
hehandelu.  und  so  ilu-  mcrkwünliirt  n  r^ntdeckutiLrcn  von  Gerafonne, 
Poucelet,  Steiner  u,  A.  euit'ui  t{ros5<Tii  l^ubUcuni  auf  mög^lichst 
leichte  Art  zugänglich  zu  macheu,  wodurcli  Herr  Professor  Anger 
sieh  nnstreitig  ein  wesentliches  Verdienst  um  die  irrössere  Yetbiei* 
tang  dieses  schdnen  Theils  der  Mathemalik«  nna  dessen  sehr  sa 
vrinsehende  Einfuhrung  in  den  geometrischen  Eleaentaraaterricht 
erwerben  wird.  Zweckmässig  würden  wir  nbrigens  die  yöllige 
Ai{«;srh!iessuntr  d»T  Anwendtmcr  d^r  F. ehren  der  anriK  tlschpii  Geo- 
luttrie  au&  diesen  Hotten  linden,  deren  schneUes  Auteinaudeilolgen 
jedeotalls  sehr  wuo&cheu&werth  ist. 

Lefehnre  4e  Fonrey:  Le^ovn  4e  Gdosetrie  nnnlv« 
tiqne.  4.44it  8.  »Tbk.  »ggr. 

Analytische  Geometrie  im  Raom.  enthaltend  dieFlä« 
eben  zweiter  Ordnung,  uebst  der  aiisremeinen  Theorie 
der  krumm €u  tlacheu  und  der  Linien  von  doppelter 
Kruiumuug  von  C,  /\  L^ertf^ ,  ubersetzt  nach  der  zwei« 
ten,  verhesaerten  nnd  veraehrten  Auflage  von  F. 
Kamffmmmm.  Stuttgart  1840.    1  Tbir.  »  ggr. 

In  |ir.40&  der  aatranoaiaehenlinchricht«a(B4.i7.&374). 
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befindet  sich  ein  höchst  lesenswerlLer  Aufsatz  des  Herro  8.  Lö* 
wenstern  über  die'TransformatioD  der  rechtwinkliff cn 
-Coordiniiteti,  welcher  den  Zweck  hat»  das  Auffinden  der  iUilicli« 
sten  Transturniationen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  xtt  erleichtern*  . 


Praktische  Geometrie. 
• 


Francoeur:  G^od^sie,  on  trait^  de  I  afignrede  lat^rre 
et  de  ses  parties.   2.  edit.   8.   2  Thlr.  21  ggr« 

Clerc:  Essai  sur  les  el^taiens  de  la  pratique  deslevers 
topographiqaes.   l.FoInme,  "6.  6Thlr. 

Duhousset!  Application  de  lä  ir^oin^trie  h la topoirra» 
phie.  %6üU  Paris.  «.^10  Fr. 

An  Inti  üduction  to  Mensuratiou  and  Practical  Geometr}  :  with 
^otes^  containing  th<$  fteason  ot  every  Kule.  By  J.  Bonnjcastle, 
late  Professor  of  Mathematics  in  the  Royal  Military  Academy,  WooU 
wich»  19.  edit.  corrected  and  impraTed'  by  S.  Maynajrd.  4  s.  dd. 
hound.  -  \ 

In  Nr. 410  der  as t  ro  n  o m i s cli  t  n  Nach  richten  (Bd.  18.  S.^O.) 
befindet  sich  ein  Aufsatz  des  Her,'insg;eher8  dieses  Archivs:  Bcmer- 
kuugen  über  trigouo metrische  Nivellements,  insbeson- 
dere über  die  terrestrische  Strahlenbrechung,  von  l>r. 
J.  A.  Grunert,  in  welchem  der  Versuch  gemacht  wird,  eine  Methode 
.•nsugeben,  mittelst  wekber  man  genauere  und  auverlässigere  Be- 
atimmungen des  Coefficienten  der  terrestrischen  Strahlenbrechang 
erhalten  kann,  als  durch  die  bisherigen  Methoden« 

H.  L.  SmrrHanH ^  K.Ö nigl.  Preuss.  0 b erf o rst weister s  etc. 
Baumhöhe  II  ni  tsser  und  einfaches  Verfahren  der  Baum- 
luessuug  und  Holzherechuuug  für  Fu rstma u  n er  ,  Bau- 
herrn und  Holzhändler.   Stralsund  12  ggr. 

Enthält  die  Beschreibung  eines  sehr  einfachen  BaumhÖhenmes* 
aers,  der  zugleich  auch  als  l^reuzscbeibe  gebraucht  werden  kann, 
und  den  der  Herausgeher  aus  eigener  Kenntniss  und  nach  seihst 
gcmaclitem  Geliraucne  empff  lilcti  kcinn.  Er  ist  in  der  I^Öffler'schen 
Veriagshandiung  zu  Stralsund  für  den  sehr  gerinji^en  Preis  von 
1  Thlr.  15Sgr,  zu  habeUj  und  dürfte  selbst  ein  für  Schulen  instruc- 
tives,  sinnreich  eingerichtetes  Instrument  seyu.  Seine  Theorie  setzt 
Dur  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Toraus  und  der 
obigen  Beschreibung  wird  ein  Exemplar  auf  starkem  Kartenpapier 
beigegeben^ 
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Tirigonometrie« 


*  L«brlbiich  der  ebenen  Trigonometrie  und  Polygone« 
metrie  von  Friedrteh  Press,  rrofessor  der  Hnthematik 
an  der  Königlich m  p o lytecbnUcben  Schale  %u  StniU 
gart.    1840.    8.    1  Tlilr.  6  ggr. 

Efne  recht  Yoll8täiidIr!^(>  und  sehr  deutliche  Darstellung  der  ebe< 
ncD  IViofdnoinetrie  und  ll'olygODometrie  mit  vielen  Anwendungen 
ttui'  Geodäsie  und  einer  grossen  Aozuhi  vuHständi^  ausgerechneter 
numerischer  Beispiele,  die  zum  Theil  aus  wirklich  ausffefiibrtea 
MeBsungen  entnommen  ftind ,  in  welcher  Beiiehnng  daher  das  Bneli 
insbesondere  Praklikem  empfohlen  «u  werden  verdient.  Die  gouio- 
metrischen  und  cy ciometrischen  Reihen  hat  der  Verf*  anch  autg^e- 
nommen,  dabei  aber  nie  die  Bedinp^un<ren  der  Converc^enz  und  Di- 
verp^eiir  berücksich^iirt •  wesltalf»  die  Heliandlung-  dieser  wichtis^eo 
Lehre  keineswegs  dem  ueueru  Zustünde  der  Muthemutik  und  (Icn 
jetzigen  Anforderungen  entspricht.  Aber  auch  abgesehen  hiervon 
müascu  wir  den  auf  S.  56  und  57  gegebenen  Beweis  der  bekannten 
Reihen  für  sin^  nnd  oottar  für  völlig  uugeuügend  iind  verfehlt  er* 
kiten.  Von  der  Reihe 


0'  =  l-h^'^T-R 


1 


die  als  aus  der  Analvsis  bekannt  angenommen  wird,  ausgehend, 
zeigt  nämlich  der  Veit.,  dass  die  Ausdrucke 

 %  »»«' — iP^i — • 

die  er  derKflme  wegen  dvreh  M  nnd  N  heneichncly  nnd  dieFnne- 
tionen  coa^  nnd  uvBtof  gewisse  Eigenschaften,  wie  i.B. 

il#'H-A'-  =  l  und  cos  .i  ' -h  si» =  1, 

ferner  ^=1  ,  A'z=0  für.r=0,  und  cosa'  =  1  ,  8in.jF  =  0  fiir 
^=0,  mit  einander  gemein  haben,  und  schliesst  dann  auf  i^.  57 
auf  folgende  Art:  * 

„Die  Ausdrücke  M  nnd  N  haben  also  gans  die  Eigensebaften 
von  eoe^  and  sin^,  wotana  demnach  folgt,  dass: 

 ^   SS  eogaf  ond  »r^==  =aui^. 

iHan  hat  also: 

sin^  s=  jr— 


2.3  ^  2.3.4.5  2.3.4.5.6.7 


cos      —  i  »  *- 


2  ^2.3.4  2.3.4.5.6 


. ..  • 


Daraus  aber,  dass  Functionen  gewisse  Eigenschaften  mit  ein« 
ander  gemein  haben,  kann  man  doch  wohl  nicht  auf  ihre  Gleichheit 
im  Allgemeinen  schliessen!  Solche  falsche  Schlüsse  v6rwurai  nur 
den  Anfiinger  und  erzeugen  falaehe  Begriffe» 
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Wir  kÖDnen  nicht  umhin  >  dem  Herrn  Verfasser  riicksichtlich 
der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  die  weiter  unten  an« 
gef&hrto  Sretle  aus  einem  Briefe  des  leider  su  früli  verstorbenen 
trefflichen  Abel  an  seinen  Lehrer,  den  Professor  Pelaboe  In 
Christiania  recht  dringend  an^s  Uers  xa  legen. 

In  der  im  Eingange  namhafit  geaiachten  Rücksiofat  wird^  das 

Buch  aber  doch  Nutzen  stiften, 

« 

Die  sphärische  Trigonometrie  in  anul)^^ tischer  Dar- 
stellung n'ebst  einem  Anhange  grössteuTheils  neuer  ffo» 
niometriscber  Formeln*  von  Carl  Breymaon«  Wien  1^. 
8.  12ggr. 

Die  Schrift  kann  Anfängern  wegen  ihrer  deutlicbra  und  toII« 

ständijjen  Darstellnnjr  empfohlen  werden.  Die  Lehre  vom  sphärir 
sehen  Excess  hatte  der  Verf.  aber  ducli  auch  aufnehmen  sollen,  da 
dieselbe  für  die  Gieodäsie  so  höchst  wichtic^  ist. 

(Die  trigonometrischen  Tafeln  s.  unter  Arithmetik.) 


Bf  echanik. 


De  motu  corporum  libere  cadentium.  Particula  I. 
bisturiam  hujus  scientiae  continens.  Scripsit  Dr,  C. G.  A« 
Becker.   Vratislaviae  1840.   4.  8ggr, 

Booebarlat:  Eldmens  de  H^caniqne.  3.  ^dit.  8.  3ThIr. 
♦  ,  —————— 

Praktische  Afedianik. 


Die  Mecbantk  oder  Anleitung  znr  praktischen  Ma^ 
schincnkundc  und  zur  B cu rtheil un und  Leitung  be- 
wegender Kräfte.  Aus  dem  Engl,  nach  Clirnnhers  l^rzie- 
hungs-Curtius  übers,  vom  Professor  Dr.  Meusiug.  Erfurt 
Gr.  12.    12  ggr. 

Allgemeine  Hasehinen-Encyclopädief  i\n  Verein  mit 
G.  Altmüller  und  A.  Burg  (Proff.  am  polyt.  Inst,  xu  Wien), 
Th.  Fiselier  (Afascbinenmeister)  und  M.  P,  Gätzschmann 
fProf.  an  der  Bergakademie  in  Freiljerc:),  V.  Tt.  Hummel 
(Lector  an  der  polytechn.  Leliranstnlt  in  Co  pe  n  Ii  a  crenK 
K.  Karmarsch  (Üirector  der  Gewerbschule  in  üunover), 
F.  Reich  (Professor  au  der  liergakad e m ie  in  Freiberg), 
J.  Schneider  (Prof.  am  Coli.  Carol.  in  Braunschweig),  J. 
A.  Schubert  (Prof.  an  der  te^chnischen  Bildungsanatall} 
und  E.  Weinlig  (Ingenieurlieutenant  in  Dresden),  Dr«  A. 
Weinlig  (in  Leipzig),  J,  Weisbach  (Pro-1  au  der  Bergaka» 
demie  in  Freiberg)  heraus Ececreb e n  von  Dr.  /?•//.  Amhr, 
miue.  Lei^z.  1840.  8. 1.  u»  2*  UeL  mit  Atlas  in  Folio  5Tbir.8ggr. 
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Vnn  diesem  Werke,  wdlcbe^  tür  praktische  Mechanik  wichtig 
zu  werdeu  verspricht,  sind  uns  his  jetzt  zwei  Lieferungen  zugegan- 
gen, die  tchoo  melurere  tehr  eamhriicke  «nd  lehrreiclie  Artikel 
eetkaltea. 

Poncclet:  Introduktion  a  lu  m^ea&iqae  iDdustrielle 
pbjsiqu^  2. 4dit.   S.   2Thlr.  löggr. 

Lanz  et  Betancourt:  Essai  sur  la  cooipusition  des 
machines.   3.  ^dit.  4.  6Thlr. 

D*Aubuis8on  de  Tolains:  Trnit^  d'^bydraaliqae  a 
Tasage  dei  iag^aieurs.  2.  ^dit.  Paria.  8.  9Frc8» 

* 

Piobert  et  Tardy:    Exp^rirnces  sur  les  roues  hjdrauliques 
axe  vertical,  et  sur  r^coulement  de  i'euu.   8.    1  TMr.  14  ggr, 

* 

Aodraad:  De  Tair  coaiprlaid  et  dilat^  eonrme  notear. 
Paris.  8.  3  Pres. 

Urhuh  Jürgensens  allgemeine  Grundsätze  der  ge- 
nauen Zeitmessung;  durch  rhren  oder  Z  ii  s  a  in  m  en  f  a  ssu  ng 
der  Grundsätze  des  ülirenbaues  zur  surL^tultis^sten  Zeit- 
messunp;,  mit  einem  Aniiarie^e  versehen,  (  nth alten d  zwei 
Abhandlungen  Uber  dieLhriaacherkunst  und  Beschreib 
bttDff  eiaes  sekr  geaau  gehenden  Metallthermometers. 
'Nack  der  «weiten  durek  Ludwig  Urban  Jürgensen  be- 
sorgten und  vernu  lirten  Ausgabe  deutsch  bearbeitet, 
Leipsig  1840.  4.  3Tblr.  12ggr. 


Astronomie. 


Trait^  .^l^mentaire  de  Physique  Celeste,  ou  Preeis 
d'Astro n  o m i  o  tlioorique  et  pratique,  servant  d'introdiic- 
tion  a  l'etude  de  cctte  science,  par  G,  de  Po^ecoulatU* 
Ouvraace,  destine  aux  personnes  peu  versieg  dans  T^tiide 
des  sciences  uiathematiques  T.  1.  11.  Paris  1840.  8.  4^- Thlr. 

Ein  gut  gisckriebenes  populäres  Lekrbuch  der  Astronomie^  das 
nur  die  elementarsten  madieiiiatisehen  Kenntnisse  voranssetst,  und 
für  die  Liebkaber  der  französischen  Literatur  eine  willkommeDe 
Erscheinung  sejn  wird,  da  es  die  Uauptlehren  der  Astronomie  deut- 
lich und  zieinlirli  vollständig  vorträgt.  Etwas  mehr  hätten  wir  je- 
doch in  einem  soklicn  Buche  über  die  Kixstprno  zu  finden  ß:e2:laubt, 
denen  nur  das  Lloss  drei  Seiten  lange  dreizehnte  Kapitel  uowidmct 
ist.  In  Deutschland  besitzen  wir  schon  mehrere  seur  vorzüiHiclie 
Schrillen  äknttehen  Inhalts.  Deoi  «weiten  Theile  sind  einige  Natea 
natkenuitiseken  Inkalts  fiber  die  Tenrandlung  der  RectoieenstoD  and 
Deelinatien  in  Länge  und  Breite  und.unigekebrt ,  über  die  Parall- 
axenrechnung, über  die  Bestimmung  der  ffrössten  Mittelpunktsglei- 
ckung  der  Sanne  durch  Beobachtungen»  fiaar  die  dliptiache  Braa- 
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f ung,  fiber  die  Berecbnong  der  PlaneteD bahnen,  über  das  Gesetz 
er  all^meiiieii  6nnrtt«|$oD ,  über  die  Werthe  der  Maasen  der  Pla- 
neten, über  die  Gestalt  der  £!rde,  über  die  Ver&nderueg  der  fikbwera. 
WBtA  der  Länge  d^a  Secundenpendels  beigefügt,  in  denen  wir  nichts 
N(Mi(>s,  was  hier  einer  besonder^  Mittbeilnng  werth  wäre,  gefnn^ 
den  baben. 

Uandboli  i  Practiska  Astronomien  «f  S.  A.  Cronstraod« 
Första  Häftet  Till  ledning  ander  färeliäBningarna  wid 
det  bögre  Militär-Lärowerket  |>ä  Marieberg.  Stockholm. 
1840.  o.  IRdr.  32sk.  (Hundbucb  der  praktisclien  Astronomie 
von  8.  A.  CronstrarMf.  Erstes  Heft.  Zum  Leitfaden  bei  «Im  Vorlep 
auogen  an  der  liuliera  Militärunterricbtaanstalt  anf  MariebergJ. 

Jab^bucb  fiir  1S40.  Heran9 gegeben  von  H.  C,  Sehu^ 
muehery  mit  Beiträgen  von  Betteiy  Ermmm,  MMdler  und 
OiBerM.   Stuttgart  und  Tübingen.    IS^O.    8.   2  Thlr. 

Die  Einriclitung  des  astronomischen  Theils  dieses  Jahrbuchs 
kann  als  bekannt  voraiisu:esetzt  werden«  Die  Aufsätze,  weiche  die- 
ser Jahrguii4<  iMitliäU,  sind  tol^end^': 

Ueber  5luui>2>  uud  Gewicht  im  Aih^eiueiueu  und  das  preussiscbe 
'  Läuffennaass  im. Besonderen  von  F.W*  Bossel. 

lieber  die  Weltstellung  der  Körper  unseres  Sonnensystems  to9 
Mädler. 

Ceber  die  neuern  SfernlMl(!pr  von  Olbers. 

IJDiersuchungen  über  den  Einflnss  des  Monds  auf  die  Witte- 
rung von  !^]  ädler. 

Uebcr  meteorologische  Beobachtungen  auf  einer  Seereise  um 
die  Brde  tou  A.  Er  man. 

Besonders  machen  wir  auf  den  Aufsats  von  Hessel  *anfmerk* 
sam,  in  welchem  ausführliche  Nachricht  uher  die  Muassreg^eln  er- 
th«»ilt  wird,  welche  vor  Kurzem  in  Preussen  zur  Fo->fsetzüng 
der  Kiüheit  des  preussiscben  T.äns^eomaasses  und  Behufs  der 
leichten  l^rlangung  sehr  genauer  Copien  derselben  ergriffen 
worden  sind.  Deber  diesen  wichtigen  uud  all<>emein  interessanten 
Gegenstand  verbreitet  sich  auch  ein  Aufsatz  von  Bossel  in  den 
Astronomischen  Nachrichten«  Band  17.  Nr.  307. 

Berliner  ast ro n o miscbes  Jahrbuch  für  1842,  Berlin. 

1840.    8.    %  Thlr.  16  -irr. 

Enthält  folgende  Abhaudiungeo: 

üeber  die  Biortchtnng  des  Jahrbuchs.  Geoffraphisehe  Lage  der 
llauptsternwart«n,*snsammengestellt  von  Dr.  Wolters. 

üeber  die  VorausbBrcchnung  der  PlanetendarcbgXuge. 

TV1)Pr  zwei  naijti<^clir  Aiifrrabm.  1.  Berechnung  der  nautischen 
Aufgaben  n;i(  Ii  den  (»rundsatzen  der  runden  Schifffahrt.  2.  Die  ge- 
wöhnlichen Methudeu  der  Seefohrer  zur  lieduction  der  Monddistanzen. 

In  dem  letzten  Aufsatze  sind  fünf  verschiedene  .^lethudeu  zur 
Reduction  der  Monddistonsen  snsammeo|festellt  und  bewiesen;  die 
beiden  ersten  sind  vSllig  genaii,  die  drei  tetzten  sind  Näherongs« 
methoden. 

(n  der  Hoffnung,  dass  vielen  Lesern,  die  dieses  trefHiche  Jahr- 
buch nicht  hdsitzen,  dadurch  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  wer- 
den wird,  wollen  wir  im  Folgenden  das  von  Herrn  Dr.  Wolters  mit 
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groBser  Sorgfalt  und  kritiselier  Genauigkeit  zusammengestellte  Ver< 
zeicbniss  der  HauptsteruM  arten  nebst  ibrer  ffeoffrapbisciieu  Lage 
mittheileQ ,  da  di«i  die  Punkte  auf  der  BrdoMriiftelie  aiad,  den« 
geographische  Poaitioiieu  gegenwärtig  ah  Mi  geneaeaten  hMtiaat 
•MigMenen  werden  könneii.  « 
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Jahrbach  der  K.  Sternwarte  hei  Miioctien  für  1840. 
Herausgegcbeo  von  J.  Lamout.  xVlüucheo.  1840.  12.  1  ThU*. 

AstroDonisehes  Jahrbuch  fir  phjrsiflche  und  vatar- 
liialo^if elie  Hinaelaforseher  und  Geologien  u. s.w.  Her- 
ausgecreben  von  Fr,  v.  P.  GmiffmiseH^  ordentlichem  Prof. 
der  Astronomie  za  ftlüockeii.  DriUes  Jahr.  Mäache« 
S.  2  Tblr.  ggr. 


Physik. 


Lam^:  Cours  de  Pliyaiaue  de  l'dcole  uoly tecbnique, 
1fc.ddit.  SVolnflies.  6Thlr«16ggr.  , 

4 

'    Peyr^:  Couri  da  Phjsiqne.  2.  ddit  8*  4ThIr, 

r.  Desprctz:  Truit^  ^meataira  de Phyaiqne.  d^ddit 
BruxcUes.   8.   a  Tblr.  t)  ggr. 


Pouillet:  Elemcns  de  pLysique  exp^ ri mentale  et  de 
n^t^oroloi 
riostrueti( 
qoe  dans 
8.   %  Thir.  18  g^. 


iiei::  tL.iemcns  uc  uuysique  expe ri mencaie  et  ae 
ogie,  ottvrage  aaoptd  par  le  coBieil  rojal  de 
tion  publique,  poitr  renseignenent  de  la  phjsi- 
ies  ^tahliaaemeDa  de  PuniTergit^  4.lSd.  Brnxelles. 


Becquerel:  Traite  experi  mental  de  IVl  pctricit^  et  du 
mnjrnetisme,  et  de  leurs  iilienomenes  uaturels.  T,  V« 
ä.rartie.   T.Vl.  l.  Partie,    li  1  Ur. 

Muttevcci:  Essai  snr  les  ph^nombnes  dlec^^riqoes  dea 
animaux.  8.  IThlr.  3ggr. 


Dr.  G.  Delffs:  De  conditioue  columnae  voUairae 
electro  -  statica,  Disseriatio  plijsico  -  o^atliematica.  üi* 
liae.   4  ggr. 

.  Pie  CraWaaeplastiliE.  oder  das  Varfabrep  eohäveifte« 
Kupfer  in  Platten  oder  nach  sonst  gegebenen  Pormen) 
nnmittelbar  aus  Kupferauflösju  npren,  auf  galvanischem 

Wege  zn  produciren.  Von  Dr.  M.  H.  Jacobi,  Kaiserl. 
Huss.  Müt  rathe  u.  s.  w.    St.  Petersburg.  18'iO.    8.    1  Thlr. 

Einem  Jeden,  welcher  die  dLirch  Herrn  Hofrath  M.  H.  Jacobi 
gemachte  hucli^^t  wichtige  Erliudung  der  Gui^auupiustik  genau  ken- 
ne»  zu  lernen  wünscht ,  kann  dsr  Herausgeber  diese  Schrift  aus 
voller  Ueberseugung  empfeblso.  8ie  ist  seCr  denüieb  verfasst,  und 
enthält  auch ,  gewissermassen  als  Einleitung  ftir  weniger  mit  der 
Physik  und  Ghemie  bekannte  L«eser,  eine  Darstelinn^  der  Lehre  vom 
Galvanisnms,  welches  der  sehr  tu  wiinscljenden  weitern  und  nllge** 

meioejru  VerbieUnug  deisaiben  gewiss  sehr  fikderück  sejrs  wiDd. 
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Atlas  dos  Krd  mngfnetisiniis  nach   don  Klementen  der 
Theorie  cntwortCn.    Herausgegeben  von  C.      Gauss  und 
,  W.  Weber.   Ltiytie:.  1840.   4.   3  Thir.  8  ggf. 

Dies««  wichtig«  W«ric  «nlliSk  «in«  R«ih«  MgiMtiBeiier  KaffoD, 
dl«  dareb  H«rni  Professor  Wtlli«iai  W«h«r  ood  Herrn  Doctor 
•Goldschmidt  allein  nach  der  von  Gauss  im  dritten  Jahrgang!« 
der  Resultate  des  magnetischen  Vereins  bekannt  gemachten  AUge* 
meinen  Theorie  des  ErdmagDetismiis  entworfea  worden  sind.  Die 
AnzAhi  der  Karten  ist  18. 

Theorie  d«r  Wolken  oder  Nepiieleoloffie  nach  ihrem 
nenesten  Standpunkte  bearbeitet    Ton  Anton  Gnndin- 
ger.   Wien.  1840.   8.    12  ggr. 
Enthält  eine  popnläreDarstellnng  der  belLannten  Theorie  der  Wolken« 

Heber  die  nicht  periodischen  Aenderungen  der  Tem- 
ueruiurvertheilung  aui  der  Oberfläche  der  Erde  iu  dem 
Zeitranaie  Ton  1789  bis  183S.  Bine  in  der  Akademie  der 
'  Wissenschaften  gelesene' Abhan dlung  von  M,  W,  jD^ve^ 
'Mitgliede  der  Akademien  der  Wissenschaften  au  Berlin 
«.s.w.   Berlin  1840.   4.   2  ThIr. 
Wichtig  für  die  Meteorologie. 

Garnier:  Trait^  de  Meteorologie  ou  physique  du 
globe.  ftTols.  8.  4nrblr. 

Peltier:  Meteorologie.  Observation«  «nr  la  forma* 
tlon  des  tronbes.  Paris.  8.  8  Frcs. 

U.  Lecocj:  Elements  de  gdograpUie,  ph^sii^ue  et  de 
meteorologie,  dditlen  beige  par  J.  W.  Schmits,  Braxet- 
l«s.  8,  3thlr.  ISggr. 

Voyage  aiitonr  du  monde  ex^cute  pendant  lesann^es 
]N]()  et  1837  8ur  la  corvette  la  Honife  commandee  par 
Vaiilant   Observatioas  möteorologiques.   8.  OTblr. 

L.  F.  Wartmann:  Mdmoire  «^  1««  dtoile«  filante« 
observees  a  Geneve,  dans  la  nnit  dn  10  au  11  aont  1838. 
Brnxelles.  8.  16ggr, 

Arago's  ünterh  aUu  ngen  aus  dem  Gebiete  der  Natur- 
kunde. 4.  Theil.  Aus  dem  Franz.  von  Dr.  C.  F.  Grieb, 
Stuttgart.  1840.   1  ThIr.  18  ggr. 

« 

üeber  dieBoreehnnng  der  beiWägungen  vorkommendem 

Reductionen.  von  F^afxrfrfh  Schvmacher.  H  a  m  b.  1 838.  4 .  16  g^r« 
Diese  den  wisseuschaltlichen  Theil  des  .lahresberichts  der  m;ithe- 
matiscben  Gesellschaft  zu  Hamburg  für  1837  bis  1K39  bildende  Ab- 
handlung scheint  erst  jetzt  iu  den  liucbbandel  gekumoieu  zu  sein, 
weshalb  wir  hier  anf  dieselbe  wegen  ihres  höchst  lehrreichen  Inhalts 
besonders  anfmerksan  machen.  Alles  was  bei  der  Ausfilhrung 
nauer  Wftgnngen  -dem  Physiker  und  Chemiker  iv  wissen  nöthiff  ist^ 
findet  er  nebst  swölf  Hülfstafeln  zur  Erleichterung  der  ansaufiimii« 
den  Rechnttngen  in  dieser  trefflichen  Ahhandftni^  beisammen* 
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Venntechte  Scbriftai. 


Oenyres  eonpUtes  de  iVL  S.  Abel,  Math^maticien» 

aTac  des  notes  et  d^Teloppcments,  rddig^es  par  ordre 

du  Hoi  par  /f.  Holmhoe^  professenr  de  mathdmatiques  a 
runiversitc  de  Christiania,  efc.  Tome  premier,  contenant 
les  Oeuvres  de  l'auteur  qui  out  ^t^  publikes  auparavaut. 
Tome  second,  contenant  les  oeoTres  de  Tauteur  qui 
n*oiit  p88  ^t^  publikes  auparavaut.  Christiania.  1S!»9. 
4,   16  Thlr«  16  ggr. 

IKewe  Werk  gehört  unstreitig  in  den  wicbtipten  Erzeugniweii 
der  neuem  mathematischen  Literatur,  vnd  alle  Mathematiker  sind 
Seiner  MojpstHt  dem  Rnnig'f!  von  Srliwedpn  tm  dem  wärmsten  Danlie 
verpBichtet,  dass  fc]r  den  Herrn  Fruteasor  Holmboe  zu  Christiania, 
durch  welchen,  was  gewiss  hier  besonders  bemerkt  und  hervor- 
gehoben zu  werden  Terdient,  Abel  zuerst  aut  die  Laufbahn,  die 
er  nachher  mit  so  grossem  Rnhme  yerfolgt  hat,  geführt  worden  lat^ 
in  den  Stand  geeetat  hat,  die  Arbeiten  eines  der  etaten  Matheia 
fiker  der  neuem  Zeit  cn  sammeln.»  und  in  einer  ihren  trefKcken 
Inhalte  völlig  entsprechenden  äussern  Cestalt  der  gelehrten  Welt 
*  vor  Aug-en  zu  Ic^en,  eine  Anfgabf*,  welcher  sieb  Herr  Professor 
Holmboo  mit  einer  Liebe  und  Sorgfalt  entledigt  hat)  die  der 
grössten  und  wärmsten  An  erkenn  unjs;-  wertb  ist. 

Der  erste  Tbeil  enthält,  wie  »ciiuu  der  Titel  benagt*  lauter 
Abbandhingen,  die  schon  früher,  tbeils  in  dem  Crelie^scben 
Journal,  Theil  I  — IF,  tbeilii  in  Nr.  138  and  147  der  Astrono* 
miscben  Nlicbricbten  abgedruckt  worden  sind;  alle  sind  aber 
hier  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  französischer  Sprache  geliefert 
worden ,  wodurch  sieb  derselbe  um  die  grössere  und  allgemeinere 
Verbreitung  dieser  wichtigen  Schriften  ein  wesentlicbes  Verdienst 
erworben  hat.  Ausserdem  sind  in  diesem  ersten  Tbeile  noch  Naeb- 
richten  iiber  Abels  Leben  euthaiten,  die  äicL  iMm.  Theil  auch 
schon  in  Crelle^s  Jonrnal,  Tbdl  lY«  409  finden,  nnd  daher 
hier  als  bekannt  vorausgesetxt  werden  künaen.  Bemerken  wellen 
wir  jedoch,  dass  Herr  Professor  Holmboe  einen  an  diesem  Orte 
sieb  findenden  Irrlhom  jetxt  berichtigt.  A.  a.  0.  wird  nämlicb  der 
25.  August  1802  als  Abels  Geburtstag  angegeben,  welches  aber 
nach  des  Herrn  Professor  Holmboe  Angabe  dahin  zu  berichtigen 
ist,  dass  Abel  vielmehr  am  5.  August  1802  zu  Findöe  in  dar 
Diöcese  Christiansand,  wo  sein  Vater  Sören  Georg  Abel  Predi- 
ger war,  das  Liebt  der  Welt  erblickt  bat 

Der  zweite  Tbeil  enthält,  mit  AnsnalnBie  einiger  wenigen,  die 
früher  in  dem  Magazin  f»r  Naturvidenskaberne  fiur  1823  und 
1825,  in  Det  kongelige  nörske  Videnskaberssclskabs 
Skritter.  Trondhjem.  1827.,  und  in  dem  5ten  und  Osten 
Theile  des  Creileschen  Journals  erschienen  sind,  bis  jetzt  noch 
ungedruckte  Abhandlungen,  weshalb  wir  dessen  Inhalt  hier  voll- 
■  ständig  angeben  welknx 

L  Sor  les  iiajdgiiais  et  «udHUM'  de»  inldgfalts  anx  dilK» 

rences.  ' 
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n.    Sur  les  conditions  ntossaires  pour  que  rint^grale  finic 

d'nue  foiictioQ  de  plusieurs,  variables  f\  *ie  leur  diÜerences  soit 
integrable  etc. 

IIL  De  la  fonction  •  ' 

IV.  Les  fonctions  tfanscendantes  -(^)>  •  •  • 
priate  par  des  integrales  definies. 

V.  Sur  rint^ala  defiaie  /*]^*  (1— ä^)*^*  (^)*~^- 

VI.  Sommation  de  la  sArie  y=y(«)  +  ^(1)  •  SPp) .  ^•-f- . . . 
-4-  y (ff)  .  n  tent  nn  nonbre  entier  positif  fioi  ou  infini  et  ^m) 
nw  fonction  alg^brique  rationelle  de 

VII.  L^n^grale  finie  2ß  ^(af)  exprim^  par  nne  int^aie  d^- 
fittie  simple. 

VIII.  Proprietes  reraarquables  de  la  loiiction  y  =  ^{.v)  de- 
ternin^e  par  I'equation  iy.dy  —  i/a;  l/K«  — iy)  (»i—y)  i«2  — y) 
•  («n — y)t=^)  ^tant  une  fonction  qaelconque  de  y  qui  ne 
derient  pas  sdro  on  infinie  lorsqoe  ysa»  «i,  »s>  •  «F». 

IX.  Sur  nne  propri6t^  remarquable  d'nne  dasse  tr^  dtendiie 
de  fonctions  transcendautes. 

X.  Extension  de  la  throne  pr^c^dentc. 

.     XI.    Sur  la  comparnison  des  fonctions  transcendantes. 

XII.  Sur  les  fonctions  geueratrices  et  leurs  .d^terminantea. 

XIII.  Sur  quelques  integrales  definies. 

XIV.  Theorie  des  transcendantes  elliptiques. 

y»  Pd.v 

pto  des  fonctions  alg^riques. 


RMoetion  de  Pintdgrale  J  -^t^ 

Rdducdon  de  l*int<grale^^_^^^^^- 

ChapÜre  //•  R^duction  de  l'int^grale^^^^  par  des  fonctions  lo- 

gariHiniiqnes. 

Probleme  I.   Exprimer  Tint^grale J  p^^^  

Probleme  II.  Trouver  les  eondttiens  ifi^effsaires  pour  qne 

ac^  ^ /(«»-i>  x^-l  _4-  . . ,  4-  ro:  +  '  ^^^P— ^iXÄ'* 

Probleme  III.    TrouTor  toutes  les  integrales  de  la  forste 
J^^'\/K  penveiit  Itre  expiiades  par  ki  fonctiev 

Probr^me  IV.    Tronrer  toutes  les  integrales  de  In  forme 

J  peuvent  s'exj^rimer  par  la  fonction  lo- 

gantiimifae  A .  log  (^_^^^). 
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€MmpUr0  JIJ,    S«r  une  relation  remarquable  qul  existe  eotre 
'  *    ,  plouem  integrales  de  la  focoie 

y*dx  da:        f  dx 


R^ductioDs  des  transcendaDtes  elliptiques  de  troi- 
sieme  espece  par  rapport  au  parametre.  Methode 
de  trouvcr  une  infinit^  de  fonnules  de  r^duction  pour 
Ics  transcendautes  elliptiques  de  la  troisiemejBüpece. 

XV.  -  Sur  la  r<?soluti<m  aler^briqne  des  equations. 

^.  1.  Determination  de  id  iurme  generale  d'uue  expressiüu  aig^- 
briqee.' 

f.  2.  D^erminatioii  de  l'^aation  la  doidb  ^lev^  a  laqeelle  peat  • 

satisfaire  une  expression  &lgi^briane  donn^ 
3.  Sur  la  forme  de  Texpression  aig^brique  qui  peut  satisfaire* 
a  une  ^quution  irr^ductible  d'un  dp«T<i  doiHjp. 

XVI.  Demonstration  de  quelques  toriiiules  elliptiques. 

XV II.  Methode  g^n^rale  de  trouver  des  tonctions  d'une  seule 
qoantite  variable  lorsqu'une  propri^t^  de  ces  fonctions  est  exprimee 
per  une  ^natton  entre  deux  variables  ind^pendantes. 

XVUL  R^oltttion  de  quelques  probUmes  a  Taide  d'integrales 
d^nies.  '     

1.  La  valeur  de  Texprcssion  y(jF-l-y  -f- — y\/ — 1). 

%^  Les  Dombres  de  Bern ou Iii  exprim^s  par  des  integrales  d^- 
£nies,  d'ou  Pon  a  ensuite  d^uit  Texpreasion  de  i'int^grale 

finie  2(f(a:y 

XIX.  Sur  I  equation  diflfereutielle  dy^=z{p-{-g  y~\'r  y^'jda:  oü 
g  et  r.sont  des  fonctions  de  a:  seul. 

XX.  Sur  i'^uation diffi^rentielle  (y-l-*) dy-\-{p-\-q y-^ry^) dx 
=  0. 

*     XXI«   Determination  d'une  fonction  äu  noyen  d^nne  ^uatton 
qui^ne  contient  qu^une  seule  variable. 
XXli.  Note  sur  la  fonction 

a:'      X*  X** 


XXIII.  Extraits  de  quelque  lettres  de  Tanteur  a  Mr.  Creiie. 

XXIV.  T.ptlre  de  Tauteur  a  Mr.  Lcgcndre. 

XXV.  tlixtraits  de  quelques  lettres  de  Tauteur  a  r^diteur.  No* 

tes  et  developpemeuts  de  Teditcur. 

Für  jetzt  niög^e  diese  Inbaitsanzeige  des  vorliegenden  wiclitigen 
Werks  genügen.  Jedoch  können  wir  nicht  uniliin.  die  folgende 
Stelle  aus  einem  unter  dem  Iti.  Januar  1826  von  Berlin  aus  an  den 
Professor  Holmboe  geschriebenen  Briefe  Abels  hier  auszuheben, 
weil  dieselbe  als  ein  gewiss  sehr  wahres  und  im  höchsten  Grade 
so  beberxigendes  rrtheil  aus  demMnnde  eines  der  ersten  Mathema« 
tiker  der  neuern  Zeit  über  einen  der  wicbtigSlen  Theile  der  Ana« 
lysis  die  irrösste  Brurlifung-  verdient,  rind  es  selir  \of!j  thut,  den- 
seihen  immer  hesser  und  schärfer  m  lierrriinden,  ohgicich  von  meh- 
reren neurrn  Mathematikern  allerdings  schon  manches  Treffliche  in 
dieser  Beziehung  geleistet  worden  ist. 

Ueher  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  lässt  sich  näm- 
lich Abel  auf  folgende  Art  aus: 

2* 
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Let  iMm  4itergeDi«i  Mint  en  giuML  ooelque  ehoM  4m  fcici 
fttel,  «t  c*eit  une  iMwite  i«  iok  «tM  londer  «naiD«  ^ 
aonitration,    On  peut  demMtrer  tont  ce  aa*0D  veut  en  les  em- 

ployant,  et  re  soiit  ellcs  qni  ont  fait  taut  ae  nialheiirs  et  qui  ont 
enfant^  taut  de  paradoxes.  Peut-ou  imagiaer  rien  de  plus  horribie 
qne  de  d^iter 

0  =  1  —  2 '  -4-  3«  —  4*»  etc. 

Oll  n  est  un  nombrc  entier  positif?  Knfiu  mrs  yeux  se  sont  des- 
sill^s  d*une  inaiiiere  frappante,  car  k  Texception  des  ras  !es  plus 
simples,  uar  exeinple  les  s^ries  g^oin^triques ,  ii  ue  i>e  trauve  daas 
fem  ai«lliMMitl<|aes  {iresque  racniie  ilrie  ivfink  4&mt  ■  im  wommm  «1 
d^termin^  d'une  nasi^re  rigouKQse,  c'eat-k-dire, 'la  partie  1a  plus 
esseoHelle  des  mnth^matiqQes  est  sana  fondement.  Poar  la  plus 
grande  partie  les  r^sultats  sont  jusfes,  il  est  irrai,  mais  c'est  la  ane 
chose  bien  ^tran^.  Jf*  m'occupe  ä  en  cbercher  la  raison,  probleme 
tres  interessant.  Je  nc  crois  qur  tu  pourras  mo  proposer  qa^an 
tr^s  petit  nombrc  de  pruJflenifs  tuj  de  theoremes  contenant  des 
s^ries  infioies,  a  ia  d^moDslfatiou  desqueiä.je  ne  pourrais  faire  des 
objectioDs  bien  fond^s.  Fais  oela,  et  je  le  rdpandrai.  Pa«  ntoa 
la  fonaide  bindme  v'est  eneiMre  rigonrenseMeBt  ddnontr^  J^ü 
tronrd  qtt*oii  a 

(1-1-^)«»  =   ^          JC^  +  ... 

ponr  tontes  valears  de  m,  lorsque  x  est  moindre  qoe  fnaitd«  Lors- 
que  .r  est  ^gal  a  + 1 ,  la  mdme  formule  a  Heu ,  mais  seulemeot  si 
m  est  plus  grand  quc  — 1,  et  lorsque  a:  est  ^gal  ä  —  1,  la  formule 
n'a  lieu  que  pour  des  valeurs  positives  de  m.  Pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  .Tet  demla  sdrie  1  +/w  :v etc.  est  divergente. 
Le  tb<^or^oie  de  Taylor,  buse  de  tout  le  calcul  infinitesimal,  u^^t 
pas  nienx  food^  Je  n^ea  ai  troay^  qu^one  seale  d^nonstrattea 
rigonrense,  et  celle  ei  est  de  Mr.  Caucby  daaa  son  Rdsaai^  del 
le^ons  snr  le  calcnl  infiait^slaiai»  ök  U  a  ddaumtrd  ^*ea 
anra 

9(^r*-«)  =  yo?     a  .  jp'jp-t- y  .  ^J?*!- .  • . 

tant  Que  la  serie  est  convcrgente;  Mais  oa  PeBi|ilaie  k  Pardniaifa 
saos  la^on  daus  tous  les  cas. 

La  tbeorie  des  series  infinies  en  gen^ral  est  josqu^a  präsent 
tres  mal  fond^e.  On  applique  aus  series  infinies  toutes  les  Opera- 
tions, comme  si  elles  etaient  finies;  mais  ceia  est-il  biea  permis? 
je  eteis  4|«e  ami*  Oh  est'  il  ddsiontr^  obtlent  la  diffiireatieUe 
d^une  serie  infinie  en  en  preaant  la  diftereatielle  de  chaque  teraie? 
Rien  n'est  plus  £seUe  qne  de  doaaer  des  exemplei  ou  cela  ii'esfc  jiaa 
jusle;  par  ezeaiple 

=  sin    —  i  sin  %jc -i- \ sin  Zje  —  etcj 

fim  diffeientiaat  ea  obHent 

1^  =  cos  ,37  —  cos  2jr  -f-  cos  3.r  —  etc. 

r^sultat  tout  faux,  car  cette  s^rie  est  divergente. 

La  meme  chose  n  lieu  par  rapport  a  la  muItipHcation  et  a  la 
division  des  series  iniiaies.  J'ai  eommenee  a  cxaminer  les  regles 
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a  cet  %ar<l,  et  a  montrer  en  quell  cas  elles  tont  jutw  aoiL 

Ceüa      assez  bien  et  m^intdresse  infiniment. 

Die  Mittheilunrr  dieses  bemerkenswertlien  Urtbeils  Abels  über 
den  Zustand  des  grössten  Tbeils  der  l'lieorie  der  Reihen  is^pschieht 
biex  aus  eiuem  düp|»eUeu  («runde:  eines  Tlieik,  weil  dem  Her* 
ansgelier  diei«8  ArchiTB  nie  mmt  der  Seele  ffeecbrleben  Ut^  uod 
dersellbe  ganz  ähalieiie  AoaieliteB'  echeii  an  mäurereD  seiner  Scbrif- 
teo,  wie  z*  B.  in  der  Torrede  zu  den  Elementen  der  ebenen, 
sphärischen  nnd  8pbäroi4i8chen  Trigonometrie.  Leip* 
zig.  1837.  geäussert  bat;  andern  Tbeils,  weil  nichts  mebr  ats  diese 
Worte  Abels  geeignet  ist,  die  Ansichten  deutlich  zu  bezeiclmen, 
welche  den  Herausecehtr  bei  den  die  Lehre  von  den  Reihen  be- 
treflendeii  Artikeln  dieses  Archivs  in  der  Folge  beständig  leiten  werden. 

Beiträge  zur  reinen  und  augewandten  Mathematik 
vou  J.  A.  urunert.  Zweiter  Theil.  Bruudenburg.  1840. 
4.  3  Thln 

Dieser  Ste  Tkeil  enHiftlt  die  folgenden  AMiandtanven; 

Ueher  eine  Aufgabe  ans  der  Lehre  Tonaden  Kegebehaitten« 

Ueber  die  Bestimmung  der  Brechnngsverhältnisse. 

Analytische  üntersttdinngen  über  die  continnifllclien  Bräche» 

(Erste  Abtheiiung). 

Völlig  elementarer  und  strenger  Beweis  des  Satzes  vom  Paral* 
lelogramme  der  Kräfte  und  des  Gesetzes  des  Bebels. 

'  Bestimmung  der  Pdlli9be,  der  Zeit  nnd  4es  AsimntlM  olme  übr 
bloss  mittelst  eiqes  AzimuthaUTbeodoliten. 

Ceber  die  böhern  Differentiale  der  Kreisfunctionen* 
Nachtrag  zu  der  Abhandlung  über  die  Beschreibung  eines  Ke- 
gelschnitts durch  fünf  gegebene  Punkte,  und  iiber  die  Bere€hnaa{p 
der  Bahnen  der  Doppclsterne.  (Thl.  t.  iS.  109). 

Elementare  Ent^ickeluu^  der  Theorie  des  einfachen  Pendels«  - 
Ueber  das  Prinzip  der  nrtuellen  Oescbwindigkeiteu. 
Ueber  das  Plroblem  Ton  Donwes. 

Bestimmung  der  Polfadbe  dnrch  des  FnBageii-lBitniment 
Ueber  die  Lebre  vom  BlBsebntten« 

Jabres-Beriebt  der  Hambarger  Gesellsebaft  znr  Ver- 
breitvng  mathematischer  Kenntnisse.  Vom  3.  März  183§ 

bis  zum  3.  März  1S40.  4. 

Enthält  als  wissenscbaftlicben  Theil  die  beiden  folgenden  le- 
senswerthen  Aufsätze: 

Aufgabe.  Ein  gegebenes  hohles  Ellipsoid  ist  zum  Theil  mit 
einer  gegebeneu  Masse  Wasser  gefüllt.  Es  soll  die  Gleichung  der 
CurvB  ffefnnden  worden,  in  welcner  die  Horinontalebene  der  Ober* 
fläche  des  Wassers  das  Ellinsoid  bei  jeder  beliebigen  Lage  detselbeB 
acbneidet   Der  Verfasser  bat  sich  nicht  genannt. 

Aufgabe.  Es  wird  eine  Reihe  von  n-^l  Zahlen  cresiirht, 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  sämmtliche  Glieder  der  Reihe,  jedes 
Glied  för  sich,  quadrirt  werden,  jede  beliebige  Summe  der  quadrir- 
ten  Glieder  vom  ersten  Gliede,  inclusive  desselben  angereehnet,  wie- 
der eine  rationale  Quadratzahl  werde.  Von  Herrn  Hauptmann 
Wertbeim. 

M^moires   (nonveaux)    de   TAcademie   rojale  des 

•eieneea  et  bellas-Ieltrei  4«  Brnxellea.  Tome  un 
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fort  YolttBie  in  4*  ay^c  grsTure«  «I  litliograpkits  noiref 
et  eolori^es»  4  Thir. 

Dieser  neueste  Band  ettCliftlt  die  Iblgeaden  Mtfceiaatisclien  nad 

physikuliachen  Abhandlungen: 

Pacr^ni:  Memoire  sur  «juclqucs  transformations  c:<^n^rales. 
(^uetetet:    Sur  lit  longitude  de  rObservatoure  ä  Bruxelles. 

—  Sur  Vetixt  du  ina^uetisnie  terrestre. 

Catalogue  des  priuci|iuleä  a|)puritiaDs  d'etoiles  ülnules. 

—  R^ume  de«  obsemtlons  m^ti^rologiqaes  et  des  okaerr^ 
tioas  aar  les  temp^raturet  de  la  terra,  laites  ea  1838,  k  robier- 
vatoire^de  Bruxelles. 

Crahay:  R^suiad  des  obsenrationa  ladtdaralogiqaes  faitee  a 
Louvati)  pn  1838. 

Mmkclers:  Obsprvutions  inpteorologiqucs. 
Martens:   Memoire  sar.  la  |)iie  galvauique. 

Termieehte  Schriften  von  Friedrich  Theodor  Schn- 
bert.    Neue  Folge.    Brater,  Zweiter  und  Dritter  Band. 
'  Leipaig.   1840.  8.  • 

Dip  Art  und  Weise,  wie  diese  Schriften  eines  verstorbenen  bc- 
riibnit(Mt  iVlatb^mutikers  uud  Astrouomeu  vertusset  sind,  kann  aus 
den  trüber  erscbieiienen  vier  Theilen  derselben  uis  hinrelcheod  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Auch  die  jetzt  erscbieneuen  neuen 
drei  Tbeile  enthalten  in  klarer  und  fliessßuder  Spracbe  geschrieheoe 
populäre  Anfsiltne  über  Gegenstände  der  Astronomie  und  Physik, 
wie  !•  B.  über  die  Koneten;  Uber  das  Planetensysteai;  über  die 
Fixsterne;  über  die  Milc'bstrasse ;  über  die  Nebelflecke,  veränder- 
lidben  Sterne,  neise  Sterne  und  (il«»  Doppelsterno ;  ühor  dp«  Kalen- 
der; über  den  Ü»cbull,  über  die  Hlitzaldeiter  und  uLier  licu  6cliia^ 
Dem  ersten  Tbeile  ist  das  Bildniss  dt  s  V  erfassors  beigegeben. 

Gebildete  Leser  werden  gewiss  auch  aus  diesen  wie  aus  tieu 
früher  erschienenen  Theilen  mannigfaltige  Belehrung  und  Unterhal- 
tung icbüpfen  können.  ' 

Für  Alatheauitiker,  namentlicb  für  Lebrer  an  büLern  Unterrichts» 
anstalten,  dürfte  insbesondere  der  im  dritten  Tbeile  befindliche,  vor- 
her absicbtücb  noch  nicht  nambaft  gemachte  Aufsatz  ,,üeber  den 
Nutzen  der  Mathematik,"  der  uns  manche  gute  und  padae^o- 
giscb  wiciitig-e  Benicrkunü^en  zu  cntliaKcn  scheint,  von  Intercüsc 
seyn.  Zur  Ergötzlicbkeit  unserer  Le^er  iuiiren  wir  aus  diesem  Auf- 
satae  an,  wie  sich  der  berühmte  Joseph  Scaliger,  voll  Neid  nad 
Ingrimm  gegen  den  als  Mathematiker  oesonders  durch  seinen  Com- 
mentar  zu  den  Elementen  des  ^uclides  berühmten  und  Tordienten 
Jesuiten  Clavius,  dem  die  Verbesserung  des  Kalenders  aufgctra- 
gen  war,  nach  welcher  Scaliirern  selbst  gelüstet  hatte,  über  die- 
sen und  in  seinem  uiigezügeltea  Zorn  über  die  Mathematiker  über- 
haupt anslässt.  Seine  eignen  Worte  lauten  folgenderniassen ;  ,,Pu- 
tabum  Clavium  esse  aliuuid:  il  est  conQt  eu  matb^matiques,  sed  nihil 
aliud  seit.  Teuto  est,  bene  .bihit.  Asinns  oui  praeter  Eodidcm  nihil 
seit*.  Cest  nn  gros  ventre  d'Allemand.  Est  Germanns,  un  esprit  Ibnrd 
et  patient;  et  tales  esse  dehent  niatbematici;  praeclarum  ingenium  non 
potest  esse  magnus  matbematicus. "  Schuoert  flippt  p;anz  richtig 
hinzu:  Solehe  Angriffe  verdienen  keine  Widcrlcgungy  sie  be- 
schimpfeD  nur  den»  der  sie  macht.** 
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Literarischer  Bericht*. 

Geschichte  der  Madieinatik. 


In  deo  HallischeD  Jahrbüchern  für  deutsche  Wissenschaft  ddiI 
Kirnst  1841.  Nir.  K7,  ßodet  man  sehr  iesenswerthe  firlouei^uiigeii 
fto  B.  F.  ThiÜäiit  von  A.  Tellkbinpf.  ... 

In  den  Blättern  niis  der  Ccp^enTrnrt  für  uützHclie  Unterhaltung 
mvA  wissenschaftliche  BcIclsrnnLC  von'  Diczniann.  18U.  Kr.  12. 
S.  113.  (indet  m;in  iiiterossanit;  /iige  aus  Arag-o's  Lehen,  hcson- 
tlefä  über  seine  Eriui>iiii>ae  auf  Majurcu  tm  Jahre  1808  hei  («eiegeu- 
heit  seiner  Grodmeiisitog. 

Nclla  solenne  inauffarazione  delis  stotae  di  Galileo,  rimc  degU 

orcadi  dclla  colonia  alrea,  Offerte  in  omapra:»©  as^li  scien^iati  italianl 
oel  lor  ytimo  congre^so  in  Fisu.neli*  oUobre  lS39,  Pisa,«  H, 


Systeni^c,  Lehr*  und  Wörterbücher. 


D.  P.  Hecht:  Llftlirlfttteh  der  Arithm.  und  Gcfoti.  2ttiil 

tSebraucbc  bei  dem  CInterr.  an  den  Bcrgsrh  u Icn.  Erster 
Cursus.  Gemeine  Aritbib.  2te  Auftasre.  Freiber.ir,  1841. 
8.   8  ggr.  •       '  .       .    .  o  . 

Lehrlitteb  der  llAtl^e%atfk  Hn^lPlrysik  für  Staats«  iiii^, 
taadlf  irtbftcItaftUche '  Lebranstalten  und  K mherallsten. 
überhaupt,  von  fJ.  A.  Grunert.'  Ijeipzis^.  1S41.  Erster 
Theil.  Krste  Abtli.  Kleniente  der  theoretiscli  c  u  n  fl  prak- 
tischen Arithmetik.  Zweite  Abtb*  Politische  A^itbaietÄk* 
gr.  8.   a  TUlr.  1  ggr, 

Baad  I.  '3 
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Der  zweite  Theil  wird  in  zwei  A1)Mk  iiung^en  üie  Geometrie  mit 
EiDSchluss  der  Stereometrie,  die  ebene  1  rigouometrie  und  die  Geo« 
däsie,  der  dritte  ebenliilis  in  zwei  Atheilungen  die  Physik,  insbe- 
•ondere  aneh  die  Meteorologie  eotbalten, 


Lettens  de  mth^matiqnes«  Per  TAbb^  Bördle«  Peris.  8. 

Cours  de  math^matiques  puree.  ParN.  Didiez.  Paris.  4. 10  Fr, 

I^e^ons  ^lementaires  de  matbimutiques,  compreDant  aritbm^tique,. 
algebre,  g^om^trie,  trigonomebrie,  Itatique.  ParPoirrier.  ^VoLS. 


EI^m^ilM  i»  «ilh&Katiqeeff     dir  CMRf gmMe.  rar  C  o  i  d  c  e. 


Cours  d'aritliMu'tiquc,  de  g^omefrte  et  de  trigODometrie,  a  Pusag^c 
des  BOUS  -  oiüciers  du  eorps  rojal  de  l'artillerie*   12.   Paris.   4  Fr. 

Conn  de  math^metigues,  Ii  Tiuaffe  de  ringenienr  civil«  Per 
Adh^mar  (Application  tt  geOmdtrte  aeecriptive*  Onftres).  8.  15  Fr, 

■  • 

Corso  di  jUatenatica.  Di  Picavdi.  Napoli,  1839»  8. 


Dizioniirio  delle  scicnzc  niatpniaticlic*  pure  ed  a[t[ilirate,  com- 
pilato  da  una  sorieta  di  aiitirlii  .illit'vi  della  scuoIh  polittM  iiica  di 
Parigi,  sotto  la  difexiuue  di  A.  de  Montferrier.  P/iuta  ver- 
aione  italiana  con  nuveroae  aggiuole  e  corre^ioni  del  4o.ttQr  Gin> 
•eppe  Gasbarrl  e  di  Giuseppe  Pran^ois.  Firens«.  mO.  8«. 


Arithmetik. 


A.  Kitmmer:  Drie  Zahlenrecbaiing"iQ'  Beispleleo*  vnd 
Aufgaben.  Für  Bürger*  und  ToUcsscbuIen  bearbeitet 
2teAufl.   Presden.  }840.   8.   16  ggr. 

Eine  recht  sehr  zu  empfehlende,  äusserst  reichhaltige  Sammlung 
arithmetischer  Aufirahen  bis  zu  den  Proportionsrecbnungon,  die  sich 
fast  immer,  aui'  eine  sebr  zweckmässige  Weise  an  naturwissen» 
schaftlicbc,  historische,  geograpliische ,  statistische,  tecbniscbe  und 
andere  ähnliche  Gegenstände  anschliessen ,  weshalb  wir  auf  diese 

fewtss  recht  sehr  beacbtungswertbe  Sammlung  alle  Barger-  nnd 
olksschiilep , .  sp  ^  wie  aocb  die  Gymnasien  f um  Gebrauch  in  den 
untern  Klassen  besouiders  aufmerksam  machen.  Die  Resultate  sind, 
was  auch  zweckmässig  ist,  von  den  Aufgaben  abgesondert  and  kün* 
nen  in  ein  besonderes  Heft  gebnnden  werden. 

Anweisung  zurBerechnunp^  einer  Zahl,  in  Zeit  von 
eiuer  Stunde  bis  auf  20  Ziffern,  als  Quadrat  oder  als 
Quadratwurae!»  als  Cubustodoi  »Is  Cabikwnrs«!»  sowohl 
in  Decimal*  als  Dnodeoimalsableii»  nebst  anderweitigen 
Vergleicbungen  nnd  Beispielen.  Von  Dr.  J.  flb  Bühr.  Bi 
im  4.  lOggr. 
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Mao  sto&be  sich  nicht  &d  tlea  etwas  pruDkenden  Titel.  Die 
kleine  S^titfift  verdkat  wahl  geleiea  la  wmen. 

Onestions  in  Arifhmetlc,  comprisinsr  Exnmplrs  in  all  the  Rules 
of  tliat  S«jieDce,  witli  an  Appnulix,  contaiDino;  Problems  iu  tliose 
branches  of  Mechanics  Ltnti  Hjtlrostatics  wliirli  are  required  for  tlie 
ordiuar^  B.  A.  Degree.  By  Jaiueä  Uurriä.  CaiuLridge.  1840. 
19.  8  s.  6  d. 

HotsoTi's  Prinriples  of  Ari^limctic,  cootaining  n  variofy  of 

.examples  for  Practice.  8ecoDd  ediüoa.   12»  4  8,   Camb.  1840. 

»    ■    '  • 

H  ind's  PriB<ipl6B  andPraetiee  of ArfHmetie,  eoDjnrimDg  die  Natore 
andUtcraf  Logaridittsatc.  Third  adition.  IS.  4s.  6  d.  Canb.  1$40. 

W!iite*s  prartifal  Svstem  of  menlal  Arithmctic;  or  a  New  Me- 
thod  of  makiDfj^  caleulationfi  bj  the  Action  of  a  Tbought.  3d  Edit, 
12.    3  8.  6  d.  iiuuiid. 

'»•->. 

A  Manual  of  Logarithms  aod  Practical  Mathematics  by  Janaa 
TroUajr.  fidinitnrgb.  1840.  12^  4  a.  6  d.  half-boand. 

Trattate  elementare  di  Aritmetica.  Edizione  seconda  messa  in 
un  Duovo  ordine  ad  uso  degli  allievi  de*  fratelli  delle  acuok  ^tU 
atiane.  Torino,  1840.  12. 

M.  RüMmann:  L  o  cfari  Mi  misch- triff  o  n  o  metri  sehe  und 
andere  nützliche  Tafeln.  Zunächst  für  Schüler  p^ewerb- 
licher  Bildungsanstalten,  so  wie  für  praktische  Rech n er 
überhaupt.  2te  Stereotyp- Ausgabe.  Dresden  u.  Leipzig. 
1840.   12.  12  ggr. 

Alle  LoQ^hrittinien  auf  6  Dacimalett;  die  Logarithmen  der  Zahlen 
bis  10080;  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  fJnien  für  die 
Winkel  von  Minute  zu  Minute;  überall  mit  Beiff?2;ung  der  Diflferen- 
zen.  Natürliche  trigon.  Linien  von  10  zu  10  Minuten.  Länge  der 
Kreisbogen.  Tafeln  für  das  Uuhenmesseu  mit  dein  Barometer  voa 
Gauss.  Specifiscbe  Clewichte.  Trigonometriscbe  Fonaeln.  —  Guttut 
Druck  Ina  wabifeilfer  Preis  ^m|ifeblen  dieses  kleiae  Bacb  au  dem 
beabsicbtigttea  Zwecke. ' . 

Tablcs  (if  tlie  Loj^arithms  of  numbers,  and  of  Sincs,  Tanorents 
nnd  hecantSj  to  six  Flaces  of  Decimals.  By  Ldwurd  Kid  die. 
9,  2  8.  0  d.  doth. 

Memoire  relatif  a  la  th^rie  des  fioiabres.  Lei  rdcipioqiM.  Par 
Brenn  eck  e,  Paris.  4. 

WbewelTa  daeteine  of  IJaiks,  witb  ita  applications,  namelj, 
tbe  first  tbree  sections  of  Newton,  eonic  sections,  tbe  diffisraalial 
calcnlas.  Camk  184L  9  s.  . 

J.  A.  Arndt:  lieispiele  und  Aufg^aben  aus  allen  Theilea  dar 
Arithmetik  und  Algebra.    F^eipzin;-.  1840.    8.    1  Thlr.  6  ggr. 

Eui  für  Lehrer  der  Maiiit^maLik  aa  Gjmnaäieu  etc.  recht  sehr 
an  6Bp6ditondes  Bncb«. 

3» 
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E.  Reis:  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus 
dar  all ireiiieiDon  Arithmetik  usd^Algebra^  2t«  And.  Kdlik 
1840.  €  1  Thlr. 

« 

Diese  Sanmlnng  erstreckt  eich  ungefähr  über' dcuselbeii  Kreit 
wie  Meier  flirsch. 

A.  Hart  ro  (ff:  liphrhiich  der  in  den  f^rmnasial-Ünter- 
richt  gehörenden  ailgemeinou  Arithmetik.  Leipzig.  1840. 
8.   21  ggr. 

Die  den  einzrlnon  Abscbnitlcii  l)rin:efiigtcn  Uebungsl>^is|)iple 
und  auch  die  &;;tnze  Heliandlung  euiptV^liUn  dieses  Huch.  fViicr  die 
CoDvergpnz  der  Ueilien  komoit  indc^äis  nichts  aur  eiuigermasseo 
Geougeudes  vor.  und  Beiuerkungeu,  wie  z,  B.  die  auf  8.  20d:  ..Cm 
},eioige  der  obigen  Blnomielfonnen  sor  aoeähernden  Bereehnung 
,,irgeDd  eines  bestisiaiteti  ZahieaweiiÜies  iv  gisbeaschen,''ttii9sen  die 
»yR^i'^^  convergetit  sein,  d.  L»  die  aaobfolgenden  Glieder 
immer  kleiner  und  kleiner  werden,"  wären  lieber  ganz  zS 
unierdrücken  gewesen,  da  z.  H.  die  Reihe  1,  |,  J,  -J-, . . . deren 
Glieder  auch  immer  kleiner  und  kleiner  werden,  bekanntiicii  keine 
convergirende,  sondern  vielmehr  eine  divergireude  Reibe  ist. 

P.  J.  B.  Finck  fProf.  eu  Strassburg):  Systett  der  nie* 
dern  und  höhern  Aigcbr  a  für  boliere  p ol  vteehnischeLebr« 
anatalten.  Leipsig.  1841.  8.  2  Thir.  ^ 

Ein  sehr  gutes  Buch,  das  manche  auf  eigenthüe^ltfhe  Weite 
dargestellte  Lehren  enthält.    Ob  dasselbe  eiee  Uebersetyniig  aus 

dem  Französischen  ist,  ist  nicht  gcsap^t;  es  scheint  aber  so,  insbe- 
sondere wenn  man  eiui<rc  Noten,  namentlich  die  auf  S.  245  vor- 
kommende  am  Ende,  berücksichtis't.  Jedenfalls  war  das  Buch  einer 
Uehersetzung  wertb.  Eine  SSammiunff  zweckmässiger  Uebung^auf* 
gaben  ist  auch  beigegeben,  auf  S.  465 — ^^474. 

Mayer  vi  Chonuet:  Traitd  ^Umeataire  d'algehre.  3me  4L 
Paria.  1&40.  8.  7  Fr.  50  e. 

■ 

Wood's  Elements  of  Algebra.  ElevenlU  cdition,  with  Notes, 
additional  Propositiouü  and  Exautples  hy  Lund.  Camb,  J841.  8. 
12  8.  6  d. 

Hiad's  Itarodttction  io  t|ie  Elements  of  Algehra»  .beiag  a  8e* 
^'ttel  tö  ihe  Principies  and  Praclice  of  Arithmetic.  Cäfah«  1840.  12^  s. 

Tbe  Elements  uf  Algebra,  designed  for  the  use  of  Scbools. 
.  By  J.  U.  Coienso.   U  Ed.   London.  184a   1^   7  ^.  clotW 

Elements  of  Algebra.  By  Robert  Waliace.  New  edition. 
Lendon.  1840.  8.  2  s.  6  d.  doth« 

*•  ■ 

Hai  Ts  (Rev.  J.  G.)  Elements  of  Algebra,  for  Sehools  aad  Col> 
leges.  Land.  1840.  8.  0  a.  6  d. 

Elemenfs  ot  Algebra,  to  tbe  eod  of  simple  equatioas,  for  dbo 
ose  of  Uafi-ow  schooi.  .1840.    12.   3  s .  6  d.  t  .  > 
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WriRbt's  SippleAeftt  to  EkneBtarj  Algebra.  1840.  12.  sew- 
cd.   S  i.  1  d. 

A.  TRn  Bemmelen:  Lessen  over  de  Algebra  of  Stelkuost, 
t^n  gebruike  der  Latijnacke  ^«kalen  «o  QymutMm»  AnaterdMi* 

1840.  8.  m  '  ^ 

r 

Paftlso^»  DU  Gl€icli«Bff»ii  daa  drittes  Crr«dea-  mit 
ainjer  Uiilbeiiav&ten"»  matfcadTscli  ttbffeh.avdeit.  Praaslao. 

1841.  4.  (Programm  da«  Qjnniaaiiinia  tu  Prenztaii  voB  Oatem  1841 
Ton  dan  Direclor  daa  Gyniwriuma,  Hisrrn  PaaJaow). 

M.  A.  Stern.*  Heber  «lie  Auflösunir  der  transcendenten 
Gleicbuogea.  Bine  von  der  k.  Daiiiscben  Gesellsebaft 
dar  WlMenachaftaii  rekrönte  Preiaftchrift  (Baaondani 
abgedr.  aus  Crelle^a  Joursmi  ffir  die  Mutkeai.  Bd.  XXIL) 

»er Ho.  1811.  4.   16  ggr. 

Scbon  tlor  l'mstand ,  (Iiis"*  <Hp';(»r  Sobriff  von  der  K.  Däniscben 
GeseUscIiaft  der  Wissenschatten  der  IVlms  zuerkannt  worden. itt, 
fipricbt  binreicheod  lür  dtc  Wicbligkeu  der  darin  eutbaUeneu  Un- 
tersucbuDg«D.  - 

Hymers's  Treatiae  pn  tbe  Tbenrv  of  alirebniicttl  BoMitioiia. 
Seeond  cdltiMi.  Caslk  im  8.  9  a.  4  d. 

Solle  c(|uazinni  di  terzo  p  quarfo  Gfrado,  memoria  di  Vittorio 
de  la  C^Uäu.    Ad  Uäu  dci  geouietri  prMicipianti.    Padovi^.  1840.  '4. 

Naove  rieareha  aull»  riaolaxioii«  fifasemla  dalle  a^nasioni  alga- 
brieha  del  p.  Girolttto  Bailano  cjirmelitaoo  acnbo  profeeaore 
41  iaa>e«atica  oalJa  ngi»  ualferaitk  di  Ganova.  Geiiova.  1840»  4* 

Süi  Problemi  di  Anaiisi  indeterminata ;  osscrvazioui  anuüticha 
deir  abate  G.  A.  Lougoni.    !^lonza.  1840.  4. 

Die  Varaatmo^aD  mit  Wiedarlialungen  sa  bestimm« 
taa 8aviaie n  aus  einer  oder  mebreren  beliebig  bescbränk* 

ten  Elementeu-Reihen  nebst  ibrer  Anw«* iidung  auf  Ana* 
lysis  und  Wahrscbeiuliciikcits-Recbnung  von  L.  Oattin- 
ger.   Freiburg.  1840.    1§  ggr.' 

P9r  die  weitere  Aoabifdaag  der  coBMoatariacbea  Aaalyait  nod 
fär  die  Wabreeheialichkeitarecboimg  wicbtig. 

Dob&on's  Illuatratioii  of  tbe  Biauuital  Theorem.  Caabridge, 
1840.  4.    1  8.  d  d. 

Die  Haaptaütse  der  Differe^aialreehnang  aaek  einer 
aeuan,  elementaren  Metbode  dartfeateltt  von  J.  W.  Schei* 
bert.   Berlin.  1840.  8.    10  ggr. 

Da  der  Vf.  die  cjTosscn  Fortschritlr,  wrlche  in  ncHfsfrr  7ieit  vor- 
züglich durch  Caucuy  und  Audero  in  liczuc;  auf  die  schärfere  ßegrun- 
duöfif  derDifferenzialrechnune;'  £rem;icliL  wonJcusind,  ganzignorirt,  ins- 
besondere auf  die  liediuguogeu  der  Cuu^ergeuz  uud  Divergenz  der 
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EeUien  sncii  iidil  4ie  mdkete  Rnekfickt  BiHknit,  so  k«««  dieses 
Bach  aof  einen  wiMoiseliaftliclieD  Werth  keinen  Antprvch  nM» 
eben.   Aach  wiMen  wir  Diclit^  worin  die  neae  elementare  He>  * 
,thode,  von  der  auf  dem  Titel  die  Rede  ist,  bestehen  soli,  4a  von 

der  Entwickeliing  einer  Function  in  eino  Hoilie  Dach  der  so  iinore. 
Dauen  und  einer  t  uzahl  vcin  Zweifeln  unterliegenden  Methode  der 
unbestimmten  CoefiicieDti  n  aiisuri^aiiLren  wird,  und  dir  in  §1.  ge- 

£ ebene  KrklärüDg  des  iiiilereutiüU  im  \V  ebetiliiciieu  guuz  uiit  deut 
ia^raii|reV:hen  Begriffe  oder  vielmellr  4ein«' mokhe«  Lacroiis  ii 
Miftem  liekaBDiea  gr^aaere«  Werke  gebrsiiokt»  aiiaaMieiifillli. 

Le^oDS  de  calcnl  diff^rentiel  et  de  calcul  int^ffral, 
rediiTf^cs  d^aprcs  ies  m^thodes  et  les  ouvrages  publies  oq 
int-d  i  ts  de  M.  A.  L.  Cttuchy.  Po r  M.  TAbbe  M o  i  ir n  a,  Toae  1« 
Caicui  dift^rentiel.   Paris  18 iO.    8.   2  Tbii.  2U  ggr. 

Wir  halten  dieses  Werk,  des&eu  Zweck  durch  seiueu  Titel  Lio- 
leiebend  beieichnet  wird,  für  eine  aehr  .wiehlige  nn4.8ehr  i«  beach- 
tende Erscbeinee^  auf  dem  Gelnete  der  Utataitwr  der  hebern  Ana* 
lysis,  weil  man  die  neuen  wichtigen  Ontersuchungen  Caucby's,  vor- 
züglich über  die  schärfere  Begründuag  der  höheren  Anaijais  und 
iliror  Anweudung  auf  die  Gronietrie  im  Allgemeinen,  über  die  Con- 
vergeuz  und  Divergenz  der  Reihen,  über  dt  n  Rest  der  Taylur^schen 
und  MaclaurinWhen  Reihe,  über  die  Convornrenz  der  Lagrange'scbea 


net  beiaamnen  findet,  ala  in  dieaem  Werke,  und  empfehlen  daaaelbe 
daher  einem  Jeden  aus  vollster  Ueberzeugung^  .wer  aicb  ftber  dieae 
neuen  wichtigen  Fortschritte  der  Wiaaenaehaic  möglichst  voHatindig 
zu  belehren  wünsclif.  Freilich  aber  erfordert  das  Studium,  wenn 
man  noch  uiclit  an  diese  Betrachtungsweisen  gewöhnt  ist^  sondern 
sich  früher  immer  nn  Luf^range  und  Lacroiz  gehalten  iiat,  Zeit, 
Ausdauer,  Anstrcuguxig  uud  Muhe,  und  mit  der  Methode  der  unbe- 
stimmten CoefQcienten ,  wie  z.  R.  iu  der  vorigeu  ^Schritt,  kommt 
man  freilich  *  lulraer  W9f.  Wie  onhc^oheDhar  groaa  ahw  der 
Vortheil  und  der  Nutzen  ist,  welchen  daa  aergfaitige  Studium  etoes 
Werkes,  wie  z.  B«  daa  des  llerrn  Moigno,  gewährt,  und  wie  gross 
die  Klnrlieit  ist.  zu  welcher  man  bei  gehöriger  Ausdauer  endlich 
gelangt,  wird  ein  Jeder  an  sich  selbst  bestätigt  finden,  wenn  er 
Dor  mit  Motu  und  liraft  an's  Werk  geht  und  nicht  ermÜHdet' 

■  _  B 

Principea  de  I^Analyae  infinit^iauile.  Per  Finck.  1  Fr.  50  c 

Cournot:  Traite  dUmentaire  de  la  th^orie  des  fonctioon  et  da 
calcul  inilnit^aimal.  %  Vola.  Paria.  1S40.  &  16  Fr. 

Leziotii  di  iutruduziuue  al  calcolo  sublime  di  Gasuare  Mai* 
nardi.  Pact.  I.  U.  Pavia.  im 

« 

C.  JUrgeoaen:  Differential  Ott  lotegral-Reffnine*  Copenhagen. 
1840.  8.  ,  . 

Memoire  sur  les  integrales  d^fioies  Eulerienues,  et  sur  leur 
applicatiou  a  la  theorie  des  suites,  ainsi  qu'a  T^i^aliv^lioa  des 
fonct^ofis  de  grands  nambrcs.   Par  Bin  et   Paris.  .4t 
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K.  \V.  f/ooff:  Lehrbuch  der  (icomotrie  für  Gymnasien 
uud  ijöhere  Kurtferschulen.  2r  Cun^us.  Stereometrie  und 
(ebeoe  u.  s(ili8risciie)  TrigoBometri e.  Berlin.  1^0.  8.  $  ggr. 

■         .  «  Ii 

Hnl^erdt:  Lehrbneli  der  ebenoii  GeovieftrI«' nebftt 

vielen  Aufgaben  für  Gymnasien  und  höb«r€  Bärg€r« 
Militairscbulen.   Berlin.  1841,   S,    1  Tblr. 

Besondert  ^reb  4ie  fecbt  «wtckmiisigei»  Aufgaben  enpfidi- 
langiorectlu 

Lehrbuch  der  Geometrie  von  K.  Snell.  Leipzig.  1841. 
8.    1  Tbir.  4  go  r.    •  - 

Wir  k^DDen  den  Geist,  in  welcbem  dieses  Werkeben  geadbrie- 
h^)k  htty  ra  der  Kürze  nicht  besser  charakterisiren,  itls  wenn  wir  ea. 
der  bekannten  Weise,  in  welcher  B.  F.  Tb ibaut  die  Elemente  der 
Mathematik  liarzustellen  pflegte,  an  die  Seife  stellen.  Dass  der  Vf. 
diese  Methode  tur  die  einzig  walire  und  richfig*e  hält,  wolli  ri  w  ir 
ihm  nicht  verargen,  ohj^leich  unsere  siihjective  UeberzeuLuiig  i'ine 
^öjlig  verschiedene  ist,  und  em(jt'ehLcu  auch  das  Buch  aiien  denen, 
welchen,  der  Weg  des  Euclides  nicht  zusagt,  recht  sebr,  da 
es*  In  seiner  Art  gut  geschrieben  ist.  Gewandert  haben  wir  uns 
übrigens  ungemein, 'dass  auf  einer  aäehsiBcben  gelehrten  Schule  (der 
Fert.  ist  J^ehrer  der  Mathematik  an  der  Kreuzschule  zu  J>resden), 
auf  denen  ja  immer  das  Studium  der  Alten  mit  Recht  für  die  Grund- 
lacre  jeder  streng-  wisseuscbaftlicheii  Bildung  (jreü:olten  liat,  und  auch 
die  Wisseuächaften  in  deren  strengem  uud  sicheren  Geiste  behandelt 
und  yorgetragen  worilen  sind,  die  Geometrie  in  einer  von  demseU 
ben  80  sehr  abweichenden  Weise  gelehrt  wird.  Wir  müssen  »ffen 
bekennen«  dase  wir  dies  auf  einer  gelehrten  Schule  (auf  einer* 
||ei|l^,  Gewerb«  oder  hfiheren  Bürgerschule  wfirde  sich  die  Sache 
anders  gestalten)  nach  unserer  Ceberzeugung  für  keinen  Pait« 
schritt  des  matbematisrhen  Unterrichts  halten,  Inssen  indess  gern 
dem  Vf.  seine  üeberzeuarung.  Ehen  so  sehr  aber,  wie  wir  dies  zu 
thun  geneigt  sind,  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  Vf.  in  der  \  orrede 
sich  etwas  milder  über  die  Auiiänger  der  euciidischco  Methode  aus- 
gesprochen  hätte,  iliäeni  er  iu  nur  hätte  bedenken  sollen,  dasss^B« 
in  England  letatere  Methode  in  ihrer  strengsten  Form  gaaa  allgwein- 
vad  ohne  alle  Ausnahme  für  die  allein  richtige  und  wahre  gehalten  wird 
und  auch  in  Deutschland  sehr  gewichtige  Nnmcn  unter  ihre  Anhänger 
zählt.  Kin  Mittelweg  scheint  uns  jedoch  auch  hier  der  hesfe  tu  ^p\vt  und 
hat  sich  uns  durch  lancrjahrio-e  nnd  juif  sehr  versc]nedcnartis:cn  Lehran- 
stalten gemachte  KrfahrunjTen  tür  die  Belchung  d«  s  mathematischen 
LuterrichU  uud  tür  die  —  was  wir  hier  ausdrüclilic.h  bemerken  — 
allgeneiif «  Anregung  alier  nur  einigermassen  befähigten  Schüler 
SU'  mathlNnatiscbea  BescbKltigungen  am  zweckmüsstgsten  erwiesen»» 
wonit  auch  sehr  viele  andere  eitahreue  Lehrer  übereinstimmen.  Der 
von  dem  Vf.  in  der  Vorrede  angeregte  Erfolg,  den  Thi baut  dnrclÜ 
»eine  VorlpRunsren  bewirkte  (wir  p-cliörten  im  Jahre  1817  selbst  zu 
seinen  i^bülerajt«  war  allerdings  in  gewisser  Rücksieht  em 
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lelkr  groner.  Dertelbe  IresUod  aber,  wie  wir  fflauben,  Yorsoglicb 
in  der  Erweekung  des  InteveiM  und  der  Liebe  für  die  elenentiires 

Leliron  der  Mathematik  (wir  sprechen  hier  bloss  von  einem  elcmen- 
tureu  Ge^f  iistarHle ,  nnd  fassen  daiier  mich  nur  die  dahin  einst  liki- 
genden  Vorlesungen  Tlubant^s  in*s  Aug-e)  bei  schon  in  den  Jah- 
ren z  i  e Uli  ich  rge rück ten  j  u n gen  Maoueru,  vurzüglich  Xbe> 
elogen , . Jufiflieii  u,  s.  w.^  dio  grÖMtsBlbetls  ahse  alle  rtr^nge  mä- 
thenatiselie  Vorbildung  auf  die  Xlniveraitit  lumea,  darch  elaealler» 
dings  Iiöchst  ansprechende  und  in  jeder  Beziebong  wahrhaft  kanst* 
reiche  Dareteilaiig.  Auf  einer  gelehrten  Sehole  aber,  wo  die  ■ 
Geistes^vrnnasfik,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  der  einziehe  Zweck  ist, 
welchen  der  mathcmritisrltn  Unterricht  zu  eireichcii  suchen  und  im- 
mer vor  iAn^-cn  lialten  inus^4,  möchte  nach  uosprer  unin;ia:3Sp:;HMichen 
Meiuuug  die  iSache  doch  eiue  etwu»  uudere  Geätalt  uuuehmeo. 

Cabiers  de  gdoro^trie  ^Icmentaire,  pour  servir  de  conplteent 
au Trait4  de  Legeadre.   Par  Jules  Plaache.  Paria.  8* 

Geometrie  ^I^mentaire  basee  sur  la  th^orie  dei»  infinimeat  pe« 
tits.   Par  Finck.   2e  ^dit.  in  8.   5  Fr. 

Geometria  ad  nso  delle  scuele  della  R.  Militare  Accademia  dl 
Sebaitiano  VasBalli,  £diaioDe  seconda,  Torino.  1840.  8. 

EucHd's  Elements,  Books  I.  to  VI.,  XI.,  XI!.  W  Simsen.  New 
edition  by  Majnard.  18.  hound  ü  s. ^  8.  huuod  C  2>.  Ü  d.  Lon- 
don 1839  et  1841. 

The  same,  in  the  sjiabolieal  form,  by  Biakelock*   18.  boaod 
6  B.  ^  d.  Lond.  1840. 

The  Elemente  of  Eueiid,  viz  the  First  Six  Books,  togetber  witb 
tbe  Bleventh  and  Twelfth.  By  Williom  Rutberford.  London. 
1840.  6  8.  boBod. 

F.  Märkerr  Theorie  der  ParallellinieD.  MeiiiiDgee. 

1839.    8.    3  ü^irr. 

Diese  Herrn  Prof.  Krics  in  Gotha  zur  Feier  seines  fünfzigjäh- 
rigen Oienstjubiläums  gewidmete  Schrift  wird  hier  angezeigt,  weil 
sijB  jetzt  erst  in  den  Buehhandel  gekommen  zu  sein  scheint.  UebrI* 
geaa  bemerken  wir,  daea  eine  BenrHieihing  von  Tbeorieen  der 
PlaialleHinien  In  dieae«  literariachen  Berichte  in  der  Regel  mM 
gegeben  werden  wird,  weil  dazu  eine  dessen  Zweck  nicht  entspre* 
itfiende  tu  aehr  in'a  Detail  gehende  Kritik  erforderlich  aein  würde. 

Essai  &ur  la  tbeorie  des  parall^lea.   Par  Hauy.   Paris.  8. 

'Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geometrie  von  C»  T.  Anger.  Zweites  Heft.  (An- 
wendungen der  Theorie  der  Aebniichkeitspunkto  auf 
die  merkwürdigen  Punkte  im  Dreiecke  und  die  Apol- 
lonischen Berührunpfs- Aufirabeu.  Fortsetzung  der  all- 
gemeinen Betrachtungen).    Danzig.  1841.    4.    12  ggi*. 

^Vir  ireuea  uns,  schon  jetzt  die  Fortsetzung  dieser  sehr  ver* 

dienstlichen  Beiträge  zur  neueren  Geonelvie  •nnseigen  sn  ktfnnent 
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Qaftdratnre  du  cercle  et  antres  d^convcrtes^  par  H.  le  Geaj. 

huiutioD  g^oinetrique  el  rigoureuse  du  probieme  de  lu  quadra- 
tttitt  du  cercle,  rdtohie'  au  mojeB  de  hi  g^ondbrie  dldmentaife, 
Paris.  8. 

Saggio  dt  rieercbe  sull.i  PoligoDometria  aoalit^ca,  di  Pietro 
Calle  gar  i.  Imola.  1839.  H. 

Hvmcrs's  Treatise  oo  conic  sections  niid  lUa  üj>[>lication  of 
Algebra  tu  Geometry.    Secund  editioo.    C.'umb.  1840.    8.   7  s.  6  d. 

^nadratnra  dell*  Iperbola'  e  retUficaeiooe  della  Parabola,  otte- 
nnte  con  metzi  elementari  e  con  formule  flnite,  memoria  lettti  all* 
»teDCo  di  Venezia  dal  dottore  t^ietro  JUagrini.  Veneaia.  1840.  8* 

Proprieia  principuli  di  aicune  curve  tra^cendenti ^  esposte  da 
Teofrustu  Cerchi.   Milano.  1840. 

Canrt  a^quattro^ceotri,  ossia  orali,  eostntite  per  prebi  di  eei*^ 
chio;  meooria  dell  dott.  Loreozo  Tabaeelii,  Padove.  184l.  -  8. 

Trait^  de  la  coape  despierres,  Par  Adbdniar.  2e  ddit.  Paris.  8* 

Traite  des  ombres.  Par  Adb^mar.  Parts.   8.  30  Fr. 

B.  *Simonis:  Anplicatioo  de  lu  gdometrie  descripttve  ou  traiU 
des  ombres.  Gand.  1840.  4.  ,  ' 

H.  Strootman:  Beginselen  der  besclirijvende  Meetkonst,  be* 
vattende  de  Iccrwijze  der  projectien,  de  oplossing^  van  werkstukkpn 
betrekkelijk  de  regte  lijo,  het  platte  vlak  en  den  bol,  lienevcns 
eeoe  körte  verhandeliog  over  de  perspectief  eo  de  scbuduweo.  Te 
Breda.  1840.  8. 

ti.  S.'  Kellner:'  Den  beskiiTende  (deseriptite)  GeometrieB  an* 
vendlle  Deel»  8die  Hefte.  Copeobageii.  i840«  8.  ' 


Geometrie. 


LcgoDs  primaires  d'agromöthe  ou  dWpeatage.  Par  G*  Gilliat 
Damitte.   2e  ödit. 

Cours  de  topographie  et  de  ff^oddsie  do  corps  royal  d^dtat-ma« 
Jor*  Par  Salneuve.  8.  8Pr.aQe. 

^  Journal  spdeial  des  ffdoBbtieB»arpe»t«nri»'  redigd  par  Bolssibr^ 
1^  Prix  annuel  12  Fr. 
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Bar^iiie-|JUOtQiii€!tre,  ou  Systeme  luelriaue  ttppüquc  a  lou^eä  äur- 

faces  et  k  Ions  solides,  depuis  na  eentioMre  jusqu^a  10  mitres. 
Psr  Faatras.  VendAme.  ^  ^ 

t  .  <  ■  # 

G^omdtrie  en  aetioo»  on  Eldsients  de  g^onetrie  appliqu^e  ass 
artsi  Pur  fi  arr^,  12.  Anders. 

Ergebnisse  der  trigo&ometrl s cljen  VermasitiiBgen  ia 
der  Schweiz.    Nach  Befelil  der  Hohen  Ta^fsatzung  ans 

den  Profoct»I]cn  der  eidgcnüssisclien  l^rian  prulirung 
bearbeitet  und  It  c  r  ii  u  s  e  g  e  h  e  n  von  J .  E  b  c  Ii  m  a  u  n  ,  ()  b  e  r  - 
lieiitenant  im  eidgenosMischi^a  Oberstquartiermeister* 
Stab.    Zürich  1840.   4.   4  Thlr. 

Dieses  für  die  Geographie  der  Scliweiz  wichtige  Werk,  euthält 
die  Resultate  der  tri^ouüuietrischen  Messuugeu,  welche  in  den  letz-- 
ten-  dreisiiig  Jahren  lo  -der  S^weis  aogestelll  wordan.siod.  Zuerst 
wird  eine  geschichtliche  Ueberaicbt  der  a&msitlicheB  io  desi  ge- 
naantea  Zeiträume  in  der  Schweiz  angestellten  trigonometrisclien  Ver- 
messungen gegeben,  au^  welcher  sich  ergiebt,  dassTrallea,  Fehr, 
Stabshauptina nn  Pestalozzi,  Professor  Trechsel,  Frey,  Lüt- 
bardt,  Wufjcner,  Oberst  H  u chwalder,  welcher  im  Jahre  1832  auf 
d€in  dentis  nach  einem  7tagigen  Aufcuiitalte  auf  diesem  Ucrge  vom 
Blitze  getrotien  uud  seiu  Geliülfc  leider  das  Opfer  dieses  fclreignisses 
warde,  Ingenieur  8ttUherger,  LieataMBt  ttr4^Dpa.ch er,  Oster- 
wald, Professor  Hu  her,  Oberstlieuteaant  Bfe'rs.  die  Majore  t*  Saus* 
stire  und  Delaraufcai,  Domherr  Berchtolo,  Hofr^th  ttornery 
Mechauicus  Oeri,  fücnefalmajor  Finsler,  die  Oberstquartiermeister 
Wu rste mberger  und  Dnfonr,  so  wie  endlich  ganz  vorzüglich 
Oberlieutenant  l^schmunn  zu  verschiedenen  Zeiten  und  in  ver- 
schied«'iiem  Grade  bei  diesem  grossen  Unternehmen  mitgewirkt  ha- 
ben. Duau  tüigeu  die  Original- Ucohachtungeu  der  Dreieckswiokel 
erster  Ordnung,  hierauf  oie  Messung  df^r  Urundliui«  hei  Aarheijj^ 
(im  Ganzen  nach  der  von  Schumacner  hei  der  Mei^sung  der  Basis 
bei  Braack  im  Jahre  1820  aagewändten  Methoda),  dann  das  Ver* 
zeichuiss  der  Dreiecke  erster  Ordnung',  dann  die  geogrsphischeD 
Ortsbesflmmnns^cn  der  Dreicckspiinkte  erster  Ordnung;,  dann  das 
Verzeichuiss  der  Dreiecke  zweiter  Ordruint^  mit  Eiuscliiuss  der  Be- 
stimmunp^en  einiger  Punkte  dritter  Orflnui  Gr  und  der  gegenseitigen 
Azimuthe  der  Punkte  zweiter  Ordnung,  hieruui  das  Verzeichuiss  der 

geographischen  Pasitieuen  (mit  Binachluss  der  Hdh^  iiher  dem 
leere)  sämmtlieher  Punkte,  und  zuletzt  die  astro|iemischen  Beobach- 
tungen and  die  Höhenbatflalnungen ,  hei  daiU  sich  auch  einige 
heaclitenswerthe  Bemerkungen  über  die  terrestrische  Strahlenbre- 
chung finden.  Ang(')ian«rt  ist  fine  srhöne  üebersichtskartc  sämmt- 
lieher Messungen.  Der  Anschluss  on  die  tranzösischen  Dreiecke 
ergall  folgend^  Vergleichuug;  •  ■ 

»  Seite  Rämel  —  Fanx  d'Enson. 
Französische  Dreiecke  .  =  35997,22  Meter 
*  Schweizerische  Dreiecke  =5  35997,27     -  ' 

Unterschied  =        0,05     -      *  '       '  - 

Der  AnscMiiM  un  die  Mamifshisehan  Dreiecke  erghh^fhlgeMda  Ver- 
gleich ungen:  w     K.     *  *. 
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SiBlte  i*itzQ  Forun      Piixa  ü^lcuuu«  lii  Utuii. 

-    O^torrfkUidi«  Dreivcke  css  44572,77  .         •  ^ 
Schwemrische  Dreiecke  ss  44572,12 

Ifetenchied  =s^ 
>iS«Ue  Pizzo  Menone  da  Gina  «-^  Afonte  LegB^ne. 

*       Oesterreicliischn  Orolecke  =  21121,07 
Schweizerische  Dreiecke   =  21124,54 

rntrrsrliicd  — :  0,13- 
Seite  Kumenberff  —  I  rui^tenzersaad, 
Oesterreichische  Dreiecke  =  15985,23 
Sehweiterische  Dreiecke  =  15^5,81 

Unterschied  =1       0,58  - 
"Seite  FrasteDsereand -»Fnodelko|p£, 

Oesterreichischc  Dreiecke  =  11057,0") 
Schweizerische  Dreiecke  ==11959,9 i 

üntersekied  =  .  . 

Den  be'nien  letzten  Angabeii  ist  in  den  OesterrpicliIscLen  Pro- 
Uikuileii  die  ßemerkuug  beiifcfug-t .  diisH  sioli  «iit-  deiiuitive  Ausglei- 
chung der  österreicliiscbeu  Iriauguiiruug  uucb  nicht  bis  an  diesen 
Thfil  der  Proyinz  Tjrol  ausgedehnt  haM. 

fLoB  den  obigen-  sehdnea  Uebereiastioinuinffen  darf  allerdinfp 
der  Sehl««  gezogen  werden«  daas  das  Dreiecksoetz  der  Sehweia 
idlnn  ||ea|^i||ihiachen-  Zwecken  vellkoM«n  genügt.  ■ 


 :   ,  _ 


Trigonometrie. ' 


A.  liuberdt:  Elemente  der  ebenen  T ri^oo oui t r i c 
nebst  |)raktiscbcn  Aufgaben  für  GymnasieD  uod  höhere 
Bürger-  und  Militair-SÜchulee.   Berlin.  184U  6  ggr. 

. -Die  Anfangsgründe  der  ebenen  und  spharinchen  Trl- 
.gnnjainetrie  und  der  Kegelschnitte  für  Gymnasien  iind 
Oberrealkiassen  vonF*  J.  Uerrmann.  Giessem  1841. 16ggr. 

H^ffiters  ä  Treatise  on  Trigonometry  plane  and  sphericar,  and 
^   on  Trigonometricnl  Tablns.niid  Lognrithais,  together  with  a  Se- 
leetion  of  Problena  and  their  Sointions,   Second  edition.  Camh. 
^  im.  8  a.  6  d.     .  . 

SnuwbalTs  Plane  and  splierical  Trigonometr?  together«  Fifith 
edition.  Caiab.  1840.  8.   10  s.  4>  d.  *    .  .  / 

Hewitt*a  Prohlena  and  Theorama  In  Plane  Trigonometry. 
CnnlK  IMK  6  b.. 

f  »   •  ■ 

Trigonometry,  and  its  Application  to  Astronomy,  Diallin£r>  and 
.  Tri^nemetrical  Survcying.   Hy  Richnrd  Ahhatt.   New  edition. 
8,  7  s  neatly  bound  in  ct. 
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Elemcnternn  nf  Plan»  Trisronomcttieri ,  Iltefifn.-i  af  P.  N.  Ek- 
JBBQD)  DoceDs  i  MtttliCiuatikeo  witi  Lpsulu  Loiweräiiet.  !StuckLolm.  ii>äk. 

Groodlioier  litt  iPtana  TrigOMMtfieo  jente  Ett  P5n5k  att  för- 
tjdliga  Interpalatloni-Metbodeo  af  A.  0.  tfettrin«  Stockliola.  8. 


Mechanik. 


W.  A.  Rüst:  Die  Mechanik  io  Anwendung  aaf  Künste 
vnd  Gewerbe.  Erste  Abtlieilun^r.  Mechanik  fester  Kör- 
pan  Für  Praktiker  bearbeitet.  Wlia.  1S40.  8.  lTbIr.l2ggr. 

W.  Wliewell:  Eieme n t&r  -  Lehrbuch  der  Mechanik. 
Zorn  Gebrauch  für  technische  Lehranstalten.  Aas  dem 
KDfrl.  ubersatst  C  B,  Sefcauae.  Brannschwair  184L 
l  TOr.  lö  ggr. 

Beide  vorhergehende  Schriften  haben  gleichen,  durch  ihre  Titel 

hinreichen«!  he/oirlineten  Zweck,  und  erfüllen  dcnselbctj,  jede;;  in 
seiner  Artf  recht  gut.  Dos  erste  fasst  jedoch  bloss  die  Anwendung 
auf  die  eig'entliche  Maschinenlehre  in'»  Auu^e;  das  zweite  Lrrück- 
sichtigt  <iiiüebeu  auch  iDähesundere  die  Aüwenduns(eu ,  welche  die 
Lehren  der  Statik  fester  Körper  in  der  Bankonst  finden.  Das  erste 
wird  in  seiner  svellon  Abtheilnog  auch  die  Mechanik  flSasigerlKtfr- 
per  darstellen,  und  in  der  dritten  die  Construction  und  Zusammen« 
sctzung  einzelner  Moschiaen  enthallen.  Daa  sweite  entbalt  bloss 
die  Mcchiinik  fester  Körper.  Die  ganz  etoment»re  cfeometnsche 
(und  triffonumctrisclie)  Darstelluno'.  in  welcher  ja  überdies  bekannt' 
lieh  die^ngländer  IVieister  sind.  uns  be^^onders  in  dem  zweiten 
Buche  sehr  augesprocheo,  und  da^aelLe  verdiente  daher  eine  deutsche 
Bearbeitung  voUkeaiMeo,  die  aaoli  als  eine  villig  gelnngene  an 
bezeidinett  iat. 

Eldmenti  de'  statiqve  ponr  aervir  d^introductioo  a  un  coitni  de 
pbjsique,  suivis  d*une  aolatioo  aiaiple  das  triangiea  apbdrl^ib  Pv 
L  G.  2  Fr.  50  €. 

Gaubert,  Trait^  de  m^caniaue  a  Tusage  des  Cleves  des  ecuieft 
poljtechnique  et  normale.  Pkria.  1840.  8.  8  Pr. 

Roche:  Traite  de  balistique  appliqude  a  rartUlerie  navnle.  Ife 
partie.  Paris.  1840.  8.  5  Fr.. 

WhewelPs  Kiementary  Treatise  on  Meehanics  for  the  use  af 
fitudents  in  the  Universitj.  Sixth  edition.  Camb.  1841«  8.  7  s.  6  d. 

-  Corso  elementare  di  Heccanica  ed  Idranlica,  de!  dr.  VineoDse 
Ami  ei.   Vol.  L  (Neccanlea  teorica.)  Pirenze.  1840.  8. 

Rioerche  sul  ni4ta  auileeolare  de'  aeltdi)  di  D#meni«o  Paeli* 
Firenae.  1^0.  8.  ...,•>.  ^ 


Digitized  by  Google 


35  . 

*   

J.  P.  Ddp  rat:  Begioseleo  der  Dyoamica,  voor  kadetten  der 
Artillerie  eni  Geoie.  Te  Breda,  1S40.  8. 

J.  P.  Delprat:  Beginaalen  der  stetica  eä  hydtefltatic«.  Te 
Breda*,  im  H.  .  « 

C.  F.  Gauss:  Allg-emeine  LehrsHfze  in  Beziehung*  auf 
die  i  la  verkehrten  Verhältnisse  des  u  n  d  r  n  t  s  d  e  r  K  n  t  f  e  r- 
DUQg  wirkeodeu  Auzichuiigä-  und  Abst  ü^jsuDgs-Kratie. 
Leipzig.  1840.  8.  8  ggr. 

Ilm  den  lohalt  dieser  viehtigeo  Schrift  im  Allgemeinen  mög* 
liebst  devtlieli  za  heaeichnen,  wollen  wir  den  ganzen  ersten  Para- 
gra|ihen  mittbeileo: 

„Die  Natur  bietet  uns  mancherlei  Erscheinungen  dar,  welche 
wir  durch  die  Annabmo  von  Kräften  erklaren,  die  von  den  kleinsten 
Theilen  der  Sul>staiizcn  auf  einander  ausgeübt  werden,  und  den 
Quadraten  der  gegcuaeitigeu  Luliernungca  umgekehrt  proporliu* 
Bai  sind* 

Vor  allein  gehört  hierher  die  allgemeine  Graritation«  Vermöge 
derselben  übt  jedes  ponderabfe  JMolecül  auf  ein  anderes  f»,'  eine 
bewegende  Krafit  ans,  welche,  t^enn  man  dieEntfernang  ssr  setzt« 

durch       ausgedrückt  wird,  qnd  eine  Annäherung  in  der  Richtung 

der  verbindeoden  geraden  Linie  hervorzubringen  strebt. 

Wenn  uian  zur  Erklärung  der  magnetischen  Erscheinungen 
zwei  augaetische  Flissi^keiten  annimmt,  woran  die  eine  als  nega» 
ti^  betrachtet  wird,  so  üben  swei  derartige  Elemente  f»'  gleich- 
falls eine  bewegende  Krutt  auf  einander  aus,  welche  durch  ^  f^c- 

messen  wird  und  in  der  verhindondcn  geraden  Linie  wirkt,  aber 
als  Abstossung,  wenn  ^'  gleichartig,  als  Anziehung,  wenn  sie 
ungleichartig  sind. 

Ganz  Aeblicbcs  gilt  von  der  gegenseitigen  Wirkung  der  Theile 
der  elektrischen  Flüssigkeiten  auf  einander. 

Das  Unearisehe  Klemeut  rU  eines  galvanischen  StrooM  üht  auf 
•ia  Gleoient  des  magnetischen  Fluidums  (wenn  wir  kf/trres  zu? 
iftssen)  ebenfalls  eine  bewegende  Kraft  aus,  die  'dem  (h^ 'dr^itp  der 
Entfernung  r  umgekehrt  (»ropartional  ist:  aber  hier  trat  zugleich 
der  ganz  abweichende  Uiustand  ein,  dass  die- Richtung  der  Kraft 
nicht  io  der  verbindenden  geraden  Linie,  sondern  senkreclit  gegen 
,die  durch  (i.uüd  die  Richtung  vou  ^  geh-gte  Ebene  ist,  und  dass 
anmserdem  die  Stärke  djer  Kraft  aicht  von  der  Kntferniiag  allein, 
sondern  sagleieh  von*  dem  Wiakel.  ahhäogt,  welchen  r  mit  der 
Richtung  van  A  macht.    Kennt  man  diesen  Winkel.  0,  ist. 

Maas  der  bewegenden  Kraft,  welche  auf  f»  aus- 
übt, und  eben  so  gross  ist  die  von  (i  auf  das  Stromclement  <is  oder 
dessen  pondcrublen  Träger  ausgeübte  kratt,  deren  Uichtung  der 
crsteren  entgegengesetzt  parallel  ist«< 

Wenn  man  mit  Ampere  annimmt,'  dass  swei  Elemente  von  ^ al* 
manischen  Strömen  d9^  dtf  in  der  sie  verbindenden  geniden  Linie 
anziehend  oder  abstossend  auf  einander  wirken^  so  uöthigen  uns 
die  ErKcfieinungen^  diese  Kräfte  gleichfalls  dem  Quadrate  di-r  Eht- 
feriuiog  umgekehrt  proportional  zu  setzen,  zugieicii  dbcr.jeri;Qr4er» 
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jene  eine  e^wes  veifriclnlle  AMüiigigkeil  foa  ^er  Ricbtang  der 
Stromeleiaente. 

Wir  werden  uns  in  dieser  Abhandiunff  auf  die  drei  <  rsten 
FäHe  oder  auf  solche  Kräfte  einschränkr ti.  ilie  sieh  in  drr  Richtung 
der  c:rradeu  Linie  zwisctu'n  dem  Kleineute,  welclips  wirkt,  und 
deiiijeiiitren,  auf  welches  t^eu  irkt  wird,  äussern,  und  srlilcclitliin  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind,  obwohl  meh« 
rere  f^ehnfttte  Mit  gering«?  Veründeronc'nniEb  bei  den  aiideni  P'it^ 
len  ibre  Anwendung  finden^  deren  ausfuhrKche  Bntiriekelung  einer 
andern  Abbaudlnng  vorbebalten  bleiben  nraBS."  • 
« 

In  den  astronomisehen  Nac  Ii  richten  Nr.  418  findet  sieh: 
Beweis  des  von  Jacobi  gefundenen  Lehrsatzes,  dass  ein  flüssiges, 
Mich  üm  die  eine  Axe  drebendis  <Siibäroid  tod  drei  verschiedenen 
Hnnptucen  im  Gleicbgewiebt-eeitt' könne, <ven^  T.  G Unten. ' 


Praktische  Mechanik. 


NotioDs  de  slntiipie  et  niten^ae  iadnstrielle.  Pnr  Pmfw^    5  Fv. 

m, 

'  Traitc  d'II>drüuU<jue,  a  Tuaage  des  Ingenieurs.  Par  d'AnbuiS'» 
son  de  Voi;iiu&   2e  ^   8.  9  Fr,  *  .      <  . 

Gönn  de  dessein  lin^aire  appllqnd  an  dessein  de«  macbinea.  Per 
C.  Armengand.  d^  6  Fr. 

The  Mechanics  af  Engineering.  ByWbeweU.  London«  1840. 
8.  9  s.  . 

'  •         •  »0 
Memoff«  ittlU-  »elasione  tra  le  noqne  delP^Avno  e  qoelle  deila 
Gbiaoa,  del  conte  Vittorio  Fossombroni,  inserita  nella  parte 

matematica  dei  tomo  WH.  deile  ,,Meinorie  della  Socicth  italiaaa 
delle  scieuze  reaidente  in  Moden»*',  beconda  ediuone.  J^veaaet 
1840.   8.  •.  » 

Handbok  i  Ptaktiak  Mekmiik  nf  Artknr  Hovln.  Ölwmnfjl^ 
vnder  iaktlagande  af  alle  fomleni  oob  tabellers  rednkfeinn  efter 
Swenskt  mStt  och  wigt-sjstem,  oeh  med  hetydüga  tillägg  forsell  af 
h  S.  Bagger  Pi>ef.  wid  Bergi4$kolan  i  Fabinn.  ffteekbolm.  8.  d  Rdr. 


Optik.  r 

.       .      •       ,  • 

Dioptrische  Cntersiichungett  von  C.  F.  ti^uss.  Göttin« 
Ifen.  1841.  4.   8  ggr.  •  J<  -  r.'J  • 
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Diese  schönen  Untei;snchangen  des  berülimteii  V£s.  haben  vor» 
züglich  den  Zweck,  bei  den  IreKamiteD  «fegaiiten  Koraelii  ton  €•% 
tes,  Enler,  Lagrange  und  Möbius  die  Dieke  des  Glases  sn  berUek- 
«leMigen,  so  wie  anek*  eine  gemmrtf  Feststellnng  vebrerer  dioptri- 
scben  GruDdbegriffe. 

1>.  Brewstef,  A'  treati^e  on  tbe  microscope.  London.  8.  6,s. 

Principes  de  perspec;|ttve  lin^ire,  P«r  Bacilloo.  4.  .  5  Fr. 

Boaillon,  Principes  de  perspectiTe  lineaire,  appllqitd»  d'^ane 
Miliare  m^thodtflue  et  progressive  au  trac^  des  figürea.  Paris. 
1840.  4.   5  t  r.  • 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  415  und  Nr.  417  findet 
nian  xw«i  schöne  Auflttlse  Yon  Bes-sel  und  T.  Ctanse^  Ober  die 
Gntodforneln  der  Diopbik. 


Astrouoolie. 


Von  Biots  trefflichem  Traitd  diementaire  d' Astronomie  physique 
erscheint  jetzt  eine  dritte  Ausgabe. 

Bei'IrSge  sur  physisehen  Kenntniss  der  hiamliseheu 

Körper  im  Sob neu  s  ^  ste m  ron  W.  Beer  Und  J.  H.  Mädler« 
Weimar.  1841.   4.    1  I  hlr.  16  {rgr. 

Theils  npiie,  thpils  in  Schumitrlifrs  astrnnoini<5chen  Nachrichten 
schon  verötieutiichte  Autsätse»  hier  vun  Neuem  abgedruckt. 

•  *nyii'eirs*s  BI^tent#  of  tbe  TheoH*  ^Aitrenemy.  Bee6nd  «dU 
UMi.   GmiA.  1840.  8.  14  8.      *  • 

De  correctinnn  plomentorum  Veneris  et  Mercurii  ex  observoto 

transitu  per  Sulem  Discjuisitio.    R  i  — IV.    Praes.  Mapf.  A.  T.  Ber- 

gius;  Re<;pp.  J.  L.  Rinsfzel?,  J.  W.  Lindblad,  G.  M.  Liind- 

quist  et  J.  0.  Carläberg.    Upsaiiuc.    4.  - 

'  ,.  •     ■  *<>**. 

O'Brien's  MsläMMtical  Tracts.  Part.  L,'Oti  Laplace's  Coeffi<* 
cieots,  the  Figure  of  tbe  Barth,,  tbe  Motion  of  a  rigid  body  about 
its  Centre  of  Grayitr,  and  Pfeeession  and  Ntitation.  Camb«  1840. 
8.  4  s.  «  d. 

Haetelet,  Sor  la  longitade  de  TObserratoire  royal  de  Bra- 
illes. A,  ' 

Descrizione  del  circoto  meridiabo  dell'  J.  R.  Ossenratorio  di 
Padova^  seguita  da  un  catalogo  dl  stelle  fisse  per  t'.-tnno  18-10, 
diitribaito  in  zone  rapporfo  alla  d^clinn/ione.  Parfe  prima,  co»t©- 
nente  ie  steile  deii'  equatore  fino  al  10*^  di  decliuaxiuue  boreale. 
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DI  Giovanni  Santini.  P«4ava.  1840»  4*  Estratta  d<J  vol.  V.  tie 
^navi  Mggi  d«U*  accadanin  di  Padora.** 

Mcsure  d'un  arc  du  parallele  moyen  ^ntre  le  yole  etP^v^topr. 
Par  ]e  colonel  Brouaseaud.   Limogea.  4. 

Calcul  de  navigation  ä  Tusag^c  des.ofüciers  de  la  mario«  mar- 
cbaode  et  des  capitaioes  au  cubotage.    Nantes.  8. 

A'  Treatisc  od  Navigation  aod  Nautical  AMronomy  bv  Edward 
Riddle.  3d  iSdition.  §.  12  a.  bonnd. 

J.  Lamont:  Jahrhucli  der  Rö nig-Iicheo  Sternwarte 
bei  MüDclieo  für  1841.  Vierter  Jaiirgaag,  UüQcliea»  8. 
1  Thir. 

«  Die  EiDri^btung^  dieses  Jabrbuclis  kaou  im  Allgemeinen  als  be- 
kannt  voranageaetzt  werden.*  Auf  die  af^ooemiadie  Epbemeride 
folgt  ein  vorxüglicb  in  Kczug  auf  Baiern  aabr  voltatändigea  Ver- 

*  seicboiaa  geograpbiacber  Positionen^  in  welcbeni  die  in  Bugea  nod 
Zeit  angegebenen  T/anp^en  für  IJaicrn  von  dem  Meridian  der  Stern- 
wurte  bei  München,  für  die  übriu^iTi  Putikte  voti  dem  Pariser  i^Ie- 
ridian  an  gcrecimet  sind.    Dann  ioigen  t^esely  Ik  lic  H(  stitnmungeo 

,  über  das  baieriscbe  Maa.v«  und  Gewicht,  Zusaiinjicusiclluui^  neuerer 
IVLiass-  und  Gewichtseinbeiteo ,  «Meilenmaas^e,  ^c^euliebe  ücsUm- 
nun  gen  über  daa  Miinaweaen  in  veracbiedenen  iJindern  mit  beaoo» 
derer  Ruckaicbt  auf  den  süddeutacbcn  ZoÜTelein,  und  faat  der 
ganze  übrige  Tbeil  des  Bucbs  von  S.  ^1  bis  S.  23b  ist  der  Meteo- 
rologie gewidmet.  Zuerst  Beobachtungen  der  Königlichen  Gericbts- 
ärzte  in  Baiern,  wüf>ei  zugleich  die  von  dem  Vf.  auf  eigenlhümlirhc 
Weise  construii t*  II  l'urometer  bescbrieben  werden,  welche  die  kö- 
niglich 1>  lierscht  n  (jerjclUsär/^e  zur  Aostelluni^  der  ihnen  aufge- 
tragcueu,  vierteljährig  uu  die  fiiteruwarte  eiozu^eadendeu  Beobach- 
tungen niicb  und  naeb  aäaiintlich  erhalten  aoUenl .  Welcbe  grosae 
Ansdehnung  acbnn  jetzt  dieae  Beobachtungen  gewoonen  bnben,  geht 
.daraoB  liervor,  daaa  a^bon  an  271  Puakteo,  die  |a  de«  Jabriraeb« 
namentlich  angegeben  werden,  in  den  verscbtedencn  Proviozen  «tea 
Staates  von  den  GericLtsarzt4'ti  iieobachtungcn  anGrestellt  werden, 
und  dass  sich  schou  an  78  Orten  neue  oder  verilicirte  Instrnmcnte 
betinilen.  Alle  diese  von  dem  thätigeu  V  f.  getroflenen  Eiaricbtuu- 
gen  verdienen  anderen  Staaten,  wu  von  den  Kreis -l^b^sikeru,  oder 
wie  dieae  Beamten  son&t  beissen  mögen,  vm4ir|l^iB9nsig  meteoros 
logische  Beobachtungen  angestellt  werden  mfisaen,  zur  Nacbahnung 
empfohlen  zu  werden.  Nur  wenn  diese' Beobacbiungeu  üb^raU  sn  aa 
viel  als  möglich  mit  einander  übereinstimmenden  Zeiten,  mit  guten 
vorher  a^ehörig  mit  einander  vern^ürhonen  Instrumenten  nnpfestellt 
und  der  ubcren  Leitung  und  ConitoHc  eines  mit  dem  I  aciie  ganz 
vertrauten  Mannes  wie  in  Baieru  unterworfen  werden,  können  die- 
selben der  WisscnscbiiCt  w^tihrj^iiften  Nutzen,  biip^cu.  Ferner  giebt 
der  Vfy  Nachricht  über  einen  noch  besondera  von  ihm  gestifteten 
meteorologischen  Verein,  und  liefert  hierauf  einen  sehr  leaenawer« 
fben,  populär  gehaltenen  k^iwfyt  liflier  die  zweckmässig«  Aoatallung 

,  meteorologischer  Beobachtunf^cn ,  welchen  wir  atlen  angebeadaft 
Be4>bachtern  Teborzeugung  rniiif'clilt  n.  Nach  Mittheiliinsf  der 
van  den  JUitgU«iile4:a  dje»  nutteuroiv^sdieu.  V^eina  bis  jetzt  an  die 
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Sternwarte  ein&^csandteti  BeobachtUDgea  und  der  auf  der  Sternwarte 
selbst  in  den  Jahren  1825-^:1934  angestellten  Beobachtungen,  uns 
denen  sich  die  Höhe  von  München  (Barometer  der  Sternwarte)  über 
dem  Meere  im  Mittel  1576  Pariser  Fuss  ergieht»  wird  endlich  noch 

von  der  Verbindung"  eines  *e^rossen  magnetischen  Observatoriums  mit 
der  Sterriwiirtc  i\achricht  gegeben,  welches  durch  die  Rlunifirenz 
8eiiier  Majcstüt  des  Könip^s  und  Seiner  üöQiglicben  Hobcit  des 
Kronprinzen  mit  den  grüssteu  Mitteln  ausgestattet  und  in  der  Mitte 
des  vorigen  Jahres  vollendet  worden  ist.  Die  im  August  vorigen 
inbres  hegonneoeii  msrnetischen  Be»b«ebtuiigen  werden  tl^Iidi  von 
6  Uhr  Morgens  bis  0  Uhr  Abends  jede.  Stunde  nneh  mittlerer  €ot* 
tiri£(er  Zeit  gemacht;  die  Nacht  hindurch  wird  alle  zwei  Stunden 
tirr  Stand  der  instrumctite  aiifp-ezci ebnet;  jeden  Monat  trifft  ein 
Termintiii?,  wo  24  Stunden  liiiiduri  h  alle  5  Minuten  die  Declination 
und  aJle  10  Miiiuten  die  üonzuntai-lnteusität  bemerkt  wird.  In  so 
grosser  Auädchnifng  und  Vollständigkeit  werden  upsers  Wissens 
die  nuignetiscbeo  Beoboehiungeq  noc)i  nirgends  angesteUl^*  Möse  der 
thätige  und  kenntnissreiche  Vf.  in  seiiiem  Eifier  ide  ^kflStfn  wA 
immer  durch  die  kräftigste  bei  noieben  Untemelmiiiigett  so  noth« 
wendige  Gesuidheii  unierstiitit  werden! 

J.  F.  Euckc:  Astroo  o miscli e  H c  o ba Ii  t  nagen  auf  der 
Ste  rn warte  7U  Berlin.   Erster  Band.    Uerliu.  1840.   5  Thlr. 

Liue  höchst  erfreuliche  und  wicbüge  li^rscLciouug.  Die  liiiulei- 
tn&g  entliilt  die  Beschreibung  der  neuen  Berliner  hternwarte  und 
Ihrer  wishtigstea  Instrumente,  namentlich  des  neiftsn  grosse«  He* 
ridiankceises  von  Pistor,  nebst  trefflichen  Abbildungen  des  Ge- 
bäudes nach  allen  seinen  Theilen,  insbesondere  auch  der.  ^jippel 
uod  des  Meridiankreises.  Hierauf  folgen:  1.  Beobachtunrjren  mit 
,  dem  Pistor'schen  Meridiankreise.  18e38.  Af)rll  16.  —  1839.  Aug.  31.  -~ 

2.  Beobachtun{^en  am  Durcligangsferuroiir  von  Ost  nach  West.  — - 

3.  Meteorologische  Beobachtungen.  (1830  Januar  1.  —  1839.  August 
21.  Tbermometer  B.  Barometer.  WiAd.  Wolken.  Dreimal  täg- 
lich;) —  4  Magnetische  Beoii»chtttiigen.  Uni  ;IL  -*  18^. 
August  31.)  —  5.  Beobachtungen  mit  dem  Befractor  und  den  be- 
weglichen Instrumenten  (i>0|i(pelsA«ff«e ; .  Mesavpgini  4^  Planeten- 
durchmesser; Sternbedeckunofen,  Sonnenfinsternisse,  Phmefendurch- 
g-änore  u.  s.  w. ;  Beobachtungen  des  Cometen  von  Pons  oder  viel- 
mehr Encke.  1838)^  . 

Connsiasance  des  temp»  p^nr  Pan  1^3.  Paris.  8.  7  Fr.  50  c. 

I/Aminaire  du  hmieaa'des  togitudes  pour  Tan  aiigment^ 
de  notices  scientifiqiies  par  Arago.  Paris.  1^   1  Fr. 

Atlfäs  des  [ilienomenes  Celestes,  doonant  le  trac^  des  mouve- 
Dieuts  appurents  des  planetes.  Par  Di.en.  4nnee  1841.  Baris,  d. 
15  Fr. 
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Physik. 


C.  ScherÜDg:  Leitfaden  bei  dem  Unterrichte  in  der 
Physik,  für  Real-  und  höhere  liürgerscb uleo.  "ir  Cursus. 
Lübeck.  1840.   8.   15  ggr. 

H.  Birnbaum:  Di«  Begründung  der  ersten  Kenntnisse 
ID  der  Physik  oder  mechanischen  Naturlehre  für  Schule 
und  Hnu»  des  Bürgerstandes.  Brannschweig.  ISil.  (S.  15  ggr. 

Kin  u;üten  Buch,  dem  wir  recht  vioJeii  Eing-ang  in  gebildete 
(denn  andere  läast  sein  Inhalt'nicbt  zu)  Familien  wünschen.  Jedocb 
müssen  wir  ausdrücklich  bemerken,  das«  nnr  der  eigentlieh  aecha* 
Bische  Tbeil  der  Phtsik  in  desMii  Kreis  gezogen  und  die  Lehre 
Ton  der  Wärme,  der  Electricität,'dem  Magnetismus  und  dem  Lichte 
gauz  unberücksichtigt  g^eblieben  ist,  welches  wahrscheinlicli  durch 
die  Worte:  mechanische  Naturlehre,  uuf  dem  Titel  angedeutet 
werden  soll,  aber  dem  sonstigen  Bcsrifle  der  mecJianischen  Natur- 
lehre  ($.  z.  B.  £.  G.  Fischers  mechanische  Xaturlehrej  nicht  gemäss 
iflt.  ZweckvlUsig  nnd  der  allgemeinereo  Verbreitung  des  Bncbs 
förderlich  wäre  es  gewiss  gewesen,  wenn  nnch  die  Lehre  Ton  den 
sogenannten  Imponderabilien  mit  aufgenommen  worden  wäre.  Auch 
dürfte  es  selbst  noch  in  unserer  Zeit  nicht  cirinr  ohne  Nutzen  p^e- 
wescD  sein,  wenn  der  Vf.  einige  Kucksirbt  auf  seines  Landsmannes 
(wenn  wir  nicht  irren)  Hellmuth  V oiksnaturlehre  zur  Vertilgung 
des  Aberglaubens  genommen  hätte. 

Deguin,  Cours  ^I^menfaire  de  PliTrinue.  3e  dditioB.  T.  L 
Paris,  l840.  8.  9  Fn  50  c« 

Nouveau  Manuel  complet  de  Physique,  ou  Elc^raents  abregds  de 
cette  science.   Par  Bailly.   Nouv.  ^it.  in  18.   8  Fr.  50  c. 

Traich  ^Idnenttoire  de  physique',  chioile,  tozieologie  et  pbamui- 
cie.   Fto  Payart  %  Vel.  8.  14  Pr. 

G«  Birdy  Clements  of  natural  philosophy.   Landen.  8,   12  a. 

Snowbairs  Cambridge  Course  of  Elementar^  Natural  Philoso- 
phy,  being  demenstratiens  of  the  Propo^itions  in  Mechanica  and 
Hydrostatics ,  for  Candidateif  for  thfe  ordinary  deirree*  Seeond  edi« 
tion.   1840.   1^  4  s. 

Trattato  elementare  di  Fisica  matematica.  Di  Immanuele  fistil- 
1er.   Tom.  I.   Palerm«.  1839.  * 

Lesloni  di  Pisica  di  Carlo  Hattencci,  dato  nelF  i.  e  r.  nni?. 
di  Pisa  neir  anno  1840.  Pisa  1840.  8. 

Nouveau  sjstcmc  des  tourbillons  appny^  par  des  exp^riences 

Sni  demontrent  la  realit^  des  tourbilions  adnüs  par  Descartes.  Par 
luerinean.    Poitiers.  8. 


Digitized  by  Google 


41 

4 

8pieg^azioue  üeila  attruzione  de'  coroi  e  sue  leggiy  di  An  tu* 
Bio  Puütiilo.   Verona.  1839.  8. 

Soura  PideDtila  delP  atlrazione  nolecoiare  collT  satroDOnica; 
opera  del  cav.  Leopolde  Nobili  di  Reggio.  Modeiia.  1840*.  4. 


Pneuuiatics,  containirig  an  Analysis  of  the  Mcchauica!  Pro- 
perties ui  aerial  fluids^  wifh  a  Descriptinu  of  l'ncumatic  MacliiueSt 
DJ  Hugo  Reid.    Ldioburgii.  1840.    8.    2  ä.  dotli. 

Storia  dell' Elettricita,  di  Antonio  Carnevaie  Arelia.  Aloa- 
MBdria.  1839.  8.  VoJ.  1.  II. 

■ 

Relaziooe  storico-critica  speri mentale  suU'  Elettro-Magoetunao 
del  Prof.  Francesco  Zuntedescbi.   Venezia.  1840.  8. 

A.  poetelet»  Sceond  n^moire  rar  le  magn^uae  terrestre  en 
Italic.  Bnixellea,  4. 

—  Sur  Tetat  du  nia^Detisme  terrestre  a  Brazoiles  pendant  lei 
douze  annees  de  1827  a  1839.  Bruxellea.  4. 

Loop.  Nobiti,  Queitioni  snl  Magnctiano.  8.  Hodena. 

^  —  —  Noovi  trattati  iopra  il  Calorieo,  Pfilettrieita  ad  il  Magae- 
tismo.  8.  Ibid.  d  L. 

♦ 

Klauprecht:  Die  Lcbre  vom  Klima  in  land-  und  Itorst- 
wirthscliaftlicher Ueziehuofi^.  Karlsruhe.  1840.8. IThlr. 4 ggr. 

Bildet  die  vierte  Abtlieiliuig  des  Lehrbuchs  der  land-  nnd  fbrst- 
wissenschaftlichen  Katnrknnde  von  J.  Ob.  Hundeshagen ,  und  ent- 
hält eine  gute  Zusammenstellung  der  betrefleoden  Gegenstände^ 
ohne  eben  die  Resaltate  eigoer  CJntersucbuagen  nitzutbeiien. 

'  P,  A.  Schneider;  Beiträge  zur  Astro-Meteorologie 
oder  äber  den  mathmasslichen  Einfluss  des  Standes  der 
Planeten,  Coneten  ete.  auf  die  meteorologischen  Er- 
scheinungen an  der  Erdoberfläche.  Leipzig.  1840,  4.  8  ggr. 

Der  TviM  die  böclist  wichtige  Eütdcckun2^  gemacht  ha- 
ben, dnss  der  Liittünick.  die  Wärme,  die  YViudrichtuDgeo  etc.  be- 
rechnet werden  köiiuen,  ^veuo  man  die  meteorologischen  Beobach- 
tungen hei  SoDueu-Aui-  und  Untergaug;,  bei  MouU-Aut-  und  Un- 
tergang, SU  der  Zeit,  wenn  der  Utono  das  neue  Licht  eaqtföngt, 
nnd  \%  Standen  später  anstellt  nnd  die  Ergebnisse  dieser  Beobach- 
tungen unter  andern  auch  so  zysammenträgt»  dass  dabei  der  Stand 
der  Pl.'mefen  heriicksic!jti2;-t  wird!! 

Ghiulio  (lirs  (Inn  Herrn  liechnune^sratLf  wer's  ^vill  und  kann. 

■Später  isi  iiocli  ein  achtrug  zu  dieser  öchritt  erschienen.  Ber- 
lin. 1841.    4.    i  ggr. 

A.  Quetelety  Resnme  des  obsenrations  m^t^orologiquea  faitea 
1830  a  rObsenratoire  royal  de  Bmselles.  Brnzelles«  4. 

A..Huetelet..  Deuxieme  AUmoire  sur  ies  variations  auDuelles 

4? 
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de  ta/tenp^Mtilre  4e  In.  tum  a  dMMrentmi  ptofMievra.  Ba- 
zellet.  4. 

A.  Qu  et  el  et,  Catalogue  des  priDci|iaux  ap|>ahtioo8  d'^toiles 
üiaotes.  Brazeiles.  4. 

blseom  8inr  PsDiemble  des  pfa^on^mes  qui  se  iont  mnifest^ 
a  1a  Mtface  da  jrlobe'  depuis  eon  origioe  jusqu*a  T^poque  actnelle. 
Par  le  moaite  d*Arebllle.  4  . 

SuUa  necessita  di  stabilire  uo  regolare  sisteoia  di  osservazioni 
di  Fi.siVd  torrestre  cd  atmosferica;  memoria  letta  alla  sezione  di 
(isicu  iieilu  prima  riunione  degU  Bcieuziati  itaiiaoi  dal  cav.  V.  Au- 
tinori.  Firenze.  18iü.  8. 

Denkwürdigkeiten  ans  dem  Leben  Sir  Rnmphry  Dai- 
v>*s,  Ii  e  tausgegeben  von  sei  neni  Bruder  John  Davy.  Deut  seil 
bearbeitet  vou  D.  C.  Neubert.  Eingeleitet  von  !>.  R.  Wag»» 
ner.  4  Bände.  (Drr  erste  mit  Davy's  Bildnisse.)  JLeipztff." 
1840.    H.    5  Tlilr.  12  gcr. 

Sclutüe,  duss  der  se.ur  hohe  Preis  dieser  ohle^elun^eneii  Ueber- 
setzung  der  LebeDsbcäclireiiiUug  eiues  der  ^rüssteu  Naturforscher 
der  nenerii  Zeit  viele,  denen  diesdbe  im  b6ebsten  Grade  Inteitaant 
und  lebrreidi  iiein  muss,  ablialten  wird,  sie  zu  kaufen.  Uiirch  eine 
bessere  Oekonomie  des  Drocks  würde  gewiss  ein  massigerer  Preis 
.  möglich  CQ  machen  gewesen  sein. 


Vermischte  Schrifteu.  * 


Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  flambursfer 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Keoat- 
niSse  (Februar  1841)  eutb&lt  die  folgenden  Aufsütse:  . 

1*  Geber  die  Nachweisung  der  gegenseitigen  Lage  Fan  swei 
Ebenen  visn  der  Beschaffenheit  der  für  sie  gegebenen  Co«»NiBaten- 
GleichuD^n  roh  dem  Herrn  Major  Dr.  G.  W.Müller  zu  Hannover. 

Oer  Zweck  diei^es  sehr  beachtanswerthea  Aufsataeii  iat  iu  der 
Kürze  folgender.  Wenn 

die  Gleichungen  zweier  Kbeueu  (für  rechtwinklige  Ooordioaten) 
sind,  «nd  5p  <&ä  Neigungswinkel  dieser  beiden  Ebenen  beaeichnat,  sa 
wird  in  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich  die  Formel 

_   4-  ßir  -h  CC  

cos  SP  —  y^U»  +  M-  f2 )  (^»  iT»  4-  6'») 
bewiesen,  aber  meistens  kein  Critcrium  angegeben,  wie  nkan  den 
den  Winket  y,  der  natürlich  zwei  Wertlie,  einen  spitzen  und  einen 
stumpfen  haben  kann,  zu  nehmen  hat.  Vau  s(»lrbes  Criterium  anzu- 
geben  ist  nun  der  Zweck  dieses  Aulsatzcs  und  der  von  Herrn  Ma- 
jor Dr.  Müller  zu  diesem  Behuf  autgestellte  Satz  iät  folgeuder: 
Wenn  man  aatcr  ,9  den  Neigungswivifcel  der  beiden  Ebeaes 
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gftgen  «lifAiidei^  Tergteht,  ni  deaMD  0<lAf«i^>  (l«r  Aftfangp  des  zan 
Grunde  gelep^teii  Coordioatensystems  Hegt  (die  Fälle ,  wo  d«r  An-, 
fang  der  Coordinaten  in  der  Durchsclinittsliuie  der  beiden  Ebenen 
liegt,  werden  auscrpsoltlossen),  feo  muss  für  y  dor  spitze  oder  stumpfe 
YViokelwertb  genouinieu  werden,  je  nachdem  der  Quotiffut 

IM/ 

D^igattT  oder  ]j»t)sitiv  ist. 

Es  wäre  wünschenswerth.  diesen  Satz  auf  schiefwinklige  Coor- 
dinatensysteme  zu  en^^Uetn,  wozu,  wir  diö  Leter  des  Archivs  uuf- 
fordern  inöcliten. 

2.  Deher  einige  Eiu^enschaften  der  um  Patabeltt  durch  Tangen- 
teil  bescbrielieDeii  9rm«ek«,  toü  Herrn  IKred»r  C.  Rümker  zu 
Hamburg. 

Dieser  Anfsats  enThält  einige  recht  nette  Fügenschaften  der  Pa- 

rahrl.  von  denen  die  meist**!!  wold  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  g"e- 
we««eQ  sind.  Eini;:r>s  aus  diesem  Aufsatze  haben  wir  in  diesem  Hä'ti;. 
unter  den  ITcbunyiiaufjraben  mirgt»lbeilt.  ' 

3.  Einige  uiecbuniscbe  Aufgaben  von  Herrn  B,  John  zu  Barn« 
bürg,  ttSmtieh  fbl^ende:  - 

a)  Wenn  ein  8cliaeht  bis  zunl  Mittel(iUtiktc  der  Erde  reilsbie 
und  ein  Stein  hineinfiele,  die  Relation  zwischen  Zeit,  AaQm  und 
Geschwindigkeit  des  fallenden  Körfiers  tu  finden. 

b)  Den  Druck  auf  den  Hoden  einer  cylindriscben  ^\  assersäule 
zu  finden,  der  sich  vom  Mittel^iunkte  der  Erde  bis  zu  ihrer  Ober- 
fläche erstreckt. 

c)  Angenommen,  dasa  tieb  eben  so  dM  LuftsHnle  tom  Mittel- 

punkte  der  Frde  bis  zu  ihrer  Obeffiftcblft  erstreckt,  so  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  für  jede  Entferoiin^  vom  Mitteipnnkte  gefunden! 

werden. 

d)  Ein  massives,  aus  einer  cjliudriseben  Scheibe  licstcbendes 
Schwungrad,  dessen  Halbmesser  =  Dicke  =  //,  Dicbtigkeit  =  (J, 
Masse  s  Jlf,  bewefft  sich  mit  der  Winkelgesehwindiekeit  w  um 
seine  Aze;  es  soll  die  Batfiernung  €  von  der  Aze  gefunden  werden, 
wo  eine  der  Bewegung  direct  entgegengesetzte  Kraft  Mt  ssi  äh0 
das  ScbAvuntrrMd  sf>ir1rirli  zur  Ruhe  bring^en  würde. 

e)  Um  die  Welle  tiücs  Schwungrades  der  vorher  anr^e^ebencn 
Art  ist  ein  vSeil  g;ewuuden,  woran  ein  Gewicht  =  m  der  Bewe- 

Sung  des  iiadcä  entgegenwirkt  j  es  soll  die  Kelatiou  zwischen  der 
eit  und  der  restirenden  Geschwindigkeit  gtfiindiett  werden, 

Nemorie  della  R.  Accademia  delte  scieilse  di  Torino. 

Serie  seconda.    T.  1.    Torino.  1839.  4, 
Hierin  folu;eude  Abhandlunm'n : 

Observations  (bermonietriques  tuites  ä  S.  Jean  de  Maurienne 
depuis  1826  a  1838. 

Hdmoire  snr  les  rapiiorts  entre  le  pmhvoir  coaductenr  des  11« 
quides  ponr  les  courans  ^ectriques  et  la  ddconpoflitioii  diimiqne 
qn'ils  cn  ^prouvent  par  Botto  et  Avogadro. 

M^sMire  nur  l'eqttilibre  dei  coloones  par  Fageni. 

Novi  Coini}ientarii  Academiae  scientiarum  Instituti 
Bononiensis.  T.  IV.  Fa^c.  2.  Bononiac.  1839.  4.  , 
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Hwria  AUyiii  CfttinelH  Disqoiiitio  «nalytica  in  fiioctionem 


«  Preisaufgabeu 

^^^^^^^^  « 

8o€i«toi  JablonovUuift  hast  nroponit  quiMtionWy  «.  1841,  1842  et 

1843  solvendM. 
IL   E  disciplinis  phjsicis  et  matbeniiticis. 

!n  annum  1841.  Impcdimenti ,  quo  flumen  elcctricum,  quod 
vocant,  retardntur  io  trauseuncio  vei  per  corpora  liquida,  Tel  u  cor- 
poribus  liquidis  ad  sulida,  separata  comparatio  iustituatur  exacta 
meosura  iu  iis  li(|uidis  metalUsqne,  quae  maxime  in  usu  sunt  ad  ex- 
perimenta  galvanica  vel  electrocnemica.'*  ^ 

In  anmini  1842.  „Testibus  historioe  iMtbeseos  acriptoribuc, 
HtttloB  et  Cbailea,  ab  initio  saeculi  XVL  in  Genaania  slatna  al- 
l^brae,  si  ab  aequationibda  tertii  onUnis  discesserui»  tarn  pranotitt 
erat,  ut  Laec  doctrino  in  patrin  nostra  mngis  cxculta  vidcretur  qaam 
io  ipsa  Italia.  Jam  vero  ex  illo  tempore  quuni  unici  Christopbori 
Rudulfli  Javerani  nomen  et  opera  ad  aus  pcrvenerint^  qui  cxempla 
sua  e  bibiiotbeca  V  iodobooeusi  bousisse  fertur,  quaeritur  un  ante 
illnm  jam  „coiaiala«'^  germanici  fuerunt,  qui  proprio  Marte  arten 

Eimaaverent.  -^nod  ut  diiudicetnr,  opus  erit,  ut  in  Bli$iS.  inedita 
ibliotbecarum  Norinbergcnsiam ,  Vindobonensium ,  MooacenaiQin 
aliorumque  inqairatnr,  (vL  Drobiscli.  de  Joannis  Widmannt  Egv 
rani  aritbmpticn  mercatornm.    Ups.  INiO].*' 

In  annuui  1<S43.  UeceDbcantur  metliodi  gravioris  momeoti, 
tum  analyticae,  tum  synthcticac,  iüdc  a  .llongii  aehite  in  geometria 
invcutae,  quibusque  iinibus  omnium  ac  singularum  irugiier  usus  cir- 
cumscriptas  sit,  doceatur*" 

Ad  commentationes  quaaatioolbns  raaponsnras  Laünalingua,  ant 
Francogallica,  ant  Germanica  nti  licet;  cunctas  vero  luculenter  acri- 
ptas  et  paginaram  notis  signatas  esse  oportet,  Praeterea  nionemos, 
addendau)  esse  srliedulam  obsiprnafiim ,  quae  intus  nomen  auctoris 
iodicet,  babeaUpie  simul  extus  ^nscripium  gnomcn  eamdem,  quae  in 
commeDtatiuuis  limine  comparet.  Pretium  coraoieiitatiani,  quae  prae- 
mio  digua  deciarabitur,  constitutum  est  numus  aureus  vigioti  quatuor 
ducatomm.  ^nod  ad  primas  commentationes,  in  a.  l8il  Mro^Kisitas 
attinet,  eae  ante  mensit  Novemliria  bigus  anni  finem  ad  soeietatia 
b.  t.  Sccretarium,  Fr  id.  Cbrist.  Aug.  Haste»  poctr.  Bister«  An- 
xill  Prof.  ord.,  gntM  nuttendae  snnt  • 

Preisaufgabe  der  franzüsiscbeu  Akademie. 

Truuver  les  equittiuns  aux  iimitcs  que  Ton  doit  joiudre  aus 
ei^uations  indeiinies  pour  d^termioer  compieiement  les  maxima  et 
minima  des  intdgrales  multiples. 

Einlieferungstermin  1.  April  1843L  Preis  3000  Fr. 


Wollen  ffelebrte  Gesellschaften  vnd  Akademieen  mir  die  PregranmM^ 

worin  sie  ibre  rrcisaufgaben  bekannt  machen,  zusenden,  so  sollen  dieselben 
sogleich  in  dem  Archiie  zu  ihrer  weitem  Verloeitung  abgedruckt  werden. 


Digitized  by  Google 


.  45 

9  ' 

Inhalt  des  zweiten  Bandes  des  Cambridge 
Matbematical  Joornal 

f 

Plane  Geonetry. 

On  the  eleaMütary  principlea  of  fte  nppllcation  of  algebraical 

synibols  tu  Geometry.    By  Gregortj.  —  On  a  symmetrical 

form  ot  tlie  equation  to  die  Purabola.  —  Demonstrations  of  expres- 
sioDS  for  the  area  of  a  triangle.  —  Problem  ,,Given  fhe  7#^*'  part 
of  a  straight  liuc  to  iiad  tbe  part."  —  Demonstrations  of  . 

two  propcrcies  of  the  nbseistte  of  tbe  ongnUr  poiots  of  a  polygon 
cireiunBcribing  a  parahola«  InveBtigalion  of  the  general  eguation 
to  diametral  curvee.  *~  On  tbe  general  tbeory  of  äe  loci  ot  car?i* 
linear  intersection ,  —  On  the  c^eneral  Interpretation  of  eouatioas 
between  two  variables  in  algebraic  geometry.  By  W,  Walton.  — 
On  the  general  theory  of  multiple  points.  By  W.  Wallon.  — 
Simple  demoDstration  of  a  propertj  of  the  conic  sections.  —  On  the 
oziBtence  of  real  asymptatea  to  imposaible  hraDchci  of*€nrvea»  » 
On  a  theorem  in  the  fl^eometrj  of  positiun.  —  Analjtieal  deaion» 
atrations  of  Stewart'a  tiieorems,  By      JU,  EUU, 

Analytical  Geometry  of  three  dimensions. ' 

On  the  number  of  norraals  which  cao  be  drawn  £rom  a  giiren 
point  to  an  alffebraical  suriace,  By  M,  lltromem,  — *  Imrestigatiou  - 
of  the  locns  of  pointa  for  which  tiie  sum  of  the  Squares  of  the  nor- 
mals  drawn  fron  then  tp  a  eurface  of  the  second  order  is  constant. 

By  M.  Terqvem.  —  Condition  that  a  surface  should  be  toucbed  by 
a  plane  iu  a  curved  line.  —  Applications  of  the  niediod  of  sp!icrical 
co-ordinates.  —  On  tbe  perspective  of  the  co-ordiuate  planes.  -  On 
tbe  liues  of  curvature  in  au  eliipsoid.  liy  H.  JL.  ElUä,  —  (jicume- 
trical  interpretation  of  Lagrange^s  condition  ia  the  tbeoij  of  naxiaa 
and  minima  of  liinctions  of  two  Tariablea.-  —  Symm«trical  solutioaa 
of  Problems  respecting  the  Btraight  line  and  plane.  By  George 
ßooie.  —  On  Singular  pointi  in  surfiices.  By  Gregmr^* 

Algehra« 

On  the  trangformation  of  an  analytical  exprestioo.  Researchen 
in  the  theory  of  analytical  transformations,  with  a  special  apulication 
to  the  Reduction  of  the  general  eqüation  of  the  second  oraer.  By 
George  Boole,  —  Demonstration  of  a  proposition  in  tbe  tbeory  of 
aumbers.  —  Expression  for  anv  positive  integral  power  of  a  loga- 
rithm.  —  On  the  expansion  of  siues  and  cosincs  of  multiple  arcs  in 
ascending  powers  of  the  cosines  and  sines  uf  tbe  simple  arcs.  — 
Ott  Ae  ezpreiiibilliy  of  the  roote  of  algebraie  eouatioM.  By 
,iK  IMie^.  —  On  the  equation  of  paymenti.  -r^'un  the  develop* 


*)  Da  diepes  Jonmsl  wohl  in  Deutschland  nicht  so  hinfig  gelesen  wird, 

wie  es  verdient,  so  werde  ich  in  der  Folge  immer  den  Inhalt  der  einseinen 
erscheinenden  Hefte  vollständig  mittheilen.  Diesmal  nehme  ich  den  j^anzen 
so  eben  vollendeten  zweiten  ^md,  der  die  Nummern  Vl-^Xil  (Mai  1841) 
in  sich  Isssti 
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lueaL  t)l  tliy  squurft  roofs  ol  numliers  By  louliautMl  fraetioos.  Bv 
JameM  ß^Mttli,  —  Cvamplen  of  tüc  tiu^i^'üp  uethufl  of  ejimiualiou 
H8  applied  to  leri|Qi*T  Systems  of  equationit,  By  J,  J,  Sfhetfer,  — 
Praetieai  rulc  for  rc^iJucinff  u  sqiiare  riNit  iMa  a'  coatinued  fractioD. 
—  <)q  the  irrationality.  ot  c.  —  Xew  Solution  of  a  cubic  equatian. 
By  J,  Coeicie»  —  Oa  a  aiethod  of  algebraic  ^auaatioa. 

Differential  and  Integral  caleuls. 

Od  singulnr  suiiitiuns  dnd  particular  integrals  of  differenfial 
equations.  By  W,  IVaäß»,  Nos.  I.  and  U.  —  Oo  tke  failure  pf 
foraialaa  ia  the  iovcrae  processaa  4  the  diffeienlial  ealcal A.  —  On  eer* 
taia  theofaais  io  tUa  caloilai  ol  variatioofl*  George  B^Ue,  —  O  d  tha 
inteiirratioa  of  linear  differential  eouatioaa  with  constant  coefficieots. 
Ry  George  Boole,  —  Series  for  tiic  apprnxiinate  values  of  deCnite 
ititfnrraJs.  —  On  thr  Integration  of  c<»rtaiu  classes  of  diflermtial 
equiitioDs.  By  /f.  Ellh ^  Nos.  I.  aoil  II.  —  Investiijatuni  ot  th^ 
radiut»  ui  curvature  in  polar  evrves.  —  Dcmoiuiratiou  ut  a  [rropcrty 
of  l^place's  coefticients.  —  On  the  Integration  of  ec^uations  of  partiul 
difleraatialii.  B?  B^  Bretmim.  —  Kvalnatioa  of  a  dofiaito  oialtipte 
integral.  By  1).  /l  Oregortf,  ReauHrks  ou  Poiasoo'ä  proaf  tpat 
V  (/ü,  (ü)*can  be  expaaded  la  a  saries  of  LapAaca's.  faaetioDa.  — 
Demonstration  of  the  correctness  of  Fourier^s  expansions  of  fune< 
troiis  in  serifs  cousi«ting  of  sines  or  cosines  onlv.  —  On  certnia 
lllutegral^  trunsiormations.   By  ^*  BroHWist,  —  ^iote  on  tbe  deünite 

^■tegr^  m     log  («io  Oy  M,  —  Theorem  respecdng  gcperal  dlffe- 
•      a/  0 

raadalt.  Extensioa  of  a  propcrty  of  Lapla«a*a  liiactiMia  ta  ba* 
«logaMoos  faaclioaa  gaoaralij. 

M  e  c  h  a  n  i  c  s. 

On  tho  condition  of  pqiiililiriurii  uf  a  System  of  niutually  attrac* 
tive  fluid  particles.  ^  Du  u  pru^jerty  tbc  bruchystrochraue  when 
Iba  fortaa  ara  any  arbattoercr.  <— -  laTtstigatioo  af  tba  aagle  betwaaa 
the  afsidea  of  tbe  patb  of  a  projecticla  >taoving  ia  a  aurfaaa  of  ra> 
Tofaitioa,  iwben  the  orbit  is  nearly  ciffeular.  —  Oa  tba  ayaipatby  ef 
^eodulaais.  —  On  Ibe  tautaebrone  in  a  resisttng  oicdium.  —  On  the 
oiotion  nf  a  p(Mi<!iil<irM  >v!iose  poiot  of  support  is  disturbed*  ^  Oa 
the  form  of  a  beut  spring.  , 

Aatrononiy.  ' 

iDTostiffatioaa  of  Iba  variatioDS  af  Iba  Dada  aad  iadinaHoo,  *— 
OaoBetrieal  iomtigatiaa  of  iha  aberratHW  ia  right  asoaasioD  aod 
^linaliaa.     Aaalytkal  aaldlioBa  of  ^robleva  ia  plaifo  aatraauipy« 

Light. 

!>U  (hod  of  Hfidinü'  the  approximat«»  vnlut  s  ot  deiiuite  Integrals 
wbkh  üccur  iu  tbe  calcuiations  ut  diüraction,  —  Note  on  tb«  caj- 
culation  on  the  iotensity  of  light  ai  the  centre  of  tbe  sbadow  of 
a  saiall  eircular  dük«  —  Od  friDges  of  iaterfereace  prodnaed  bj 
oblique  leflecttoa  at  Ibe  snrface  of  a  saaV  aMrror.  Ify  BM.  <— 
'  »na  of  Senaten  H«Mua  Probleau. 
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Literarischer  Bericht 

(üm  (liesein  literarisrlien  Berichte  in  Rp/iig"  auf  (fie  Ersebei- 
nungen  der  inatliematiscliCD  und  physikalisciien  Literatur  in  den  ' 
Jabreo  1840  und  1841  möglichste  Vollständigkeit  zu  j^pben,  ist  in 
dieser  Nummer  oocU  Einiges,  was  früher  thetis  übersehen,  tUeiU 
vorläufig  absiclitUch  ausgelassen  worden  war,  nRchgetrageu  wor- 
den* 1d  eioer  der  fol^endeo  Nnmmem,  wenn  es  irgfend  mdgliidi 
isfi  selion  in  Nr.  IV.,  wird  eine  vollständige  üebersicbt  der  in  den 
neuesten  Bänden  —  1840  -und  1841  —  der  Scbriften  aller  gelebrten 
Gesellschaften  und  Akadcmieeii  eutlialteuen  methenintiachen  und 
phyBikaliscben  Abbaudiungeo  geliefert  werden). 


Geschiebte  der  Statliematik. 


Histoire  des  sciences  math^matiqaes  en  Italie  par  Libri.  T.  Hl 
et  IV.   8.  1841.   5  Tblr.  8  ^gr. 

Die  ersten  froher  erschienenen  Theile  dieses  Werks  sind  be« 
kannt  genug. 

♦ 

Historische  Eutwickeluag  des  Princips  der  Diffe* 
rentialrechnnnff  bis  anf  Leibnitn  von  Dr.  K.  i«  Gerhardt« 
Oiiteiprogranim  1840  des  Gymnashinis  au  Salswedel. 

Wh e well,  W.,  Cescbicbte  der  inductiven  Wissenschaften,  der 
Astronomie,  Physik,  Mechanik,  Chemie,  Geologie  etc.    Nach  dem 
.  Kn<r!iscbcn   mit  Anmerkungen  von  J,  J*  Littrow.   2  Bde  gr«  8« 
»tuttgart.  1840.   2  Thlr.  18  ggr. 


Systeme^  Lehr-  und  Wörterbtteher. 


Hoff  meist  er,  R.  H.,  Leitfaden  für  den  matbematisöben  Uli» 
terricht  in  Mitte Ischulen,  1,  %,  Oui*»  Arithmetik  md  CSoonetri«, 
1840.  gr«  8.  1  Thlr,  * 

Bndl.  5 
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Üocrk^  H.  G.,  Lehrbuch  der  MathemaUk  für  Gymoasieu.  2. Bd. 
gr.  8.  Elbiug.  lö  ggr.  (1.  und  3.  1839.    1  Thlr.  8  ggr.J 

Mattbifts,  Dr.  J.  A.«  Leitfaden  für  einen  benristiacben  Scbnl- 
nnterricht  über  die  allg^neiin'  Aritlimetik  und  die  gemeine  Algebra, 
die  Elementar -Geometrie^  ebene  Trigonometrie  und  Apollonischen 
Regelscbnitte.«  3  Hefte,  7.  Aufl..  gr.  S.  840.  Magdeburg,  1  Tblr. 

F  ran  CO  cur,  L.  B. ,  vollständiger  Lclircursus  der  reinen  Ma- 
thematik piach  ^  Originalausg.  au&  dem  Frauzös.  übers,  und 
mit  Aamerk;  nM  ZasHtzen  vers.  von  Dr.'E.  Kfifp.  1.  ^nd  3.  und 
4.  Bocb  gr.  8.  1840.  ßern.  1  Thlr.  11  ggr.  2.  Bd.  1.  Bach  1841. 
2  Tblr.  (1.  Baad  1.  n.  2.  Bncb  1839.   I^blr.  2  ggr.) 

Lehrbuch  der  augewandten  Mathematik  für  Rrn)- 
gymnasien  und  höhere  Hiirrrerschulon.  Von  ü.  1^.  Holt/e, 
ßr.  phil.  und  Collahorator  an  der  Saldero'schen  Scbuie 
zu  Braudenburff  a.  H.  Zweiter  Theil.  Statik  und  Me-' 
tbanik  fester  Körper.  Berlin.  184K  8.    ^1  ggr. 

Auch  mit  dem  besonderen  TIteh  v  • 

Lebrbncb  der  Statik  und  Meehanik  fester  Körper  für 
Realgymnasien  und  höhere  R  ii  ^I^■e  rsch  u'len  u.  S.  w. 

Dieses  Lehrhuch  der  ani;«' wandten  Mathematik  ist  liervorg-eru- 
fen  worden  durch  das  immer  bestimmter  und  unabweisbarer  hervor- 
tretende Bedürfniss  einer  grossej»  Auzabl  von  tSchülern,  schon  auf 
der  Schule  in  einen  grossem  Tbeil  der  Lehren  der  sogenannten 
angewandten  Matbamatik  mit  einer  gewisseq  Vollständigkeit  und 
mit  geböri^r  Berficksichtigung  des  Gebrauchs  Im  [»faktischen  Le> 
ben  eingetiihrt  zu  werden,  und  ist  also  auch  ein  sehr  erfreillicbes 
Zeichen  der  Zeit,  Nneli  der  Absicht  des  Vfs.  soll  dasselhc  aus  vier 
Theilen  bestehen,  von  dencD  laut  der  Vorrede  der  erste  die  bür- 

Serliche  und  Staatsrerhenkuiisi,  der  zweite  (hier  vorliegende)  die 
[f cbanik,  der  djriUc  geometrisches  Zeichnen  uad  Feldmessen ,  der 
vierte  Astronomie  nna  niatbemattsebe  Geographie  enthalten  wird. 
Der  wegen  eines  besondern  Bedürfnisses  anerst  berausgegebeoe, 
lins  vorliegende,  zweite  Tbeil  enthält  die  Statik  und  Mechanik 
fester  Körper  aiit  gehöriger  Berücksichtigung  des  Praktiscben  \^ 
zweckmässiger  Kürze.    Eigcnfliiimlif^h  ist  dem  Vf.  Melireres  in  der 
Lehre  von  den  Krattejtaaren,  der  elementaren  Durstrllinig  der  Lehre 
von  den  Trägheitsmomenten,  auch  bei  der  Bej^riimlung  des  Ge- 
setzes der  aUgemeiucu  Sckwere  u.  s.  ty.,  so  wie  derselbe  denn, 
^ie  es./Uns  spneint,  namentlicb  auch  mit  OlUck  depT^Versucb  ge- 
.  macht  bat)  mehrere'  der  wicbHffsten  Lebren  des  mecbai^iseben  Theils 
der  Physik,  die  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  und  bei  den 
physikalischen  Unterrichte  sich  leider  meistens  nur  mit  einer  blossen 
historischen  Erwälinnnj*-  müssen  abfinden  lassen,  auf  eine  zweck* 
massiere  und  zum  Theil  ele<j;ante  Weise  clementariscb  zu  heo^rün- 
den,  welche  Seite  dieses  Buchs,  wie  es  uns  scheint,  besonders  licr- 
vorgebobeo  zu  werden  verdient.    Gewüuücht  hätten  wir,  dass  der 
Tf,  auch  das  Prineip  des  Revarmonspandds  mit  an^aommen  nad 
ffeh5rig  erläutert  hütte,  uqd  aufmerksam  an  machen  wollen  wir 
denselben  sum  Schluss  nicht  unterlassen,  seinem  Boehepiala  dritten 
Tbeil  noch  eine  fünfte  die  Lehren  der  . Statik  Und  Mechanik  trofft. 
.  bar  und  ansdehnaam  flüssiger  Körper  enthaltende  tAbtheiLaaig:  hiMH 
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liifil^^,  da  der  vörliegende  zweite  TLeil  nur  die  Statik  nnd  Me- 
chanik fester  Körper  enthält.  Bei  diesem  von  uns  gewönsch^ea 
fünften  (oder  vielmehr  dritten)  TheHe  würde  der  Vf.  ganz  beson- 
ders Gelegenheit  finden^  den  gewöhnlichen  \  ortrag  der  Pbjsik  an 
vielen  Stellen  durch  eine  zweckmässige  elementar »mathemali^cbe 
Darstellnng  %u  veiroUitihdigen,  zn  wahrer  Wisseoscbaftlielikeit  sn 
ethcben«  mnd  eben  .^dadurch,  erst  reeht  fruchtbar  und  lehrrtleii  fSr 
die.Sdtüler  Bn  nachen^  So  sehr  wir  auch  den  Plan  des  Werke« 
sonst  im:  Ganzen  billiiren  ,  g-lauben  wir  docli .  dass  dieser  von  Uba 
gewünschte,  die  Lehren  der  Statik  und  .^lf  (  hiinik  flüssiger  Körper 
enthaltende  Theil  seiner  grossen  VVicliti^keit  für  das  praktische 
liehen  -wegen ,  durchaus  nicht  ieblen  duri^  wena  daa  Bi^eb  seiaeo 
Zweck  vollständig  erfüllen  Mh 

NbnTBitiix  Eiteents  de  MBthdmatiquea.  pures,  par 
Heyer,  doctenr  en  sciences,  employ^  au  d^pot  de  'I9 
giierre,   profpsseur  de  mathcmatiques  ä  l'institut  Gag* 
gia  et  a  l'uun  ersite  iihre  de  Bruxeiles*   T«  1.  Aritbm^ti« 
qiJ€.  -Brüx  eil  es.  iN41.  8. 

\:<:Der  Vf.  beabsicktigt  in  ungefähr  20  Lieferungen,  jede  wenig, 
•teoa  SM  100  {Seiten  (Preis  d  Pr.)«  eio  vellständigea  System  der  so* 
genanaitep  reifieD-Bfatheaiatik  sa  liefern»'  la  der  vor  uns  liegenden 
ersten  Ueferang>  spricht  sich  ein  grosses  sehr  löbliebea  streben 
Bach  KAe^aoz  und  möglichster  Einfacliheit  der  Darstellung  lind 
nach  einem  systematischen  und  naturgemässen  Kntwickelungsgangc 
deutlich  aus,  weshalb  wir  glauben  das  deutsche  Tnl  likum  auf  die- 
ßes  Untern (  hmeu  aufmerksam  machen  zu  müssen.  Auch  findet  sich 
in  dieser  Lieferung  manches  Neue,  wie  z.  B.  S.  llö.  ein  dem  Vf. 
«igenlibliailiohnr  Beweis  >  des  Uoooüselie»  Lehrsatzes -l&r  Facul täten  - 
iiiid'{.maneiMto..Aad«rB'  in  der  Theorie  der  Facalt&len.  'Ueber  dle- 
fol^enddn  Liefernn^en,  in  denen  steh' das  t:igenthümHehe  dieses 
Werks,  aus  dem  uns  auch  Lehrer  manche  gute  Winke  entnehmen 
sn  können  scheinen,  gewiss  noch  mehr  und  noch  deutlicher  heraus- 
stellen wird,,  werde»  wir  berichten,  so  bald  dieselben  erschienen 
sind.  Bis  jetzt  ist  nur  die  erste  bis  zu  dem  dritten  ,,Gen(^ratlori  des 
uroduits"'  überschriebcoen  Kauitel  reichende  Lieferung  zu  uuscrer 
KentttniilSiptfauigii..  Auch  wird  sieh  ttherhanpt,  wenn  erat  mehr  er* 
schienen  ist»  *  etwns  .Vollst&ndtgeres  über  den  gönnen  Plan  dei 
•Werke. sagen  lassen». .  Pik*  jetst  mag  daher  diene:  knrse  Torläa%e  . 
Anseigo  genügen. 

«  r    '  il .  i  ■       '      r    .  ♦  •  t 

•    .    .  .       -  ■ — . 

•    ■  '• 

Arithmetik. 

Wirth,  I>r.  Ph.,  firundzüge  der  Arithmetik  nebst  den  Anfangs- 
gründea  d«r  Algebra.   Bamberg,    gr.  S.    18  ggr, 

T<nt&  ^enlsiff«  inr  a'arl|bmdtii|a«  sie.  k  Pnsnge  do  commerce 
4l,4c»:fiiwnM  ii«r  Mnvlfw'llmtt.dditt^^    Pwri«.  ISfL  8.     Fh  - 
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F erber,  C,  Euseiffneineiit  du  ealcni  mentali  Striisbiirff  2e  £4it 
12.  1840.  12  ggr. 

Etementi  di  Aritmeftie«»  di  Praacetco  Soave.  Edizione  cor 
retta  golle  Mtecedenti.  MiisDo.  1841.  12. 

Produktentafel,  enthaltend  die  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8, 
9faclien  aller  Zahlen  von  1  bis  100000.  Herausgeg'e ben 
von  CA.  Brrtscli  ruidor,  Prof.  am  Realgry  m  n  asiam  zu  Go* 
tba.    Haml*ur6(  und  Gotlia.  IS'il.    gr.  8.    lü  ^gr. 

Was  diese  Tafel  eutliält^  ^leiil  der  Titel  bestimmt  an«  Die- 
selbe empfiehlt  neh  dnfch  eine*  auf  den  bekannten  Satie,  daai 
Wenn  die  niederen  Ziffern  xweter  nelsifferigen  Zahlen  voa  der 
ersten  an  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle  biu  die  nämlicLeD  sind> 
dann  auch  die  niederen  Ziffern  gleicher  Vieltacber  jener  Zahlen 
auf  o1)cn  so  viel  Stellen  unier  einander  üfiereinstimmen,  wie  ver> 
schieden  auch  die  Ziffern  in  den  höheren  Mtellen  sein  möjjen  ,  be- 
ruhende Sibr  zweckmässige  Einrichtung  uud  den  geringen  Raum 
Tou  uur  0^  Bogen,  welchen  sie  dieser  Einrichtung  zutolge  ein- 
nimmt,  dnreh  sehr  schönes  Papier,  scharfon  und  deutlichen  Druck 
und  sehr  mäasiffen  Preis  in  jeder  Beziehung,  weshalb  wir  nie  ia 
den  Banden  recnt  vieler  rechnender  Mathematiker  zu  sehen  wün- 
schen, denen  sie  gewiss  sehr  viele  Vortlieilc  und  Krleichterungea 
bei  ihren  Arbeiten  crcwäliren  ivird  ,  und  die  sich  daher  dem  Herrn 
Vf.  zu  ganz  bpsonderm  Danke  viTjtÜiclitet  tuliien  werden.  Aber 
auch  in  den  Händen  der  Lehrer  an  hohem  UnterrichtsanstaUen 
kann  und  wird  diese  Tafel  vielen  Nutzen  stiften,  da  es  für  die 
Schüler  immer  sehr  instrnctiv  sein  Wird,  urenn  sie  schon  bei'oi  er» 
aten  wissenschaftlichen  arithmetischen  Unterrichte  mit  der  Einriß« 
tnng^  und  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln  und  den  Gründen ,  anf  de* 
ncn  die  crstere  beruhet,  bekannt  2;emar}it  werder .  welches  auch 
eine  sehr  rrnfe  Vorbereifnnu;-  £U  dem  küoftigeu  (ieliraucbe  der  Lo- 

farithiiieiitatein  und  der  tris:nnoinetrischen  Tafeln  sein  wird.  £s 
at  uns  immer  c^eschieneu,  (lass  es  sehr  nothwendig  ist,  die  Scha- 
ler 80  zeitig  ats  irgend  möglieh  anf  den  hftufigen  und  wichtiges 
Gehranch,  welcher  ron  an  verschiedenen  Zwecken,  immer  nher  snr 
Srieichterung  und  Abkürzung  schwieriger  und  zeitrauhender  Rech- 
nungen construirter  Tafeln  in  allen  Tbeilen  der  .Mathematik  ge- 
mudit  wird,  hiir/iiweisen  und  ganz  besonders  aufmerksam  zn 
machen.  T\n/u  bei'm  ersten  wissenschaftlichen  arithmetischeu  Unter- 
richte neben  den  Factorentafeln  —  deren  Einrichtunc:  aber  im  Gan« 
zeu  zu  einfach  ist  nach  unserer  Ueberzeuguug  äie  Produkteo- 
tafel  dea  Vfs.  sehr  zweckmässig  «nd  vaitheiUiaft  benutzt  werden 
kann ,  wobei  auch  noch  hesonifera  der  praktische  Bautzen  f&r  man- 
chen künftig  zu  einer  BeschSlIignnff',  sei  welcher  öfters  die  Aus- 
führung weitläufiger  Rechnnsi^n  emrdert  wird,  übergehen  wollen* 
den  Sciiüler  in  AnscMaG:-  gebracht  werden  muss.  Eine  sehr  lesens- 
werthe  Eiuleituno-  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Trifelo  eröff- 
net dieselben ,  und  enthalt  ausser  ihrem  eigendirlien  Gegenstände 
auch  uoch  manche  achktzbare  Bemerkungen,  die  sich  in  den  met* 
sten  arithmetischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  Höge  der  amdk 
hei  der  io  der  Vorrede  angekündigten  sehr  verdieostlichen  Arbeit: 
nämlich  einer  neuen  und  aoi^gllUtigen  Berechnung  der  Zslihverthe 
der  wichtigsten  lu  der  gesauiten  MatheauUik  iroriLonunendcp  na* 
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nerischeo  Constatiten  und  CoefUcieDten,  nicht  ermüden,  und  sich 
nicht  abschrecken  lassen  durch  die  geringe  Anerkennung,  die  lei- 
der oft  soicLen  mühsamen  und  Zeit  raubenden  Arbelten  zu  Theil 
wird!  Der  Dank  derjenigen,  welche  die  Verdienstliciikeit  derselben, 
und  die  ungemewe  Sorii^laU  und  Geuaigkeit,  welche  aef  solche 
Arbeiten  gev^endt  werden  inisieD,  va  würdigen  ventebeD»  wird 
ihm  gewiss  na  ^Theil  werden. 

Tratte  Sur  la  th^rie  des  logarithmes  par  VaU^s.  ML, 

Ve^a,  G.,  Lugaritli misch -Trigonouietriscbes  Handbuch  hcruuäg. 
von  Hülse.  Leipzig,   gr,  8.  1840,   1  Thlr.  6  ggr. 

Steinherger,  A«>  Tafel'  der  d^rmrinen  oder  Brigg'schen  Loga« 

ritlimcn  aller  Zahlen  von  1  —  lOOÜOÜÜ  mit  5  oder  beliebis;  "7  Dcci- 
nialstcllen.  Ein  Auszug  aus  V  ega's  Logarithmisch  -  Trigouometr. 
üandb.   Regensburg.  gr.  8.  1840.  S  ggr. 

Tables  of  Logarithms,  eonmon  and  trigononietrical ,  te  ßwt 
places.  Gnder  the  superin tendence  of  tke  society  fortfae  dtffnsion  of 
nsehil  Itnowledge.  a«  1841.  3  s.  swd, 

Pour  figure  Logarithms  and  ^nti- Logarithms.  Ou  a  Card, 
1841.    1  8. 

The  Elements  of  Algebra,  preliminary  to  the  Differential  Cal- 
culus,  and  fit  for  the  Higher  Classes  of  Schools  in  whicb  thePrin- 
riples  of  Arithmetic  are  taught.  Bj  Professor  De  Morgan.  2d 
Edition  1841.   12mo.   d  s.  cloth. 

J.  G.  Hai  Ts  Differential  and  Integral  Calculas.  3rd  edit.  1841. 
8.  n  s.  6  d. 

lieber  die  Transcendenten,  welclie  aus  wiederholten 
Integrationen  rationaler  Formeln  rntstehen  von  Kum*. 
mer.  Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz. 

Trattd  dldnentaire'  des  fonctions  elliptiaues,  onvrage  destin^  k- 
faire  snite  anx  trait^s  ^l^mentaires  de  ealcnl  intdgral  par  F.  F.  Ver- 
holst.  Bruxelles.  1841.   8.   3  Thlr. 

Dieses  Werk  empfehlen  wir  allen  denen,  welclie  sicli,  ohne 
auf  die  urspriinglicheu  Quellen  zuriickprehen  tu  wollen,  mit  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  machen  wollen. 

Lehrbuch  der  Wabrscbeinliehkeitsrecbnnngen  und 
deren  wichtigsten  Anwendungen  von  8.  D.  Poieson. 
Deutsch  bearbeitet  und  mit  den  nöthigen  Zusätzen  Ter- 
sehen  von  Dr.  B.  H.  Schnuse.    Braunscbweig.  1841.  8. 

%  Thlr.  18  ggr. 

Eine  aui  schönes  Papier  deutlich  und  correct  gedruckte  gute 
€ebersetsung  von  Poissons  Becherdies^  snr  la  Prohahilitd  des 
Jogements  en  natiere  criminelle  et  en  ssati^re  eivile,  prdcdddes  des 
reales  g^n^rales  du  calsul  des  prebnbiKfe^  Paris  1837.  4.  .35  Pr.> 
•welclie  der»  üebersetiet  «it  einer  grSseera  ihnsahLvon  Zusülseii 
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vmelMa  hatv  um  di«Mlbe,  KP^e  er  In  4el»  V-omdv  Mglr,  ««.  MoeM 
Lehrknclie  4«r  W»brBcheiDHchkeitiMliiiiiifc  «lisvriiRiIeD,  nnd*^ 
durah  «ho  itf^leiefa  d««  der  (JebereetBung  gegebeoenTitel  zu  recht- 

ferticren.  Was  von  dem  Uebersetzer  herrnhrt,  ist  nicht  bestimmt 
aTi£!f<»geben ,  und  wir  können  darüber  auch  kein  g-anx  giiUifres  ür- 
theil  tatleo,  weil  uo8  dai  Original  in  diesen  AugenbUcke  zufätlig 
nicht  zur  Hand  ist. 


Meyer,  C,  Lehrbnch  der  GeonietrSe  für  Gjmnatien.  4  Bde. 
gr.  8.   Potsdam.  1840.    1  Thir.  14  ggr.  .   .  ^ 

'  •  • 

GleichmauD,  H.  A. ,  Lehrbuch  der  jebenen  Geomtrie,  ein  Lot 
faden  beim  Unterricht  in  den  Elenenten  der  Mathematik,  gr.  8. 
lieiniiigen.  15  ggr. 

Rüss,  W.  A.,  die  (.eomctrie  und  Trigonometrie.  Zunächst  für 
DifisioDsschulen  und  süiistitre  Aliiitair- Unterrichtsanstalten.  irr.  8. 
Berlin.  1840.   I  TUr.  4  g^r.  . 

Lodowicg,  J.  C.  H.,  Lehrbncb  der  Elementar -GeiMnetrie  und 

Tricronometrif  fiir  (lymoasien  und  höhere  l4ehranstaIteD.    2.  Bd. 
Ifr.  8.    Hannove  r.  1S40.    t  Thlr.  8  ggr.    (1.  Bd.  1839.    2  ThIr.) 
Gine  auätuUriichere  Aaaeige  dieses  Buchs  im  nächsten  Hefte. 

Holsapfel,  F.  X.,  Gnindlehren  der  Elementar -6enmeliie  mit 
Anwendung  aof  HereehnOBg  dfr  Korper  ua4  .VJI(ek«n..  9^  Jf^natani, 
1840,   d  gr. 

Demp,  Dr.  Q.  W.,  Handbuch  der  M^eoi;^,  M^d  npakt..  ftepmetrie, 
gr.  8.   München.  1840.    1  Thlr.  .       ^/     •        ,     '   '  ^ 

Lehmus,  Dr.  D.  E.  F.,  Lehrbuch  der  CiedmetrVe.  1.  Bd.  ^.'Anfl. 
iu.  1840.   l  Thlr.  18  ggr. 


Hincke,  I.clirlnirli  der  gcometriscbeu  Forinenlelirc,  1.  Tbell: 
Planimciribcliu  1  ormeiüehre.  Mit  9  Figurentafeln,  gr.  8.  Nord» 
hauseu.  1841.    18  cgr.         "      '  ' '    '..  ^ 

Dessen  Leitfaden  d.  geometrischen  PnrmebTehre.  1.  ThMI:' Plfr 
Formenlehre,  gr.  8.  Nordhauaen.  1841.«  0  ggr. 


Hohl,  Dr.,  Vorschule  der  reinen  Stereometrie.  8.  Tüblnirea. 
1840.   n  ggr.    .    ,         '  '  .  : 

Senff,  C.  J.,  ajatematische  Darstellung  der  fliuptsätze  d«r 
Geometrie  na  Rmium.  Bhie  '{raktdute  ^fthwchriftl  -gv«  4.'  Dornet 
1840.  2^  o 


,  •  '  Die  Geometrie  genetisch  dargestellt  färSchulen  nnd 
:anm  Selbstlinterrichte  von  R.  Simeaen^  Lehrer  der  Ma* 
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tfaein.  und  Pliyiik.  Mit  17&>Ainge4ra*kiBf  il.«l»ieiiiiiUen. 

&    Altona.  1841.    ISr  ggfr. 

Die  Art  und  Weisev  Aut  welche  man  gewöhnlich  in  der  hüUeren 
Mathematik  die  Entstehung  der  Figuren  betrachtet»  um  daraus  ihre 
OeupteigentebifiteD  kenaen  sq  lemeii,  führte  üsmji^.mii  den  Ge-  ' 
danken,  euch  die  niedere  Geometrie  durchgeMMt' ei^  i^ilnliche 
Weise  greD€tiscIi  zu  behandeln,  und  dadurch,  wo  möglich,  sowohl 
dem  Anfänger  das  £rlernen  derselben  erträs^licher  zu  mncheu,  al» 
'auch  den  Ueberg-ang  zum  Studium  der  höheren  Mathematik  zu  er. 
leichtern.  In  dieser  hier  mit  des  V  fs.  eigenen  Worten  aB^egebeuen 
Weiee<  findeti  meii  m  .der  TerUegende»»  den  Ijehrem-  der.l&tbenatik 
allerdings  zur  Beachtiwff'.uad  »enntzang  zu  empfehlenden; Sebrift 
die  Lehren  der  ebenen  Geometrie  mit  nnscliluss  der  elfsnea  Tri- 
gonomctrie  einfach  und  klar  beliandrlf,  iiiid  mödifm  wir  den  Vf. 
uns  zu  ermuntern  erlauben,  bald  eine  abnliche  Uearbcitung  der 
Elemente  ij|pr  Stereometrie  und  sphäriachea  Trigonometrie  i'oigea 
zu  lassen.  .....  f-,  .  \ 

Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der 
Ebene.  Ein  Versuch  einer  systematiscb-clcmcntarischeu 
Entwickluns;  der  sosyenannten  Planimetrie,  Goniometrie^ 
und  Tf  igouo.n^etrie,  der  Auiuuu^sigruii^c  der  uuali'tisGhcn 
Geometrie  n.  e.  w.  Von  Rudolph  Wolf,  Lehrer.  4llX  Ma». 
thematik  an  der  ReaUchale  in  Bern.  8.  Bern  und  St 
Gallen.  1841.   15  ggr. 

Diese  kleine  nur  121  Seiten  enthaltende  Schriff  versucht  — r  , 
dies  scheint  uns  ihr  eigentlicher  Zweck,  ihre  eigentliche  TeuUcnz 
und  ihr  besunderes  Verdienst  zu  sein  —  die  Ergebnisse  und  Be- 
trachtungsweisen der  sogenannten  neuern  Geometrie  in  den  geo- 
metiriaelien  ^BleaientMiiati^rrielit  eininfabren  vnd  b4  deve^lüftt  ai|] 
benntaen,  wobelaie  eich  vorzüglich  an  S  t  e i  n  e  r  anschliesst.  Wirbelten 
dies  für  sehr  verdienstlich  und  in  jeder  Beziehung  zeitgemäss,  empfeh- 
len daher  auch  diese  Schrift  allen  Lehrern,  welche,  ohne  Zeit  und 
Lust  zu  haben,  zu  den  Quellen  zurückzugehen,  dasjenige  von  der 
sogenannten  neuern  iieometrie,  was  iur  den  ersten  und  nächsten 
Zweek  des  geosetriMben'  Elewenimiuitenkbte  breadkhor 
miiehte,  in  kurser  Zeit  kennen  lefnea  nnd  Hieb  aneigne»  wollen. 
Aus  dem  Gesiohtapoinkte  einen  Lehrbtichs  betcachtet,  können  wir 
aber  die  Vermischung  der  ganzen  ebenen  Trigonometrie,  die  selbst 
die  bekannten  imaginären  ^loivre'schea  Formel u  und  was  sich  daran 
unmittelbar  anschliebscn  lässt.  aufnimmt,  und  der  analytischen  Geo- 
metrie mit  den  Lehreu  der  svuthedschen  Geometrie  nicbt  gut  heis«en,. 
indem  aof  diese  Weise  theils  der  schone  synthetische  Charakter  der. 
letatern  verloren  gehl,  theils  keine  4er  genannten  Wissenschaften 
in  irgend  einer  Art  zum  Ahschluss  .'gebracbt..ttiid  der  Lehrling  in 
das  eigentlirhc  Wesen'  derselben  gehörig  eingeführt  und  ivirklirh 
eingeweiht  wird.  Auch  möchten  wir  die  auf  3eite  49  sich  fhideude 
Bemerkung:  „Man  hat  sich  auch  vielfache  iMübe  umgeben,  die  For- 
meln 38  und  39    —  nämlich  die  Formeln  <r=|/^''-4~<;^^2^cos^ 

nnd  C09  ^sss— — ^gjr—  -t;:'*  loger^tbiifisch  sii  i^ficben»  4«  ♦v^W 

in  denselben  vorkommenden  .Summen  in  Froduete  nmanwaudeln. 
Da  jedoch  einerseits  die  durch  diese  Umwändluog  bezweckte  Ep« 
ieicbtCKMif  niiietJiiiiK  «ebeinbar  kt,  andefesseile'dUe'JSiji£übrang.?Mi 
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B&lftigrösseD,  Wortein  u.  s.  w.  Zweideutiffkelt  in  file  PofimIm  bringt, 
liDd  «ndlicb  dmb  sie  das  GcdachtniM  bedeutend  beschwert  wird» 

'so  kommen  sio  nnrli  und  nacli  hei  den  praktrsclipn  Recbnern  wieder 
ffanz  ausser  (H-hraiicli,  und  solkn  auch  hier  keine  Knfrwicklunc:  ila- 
aen"  ketnesw€g|^iinterächreibtMi.    Wer  da  weisg,  welcher  vieltaclie 
re  Gew 


und  wichtige  Gewuuch,  nameotlich  in  der  Aüiruoouiie  uud  Geodä&ie 


Ganet  imreh  solche  Hülfsaiittel  in  nanebe  Rechningen  zu  brin- 
gen crewnsr^t  hat,  wird  mit  uns  cfewiss  einverstanden  sein,  dasa  der 
hcbüier,  der  nur  irc^end  weitere  Schritte  in  der^Muthematik  tu  thun 
beabsichtig^,  nicht  zeitig  genug  mit  denselbeu  bekannt  licemai -bt  und 
in  denselben  ffeübt  werden  kann.  Auch  scheinen  uaä  dieselben  die 
trefflichste  Clehnng  in  dem  Gebriniebe  der  goniooMtriscl^  Foraeln 
dannbieten  und  letatere  des  Scbilier  am  besten  in  daM|edäcbtniss 
ttinsttprägen*  Wie  schön  ist  s.  ß.  der  Kunstgriff,  nm  welcheai 
man,  wenn  der  Winkel  aus  der  in  dieser  Form  oft  Torkommenden 
Gleichnng 

«  sin  9P  *|*  5  eos  9  =  c 

bestimmt  werden  soll,  die  beiden  HflKsgrössen  r  und  B  den  beiden 
Gieiehnngen 

«  =  r  cos  9,  Ä  =  r  siu  Ö 
gemäss,  d.  b.  mittelst  der  Formein 

'  b  a  h 

taDge=^,  r=~-^  =  ^^ 

bestimmt,  und  dann  nur  Bereebnnng  Ton  9  die  eln&ebe  Formel 

sin  (e-|-sp)Ä-^* 

erhält.  Sollte  es  hiebt  der  Mühe  wertb  sein,  den  Schüler  recht 
zeitig  mit  solchen  KuustgriA'eu  und  Bülfsmitteln  bekannt  zu  macheo^ 
Auch  glauben  wir  nicht,  dass,  wenn  in  der  Aufgabe  nicht  selbst 
eine  Unbestimaitheit  liegt,  durch  solebe  ricbtig  gebandbabte 
KnnstgriiEB  und  Transformationen  eine  Unbestisimtbeit  in  die  Anf- 
gäbe  gebracht  werde.  Lassen  etwa  die  bekannten  sefa^tnen  Formeis 

für  sin     A  und  cos     A      der  ebenen  und  spliiir ischen  Trigono- 

m<'irie  einer  Cnbeatimmtheit  Raum?  Lässt  es  nicht  vielmehr  z, 
die  Formel 

sin  A  =  ^  :  

in  der  ebenen  Trigonometrie ,  auf  die  man  dooh  am  Ende  eben  se 
gut  durch  ^  die  ursprüngliche  Entwicklung  hätte  kommen  kdnnen, 
wie  auf  die  bekannte  völlig  bestimmte  Formel  für  cos  A^  unent- 
scliieden,  oh  der  Wiukel  A  zwischen  0  und  ?K)°  oder  zwischen  90° 
und  180"  zu  nehmen  ist?  Unsere  Abnicht  war  hier  nur,  die  grosse 
Wichtigkeit  der  Transformationen  in  der  Trigonometrie  in  roög- 
Uebater  Kfirao  gegen  die  vou  dem  Vf.  ausgesprochene  Meinung  her« 
iwnuitilleD,  lugluob  aber  auch  die  Rleht^keil*  nmmrer  obigen  An- 
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•iclit,  dass  das  Seliriftchen  des  Vfs.  in  manchen  Besiebviigeii  un- 

vollstSndicr  ist  und  UDbefrictli^-t  Irisst,  tu  'beweisen,  wobei  wir  aber 
auch  uiclit  unterlassen  köoucu  uod  wolleu,  hier  Min  Srhiuss  uuch-' 
mals  auf  (ie«!«eD  im  Kingan^  angedeutete  Verdienstiichkeit  uuf- 
uierkäiiui  zu  muchen,  dasselbe  den  Leiireru  zur  Ucrücksicbtiffung 
bei  den  geometriBcben  DDterriehte  zu  empfehlen,  ond  den  v£  cn 
erttontern,  in  seinem  löblichen  Streben  die  Br^ebnisse  und^etrach- 
tangsweiaen  der  neuern  Geometrie  so  viel  als  irgend  niöglicb  in 
den  geoinetrisrlien  Elementarunterricbt  einriifiiliren ,  fortzufahren. 
Besondere  Aucrkeuüuug  verdicuen  endlich  auch  norh  <!ie  au  vielen 
Stellen  beigebrachten  historischen  und  literarischcu  ISotixeu. 

^  Prindples  of  Geometrj,  familtarly  illnstrated  and  applied  to  a 
variety  of  usefui  »urposes.  Designed  for  the  Instruction  of  yonn|p 
Perions.  By  Prof.  Ritchie.  2d  Edition.         3  a.  6  d.  clotb. 

Ergänzunt;  des  Euklidischen  Systems  der  Geometrie ,  in  Rück- 
sicht seiner  uugeuügenden  Beweise  der  die  Parallelliuieu  uod  ihre 
Eigensehafken  betreffenden  Lehrsätze,  von  L.  A.  Seeber.  Itorls- 
rnbe.  1840.  4.   8  ggr. 

Zur  Theorie  des  Kreises  von  H.  Schmidt»  Oaterpro« 
gramm  i^AÜ  des  Gj^maasiums  zu  Ealberstadt. 

Ueber  die  Eutleruuug  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  oder  Vierecke 
'  berühren,  von  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kr  ei* 
ses,  von  Dr.  Nauck.    Dsterprogramm  1840  des  GymnasiuBis  zw 
Schleuaingen. 

Quadrature  du  cercle  par  Le  Geay.   Fol.  IS-il. 

Traitd  de  gdomdtrie  descriptire  par  A^dbdm»r«  8,  Paris.  1841, 
20  Fr. 

Neubig,  Dr.  A.,  800  Aufgaben  aus  der  reebnenden  Geometrie 
und  Trigonometrie  etc.  8.   Krlangen.  1840.   12  ggr. 

Biot,  J.  G.,  Teraucb  einer  analytischen  Geometrie,  angewandt 
anf  die  Cnrven  and  Flächen  sweiter  Ordnung.  Uebers.  und  mit 
Znsatien  von  Dr.  J.  T.  Abrena*  8te  Vermehrte  Aufl.  gr.  8*  Nürn- 
berg. 1840.  2  Thlr.  1%  ^gr.  ' 

Comnl^ment  de  g^omltrie  analytique  pa^r  Page.  8«  Paris.  1841. 
1  Thlr.  8  ggr.  .  .  • 

Versncli  einer  ponul&ren  Darstellung  der  Eigenschaf- 
ten der  Cykloide  und  ihrer  Evolute  von  Tiirkheim.  Oater- 
programm  1840  des  Gyiinaiiiima  xu  Schweidnka. 
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.  Praktische  Geometrie. 

\    016  Potbenotscbe  Aufo;'abe  in  praktischer  Bezreboii|^ 
dargestelU  von  1'.  L.  Gerlinpi    8.    Miirbnrg.  1840.    8  irgr. 

I)urch  «'in  \  ersebcn  ist  diese  kleine  sehr  beachtcnswcrthe  Schrift 
in  den  tViihrmi  literarischen  Berichten  noch  nicht  angezeigt  wor- 
den.   Der  \  f.  liut  iu  derselben  die  wichtigsten  Auflösungen  des  Po* 
thei^ofMeo  Froblemg  dvrch  Kecbnung  uod  dnrch  Constniction  oder 
iteifilelit.des  MeMtisches'sttsBmiieDgeBtellt'iind  fhre'|»rakti8€lie  Branche 
barkeit  überall  richtig  geT^ürdigt.    Den  Auflösungen  durch  Con- 
atruction  ist  vorzuglieli  ein  in  den  gcoibetrtscben  Lebrbiichero  sieb 
nicht  findender  allgemeiner,  auch  an  sich  interessanter  und  bemer- 
kenswerthcr  l^ehrsatz  zum  Grunde  gelegt  worden,  auf  welchen  der  . 
Vf.  vor  vielen  Jahren  durcl»  eine  Andeutung  von  Gauss  aufmerk- 
sam gemacht  wurde.    Besouders  hervorgehoben  muss  endlich  noch 
werden^  dasa  der  V£  auch  die  Anwendung  der  M^thade'der  kleia^ 
aten  Quadrate  bei  dem  Potbenot*acben  Problem  auf  ieine  acbr  dent- 
liÜh^  Weiae  neigt,  um;  wenn  mehr  Me^sung^n  als  cur  absotüleB  Be* 
Stimmung  des  gesuchten  Punktes  erfordert  werded,  aremacbt  wordea 
sind,  die  möglichst  scharfe  Bestimmung  aus  allem  Gegebenen  nnd 
Beobachteten  zu  erhalten,  wodurch,  so  wie  iiherlianpt  durch  viele 
andere  augenscheinlicli  aus  eigner  vielfaclier  und  langjähriger  Praxis 
bervorgejgangeoe  praktische  Bemerkungen  und  Andeutungen,  nach 
ttbare^  tÜebbreeugung  die  ktelue  Sebnft  aleb  aTa  eine  fiir  den  die 
Pot^enot'ache  Angabe  oder  liei  der  Mesatiachpraxia  daa  aoffenAMe 
Riiekwärtseinscbneiden  bänfig  in  Anwendung  bringenden  ueodätea 
unentbebriicbe  darstellt  '  i  " 


Trigonometrie.  ' 


'  Trigonometrie  rectiligne  suivie  ^e  iablea  de  .logaritUmea  etc. 
par  i^ambert.   Paris.  1841.   8.   4  Fr.  50  c.  •  *  ; 

ISIeroenta  of  IVigbiitiinielry,'  add  'Tri^onOnietrieal  Attniysfs,  pre- 
liminary  to  tbe  Differential  Calcalns;  fit  tor  tbose  wbo  bav^  atonied' 

tbo  Priuci|>Ies  of  Antbrne^c  and  Algebra,  and  Siz  Booka  of  Enclid. 
By  Prof.  pe  Morgalb:  ^12.   1S41.  9  a^  öfoMi:  .       ;  ! 

Trübst,  Dr.  C  G.,  Tafel  der  Sinns,  TSng'eöten,  SeCantcn,  mit 
dt^iii  Opus  Palatinum  verglichen  und  nach  den  Differenzen  geprüft. 
Jena.  1840.    12  ggr. 
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Mechanik. 


Iii  den  SitTtnic-en  der  Petersburg'cr  Akademie  der  Wissenacliaf- 
ten  VODI  '60.  üctober  uud  18.  Derember  18-40  iiat  Herr  Ostrogradsky 
eio  Memoire  über  die  Bewegung  der  sphäriscbeu  Projectile  in  der 
Luft  vor^eleseo,  welches  für  den  g^oanuteo  Gegeiuitaud  nach  deui, 
was  bis  jetit  über  .dessen  Inhalt  bekannt  geworden,  ist,  jedenfalls 
•ehr  wichtig  ist.  ^ 


Praktische  Mechanik*. 


Wandurr.  Lebrbucli  <!or  tcrbnisclien  Mechanik.  Mit  9t  FigiK 
rentafeln.   gr.  8.   Kegeusburg.  1841,   1  Thlr.  3  gr. 

•  'Rfihlnumn,  Dr.  M.,  die  technische  Mechanik  nnd  Maschinenielire, 
aunäcbst  als  Leitfaden  für  deu  Unterricht  an  Lehranstalten,  so  wie 

auch  zom  Gebrauch  für  Techniker  jeder  Art  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  FrUcp^ralreclinung  bearbeitet.  Ir  Bd.  le  Abtil.- Sta- 
tik fester  Korper.  gr.  8.  Dresden*  1840.  21  ggr. 

'    *  •'•  '  1  * 

Deaiiae,  A.  V.,  der  praktische  Maschinenbauer,  mit  vielen  Kpf. 
^m.  5.  Bd.  8.  anedlinburg.  1840.  41.  6  Thln  4  ggr.  (1.  «..Bd. 
1839.  «Thlr.  4  ggr.) 

Ho^ffmann,  E.  Ty..  Sammlung  der  gebräuchlichsten  Maschinen, 
sowohl  zasammengesteiit  ah  in  ibren^  einzelnen  Theilen.  N.  P. 
1.  Uelt.   Fol.  Potsdam.  1840.   i  Thlr. . 

Allgemeine  MaaeLinen-EncyklopSdie,  herausgegeben  von  Hülse. 
Text  in  8*.  Z.  4.  5.  Lief,  a  1  Thlr.  «Atlasr  in  Fol.  3.  4.  UeL  k 
I  Thlr.  ie^.  Laipnig.  1841.  . 


•  Haindl,  S.,  Maschinenkunde  und  Maäcbioenzeicbnen.  2.  Lief 
gr.  4.   München.  1840.   3  Thlr.   (1.1839.  3  Thln)  .  . 


'  Poncelet,  induMrielle  Mechanik,  dantsch  beärbeitet  und  mit 
Anmerk.  begleitet  von  C^-^ : Kuppler«-  l>^4/  Lief.  gr.  8^  üürnt* 
berg.   2  Thlr. 

Description  dek  Machines  et  procöd^s  coaüignes  dans  Itn  bre- 
vets  d*inte&tion.  "PnbÜd^  par  kw  Ordrea  de  H.  lo  Ministre  du  com* 
merce.  4.  Avec  fig.  Tom«  41.  Paris.  1841. 

Cnicnls  sur  la  sortis;  du  vapenr  dans  lef:  ihuchinea  Jocomotives 
par  Joanne ney.   Paris.  1841.  8.  5  Fr.  ' 
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SchuDBcbers  astronomisrle  Nachrichten  enthalten  im  18.  Bande 
Nr.  i21  eirtcn  Aufsatz  über  Fernröiire  Mit  GiMspiegelii  uiul  4ttfM 
Vorzüge  TOD  Uerrn  Dr.  Bartuss« 


H  ft  d  I  €  r »  J.  H. ,  populäre  Attrooowie.  1—3.  Heft ,  Mit  Ttelen 
AbUiil.  gr.  8.  BerKo.  1841.  1  Tblr.  8  ggr. 

P  i  rliter,  J.  A.  L.,  Handbiirli  der  populären  Astronomie  ftir  ire- 
biideU  ätaode.   gr.  8.   1.  2.  Band.  UuedlMiharg.  1840.  ^  Thir. 

Arago'ü  populär  leclure»  oii  Astrouumy.  Translated,  wtth  ex- 
planatorj  notes,  by  Weiter  K»  Kelly.   lo41.  2  9. 

# 

Hypothese  über  die  Entstehung  des  Planeten-Sj- 
eteins  niid  des  Weltalls  iiberlieupt  von  A.  1^ Trenn.  Den- 
sig. mU  8.  12  ggr.  « 

SStruve,  Dr.  W..  vorläufiger  Bcriclit  von  der  RuBsischen  Grad- 
messung, mit  Aileriiüchster  Geuebuiiguog  auf  Verauätaltuqg  der 
Keiwrl.  Dnlvenitftt  sn  Berpet  wabreBd  der  Jebre  1821— 1&7  in 
den  Osttce-ProTinsen  des  Reichs  ausgefilbrt*  Feiio.  Dorpet.  1840 
18  ggr. 

Kederow,  W.,  vorläuGge  Berichte  über  die  von  ihm  in  den 
Jahren  1832  — 1837  auf  AUerhöchsfen  BefeM  In  West-Sibirieu  aus- 
getiihrten  nstronomisch- geograpbisclien  Arbeiten.    Im  Auftrug"  der 


gr.  8.  Petersbntg.  1840.  .  1  Tblr.  4  ggr. 

Karsten,  H.,  kleiner  astronomiaeber  AUiaiiech  für  Seeleute  auf 
des  Jabr  1841.  gr.  8.  Rostock.  12  ggr. 


Berliner  astronomisches  .lalirbuch  für  1843.  Heraus- 


bnndlnngen: 

Ueber  die^  Einriebtang  des  Jebrbucbs. 
Oeographisebe  Lege  der  Hauptaterntrerten.  . 

Aus  diesem  neueren  Verzeichnisse  tragen  wir  zu  dem  im  ersteo 
Hefte  de»  Archivs,  iiitemriseber  Bericht.  1.  S.  14.  nütgetheiltea  Ver- 
zeichnisse noch: 


Asäronoinie. 


Digitized  by  Google 


59 


Kane  des  Orts 

GeogranL.  Breite 
^  DOTdIicli 

—  südlich 

Länge  r*  Berlin 
Zeit.  +  westlich 

—  (ist  Ii  eil 

Oestl.  F/an«re  von 
Kprro  in  !>()"'0.n. 

Danzig  •  ,  •  . 
Leiden  .  .  .  • 
Jflodenft«  •  .  . 

+  54«  %v  r,o 
+  52    9  28^2 
+  44  38  52,8 

+  0  35  28,0 
+0    9  51  fi 

SO«»  W  21",0 
22    8  59,6 
28  35  36,0. 

Ueber  die  selenocentrischen  Constanten  bei  den  Stern-Bedeckuu* 
gen  und  die  Libration  des  Mond«»,  nebst  Tafdn» 

'  BemerkttDgen  über  das  Durchgangs- Instrameut  von  Ost  nadi 
West* 

4 


Physik. 

Die  Ex^cri me D [i^  s ik,  ein  geistiges  BilduugM- 
»ittel,  In  ibren  ttestebiiDgen  san  praktischen  Leben. 
Ein  Handbuch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bfir- 
gerscLulen  und  technischen  Anstalten  von  Dr.  K.  F.  R. 
Schneider,  Oberlehrer  etc.  Erste  Abtheilung:  Die  all- 
gemeinen  Bigenschaften   der  Körper.    Dresden*.  1841. 

\S\r  erlauben,  dass  auch  diese  Schrift  ihren  durch  den  Titel 
mit  binrercheiider  Deutlichkeit  angedeuteten  Zweck  sut  erfüllea 
wird.  Die  «weite  Abtheilong  wird  die  Statik  und 'Mechanik  fester 
und  ittssiger  Körper  und  die  Akustik,  die  dritte  die  Lehre  von  den 
Imponderabilien  enthalten.  Dann  beabsichtigt  der  Vf.,  diesem  Hand- 
buche einen  Leitfaden  für  die  Schüler,  und  später  die  Physik  des 
Liiftkroises  oder  die  Meteorologie  und  die  Physik  des  Himmels 
oder  die  Astronomie  folgen  zu  lassen.  Jedenfalls  liefert  aiu  h  diese 
Sclii  tl't  dem  aufmerksamen  Beobachter  auf  dem  Felde  der  muthema- 
tischen  und  physikalischen  Literatur  einen  sehr  erfreulichen  Beweis 
f&r  das  immer  bessere  Gedeihen  und  die  immer  lebhaftere  Aner- 
kennung der  hohen  V^ichtigkeit  des  mathematischen  und  phjsikaK- 
schen  Unterrichts  auch  auf  Schulen  einer  niedern  Gattung,  woran 
sich  gewiss  noch  die  schönsten  Früchte  erwarten  lassen. 

Heussi,  J.,  Experimental-Physik  methodisch  dargestellt.  B.Curs. 
gr.  8.  1840.   1  Thlr.  8  ggr.    (1.  u.  2.  1838.  39.    1  Thlr.  16  ggr.) 

Dellmann,  F.,  der  kleine  Phjstker  L  die  wägbaren  Stoff», 
gr.  8.  1840.  Menrs.  12  ggr. 

August,  K.  F.,  mechanische  Nntiirlehre.  Auszug  aus  Fischers 
Lehrbuch  der  mechanischen  Naturi.,  neu  bearbeitet.  .2^  Aufl.  gr.  8, 
Berlin.  1840.   1  Thlr.  6  ggr.  • 

Fischer,  £.  G.,  Lehrbuch  der  mechanischen  Naturlebrey  .heu 
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bearbeitet^Ton  E.  F.iAvgiili  4.  Atil.  gr.  8^  tTUt.  1.  18972.  IM. 
5  Thlr.   •  •  •  , 

Fladung,  J.  A.  F.,  tK)puiäre  Vorträjre  über  Phyik  -^r  DmMb» 
VVien.   2.  Aufl.   12.  1840.    1  Thlr.  12  ggr. 

FigorentafelD  zur  Physik  nebst  ausführlicher  Erklä- 
rang.  Für  Freunde  der  Wieteniebaft»  intbeeondere  ffir 
Gvmiiusicu  und  Realschulen.  Ton  6*  LaaCeschl äger. 
5.  Heft.  Das  Licht.  ^  Figoraa. .  Darmstadt.  1841.  & 
1%  ggr. 

Zweck  und  Einrichtung:  dieser  FigurentatVIii  sind  aus  den  frii- 
her  erschienenen  4  Heften  hinreichend  bekauut.  Das  sechste  und 
letzte  Heft  wird  Electricilät  uud  Mu^netiämuü  enthalten. 

Leh'rbneh  der  Physik  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalten von  G.  Lam^  Dentseh  bearbeitet  und  mit  des 
nÖthigeo  Zusätzen  verseben  v,on  Dr.  C.  U.  Scbnuse.  Drit- 
ter Band  (Electricität.  Mag-netis mus.  Electrod jnamik. 
Physikalisehe  Aufgohen)  Oarntsiadt.  1841.  8.  2Thlr.  12fir^r. 

Die  uii^ehanpfte  Sammlung  pliysikal isolier ,  fast  sämmtlicli  auf 
matbematiicueoi  Wege  zu  lösender  Aui^ubeu,  ist  sehr  lehrrcicL 
nnd  'kann  Lehrern  besooders  empfohlen  werden. 

Gehler,  J.  S.,  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbeitet  ?•! 
Brandes.,  Gmelio,  Littrow/  Muncke,  Horner  und  Pfatf,  mit  vielen 
.Kölnern  0.  B.  3.  Ahfh.  p^r.  8.  Leipzig.  1840.  3  TUr.  H  m.  (1  bU 
9.  B.  1.  2.   1825—3«.  kosten  48  Thlr.  15  ggr.) 

I  El^meus  de  Pbysique  par  Person.  Paris.  1841,  8.  Les  2 
Valaoies.  n  Fr.  • 

fifayr,  G.,  Abhandlung  über  Electricität  und  sichernda  Bfilub- 
Mer  fdr  jedes  4fiebAude.  2.  Aufl.  8«  München.  1841.  8  ggr. 

Schmidt^  Dr.  C.  H..  Unterricht  Uber  Mac^netismus,  Elektrieuät 
und  Elektromagnetismus.  Nehst  Beschreibung  aller  neu  erfundeoea 
«lektromaguattMlien  Hasdhinan.  8.  Leipzig.  1841.  8  ggr. 

Henrioi,  F.  C,  über  die  Eloktrioitat  dir  galvaaiaehen  Kvtt». 
.  8.  Gältingan,  1840.   1  Thlr.  i  , 


Kämtz,  Dr.  L.  F.,  Vorlesungen  über  Meteorologie,  gr.  8.  iM 
jaallc.   2  Thir.  12  ggr. 

Kleefeld,  0r.,  Meteorologische  *  Beobachtungen  angestellt  si 
in t.daa  Jahren  <1831r-38.  gr.4.  Dansig.  18|a  •IThlr.  Sgr* 

Stiefel,  Pb.,  Jahrbuch  der  Witterüngs-  und  Himmelskunde 
BeBtschlaad  i»  ilahre  ^840, .  .gr.  8...  Karlsrake.  1  Thlr. 

Resultate  ans  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereios  to 
Jahr  1839,  bcransg.  von  C.  F.  Gauss  und  W.  Weber,  gr.  8.  Leip 
«ig.  IMD.  I  Thlr.i^  ggr.  .  . 
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.    Agasüiz,  L;y .  Ujiteräucliuiigeu  üi>er  tiic  0161801101*5  <Kr^  6^  m\t 


Difti  neuen  Veränd«rungen  der  u]iorgao-i'ache.ii  Well 
«der  GeBcb ich  te  der  durch  (Jeberlieferuug  nachgewiesen 

D*en  E i  n w!  r  k  H  oge n  de s  Wassers  mi  d  des  Feuer s  auf  die 
O  e  s  t  H 1 1  u  D  des  t'e  s  f  c  n  T I»  e  i  I  s  d  e  r  K  r  d  e ,  z  u  r  K  r  1  ä u  t  e  r  u  n  g 
geoloe^ischer  t^rschi- in  un  ^eu.  Voo  Carl  Lyelk  A.d.  Eügi. 
V.  Carl  Uartinann.    Weimar.  8.  ^2  TUr.  20  ggf,, 

'  ■    »  ..■      •  ■  •  , 

£tedes  g^ologiifttes  dm  les  Alpea  pav  Jf.  L.'A*IieekfSjr»>  ' 
18.1841.   8.   4  Thlr.  .     -if  •  ..i- 

Scheint  für  die  Geulogie  der  Alpen  wichtig  su  i^ein« 


1 1  I 
•  * 


Bergbaus^  Dr.  H.,  Sammlung  hydrographisch. physikalischer 
Karten  der  preussischeu  Seefahrer.  1.  Lief.'  3  üi.  Imp.  Folio.  Eres* 
lau.  1841.    10  Thlr.  12. 

Berghaus,  0r.  H.,  physikalischer  Atlns,  5.  6.  Lief.  Folio.  Gotlm. 
1840.  4  Thlr.  —  (1—4.  Lief.  1838.  1830  kosten  8  Tblr.) 

« 

•i .  Cosmolof^ie  ]divsi(jMe  pur  Paten    8.    Päris.  1840,  l'»  -  l 

Cours  de  majriietisuie  par  Üupotet.    8.     Paris.  18 iO. 
'  De  l'air  copipriote  par  Andraud.  H.  2de  editiou  8.  ParU.  1840. 
3. Fr. 

biscburs  sur  la  conditido  physiqueile  la  terre  aar  Regnated.  8. 
Paris.  1840.  f  ^ 

Exposition  du  syst^ilie  dies  verits  parDartigue.  4.  Patis.  1840. 
Introdtictibn  au  magn^tisine  pnrGantlncr.  8.  Paris.  1840» 6 Fr. 
Memoires  mj*t»^oroI(»2-if|iiPH  par  Morin.  8.  Paris.  1840.  -  *'• 
^iutioITS  phvsiijuejj  par  N  a  i  n  t  e  -  B  e  u  v  e.  8.  Paris.  1840. 
Opuscules  sur  les  scieuces  pli vsiques  par  D  e  s  v  a  u  x.  8.  Paris  1840. 
I.ia  Physique  populair,e  par  Levj.  8.   Paris.  1840. . 
,  Recueit  de  m^nohres  de  phvsiqöe  par  d'Bombres  Pftnas.  8» 
Paris.  18iO.  .  '   \'  ^ 

Trait^  ^Idmeotaire  de  Pdlectricit^  par  Becqucrel.  8.  Paris.  1810. 
Traitd  tf e  Paction  do  fluide  ^lectrique  par  W  a n n  er.  8;  Paris.  1840. 

Bulletin  des  sciences  phjsiqoes  et  naturelles  en  ]\eerlande,  r^«* 
diff^  par  F.  A.  W.  Miguel,  C.  J.  Mulder  et  A.  W.  Wenckenbach. 

1810.  6  Lmalsons.  gr.  8.  ütrecltt  4  Tlilr.  ,    '  * 

•  *  '  >  ,  -  ■  "... 

.  .^r^herättelse  ,om  Framstegeu  i  Fysik  och  Kemi  afgifren  den 
31  Warn  184Qj  af  Ja«.  Barxef  ip«.  Türsta  I^fn.^tbcU,qlm^  1841. 
1  Rdr. 


Yermischte  Schriften. 


Trausactioos  of  thc  royal,  etc.  Transactions  de  la 
Socidtd  Bojale  d'£dioibourg,  vol.  XIV.  partie  2e,  1840, 
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Eilim bourg,  IB  4.*)  R^ultats  d^observatioos  faiteä  uvec  Vam- 
momktn  de  M.  Wliewell»  par  IL  ioho  Rankine.  —  Sur  la  covlear 
*de  la  vapeur  et  da  Tataioaphere  tlaoi  certaiaet  eircoastanees,  par 

M.  J.  D.  Furbes.  —  Sur  les  foroialef  de  Fresnel  pour  PiDteDsit^ 
de  la  lumiere  refl^cbie  rt  r^fractc^c,  par  M.  P.  Rellaiid.  —  Rechcr- 
clics  8ur  los  propritMos  uDalogue»  dfs  coordoDD^s  des  sectenrs 
elliptiqueä  vt  liyperboliqueö,  par  M.  VV.  Wallace.  —  Sur  la  dimioutioa 
de  la  teinperuture  avec  la  bautcur  daas  Tatmosphere  suivant  les 
dkff^rentes  saiion»  de  l'ann^e,  par  M.  J.  Forbes.  —  Sur  la  tbdorie 
da  flot,  par  M.  P.  Kellaad.  —  Sfit  le  caicul  diffdreatiel,  par  M.  P. 
KellaDd.^  Solution  d*ttae  dqnatioir  foactUinelley  avec  applieatioa  an 
^ralUlo^^ramme  dei  forcei  et  aax  eonrbes  d'^quilibratioa»  par  II. 


h  WaiUe«. 


Preisaufgabeo. 


Preisaufgabe  der  Kuaigllcli  Dänischen  Geaeilscbaft  der 

Wissenschafteu  iür  1842. 
Cum  proprietaa  funotionum  transceudentium.  quae  contioentur 

in  bac  Ibroiula  d — — ,  ubi  P  est  functio  rationalis  et  H  fiiaetio 

inteccra  ipsius  tantuin  quatemis  «t=2,  disqiiisitioni  partim  ffeoe- 
raii  partim  speciali  subjectae  t'ueriut^  cupiC  ssocietas  praemiu  :>uo 
tractatioaeia  generaleB  naiyeraae  buju  laactipnani  clas§is  provo- 
eare,  tbeoreaiaCi  de  ipsamm  aoBnatione  superetmctam ,  et  t^aidefl 

ejus  similein,  quae  jam  in  Speele  e«,  oM  nrHt^  a  cL  Jacobi  (INsr. 
Crell.  IX.  p.  394)  institata  est 

Allgemeine  Bestimmungen  wegen  Erflioilung  des  Preises: 
In  qiuiestionibus  tractandis  sermone  I^atiao,  Gallico,  Adct^'^o, 
GernHuiico ,  vSuc  cIco,  Danicove  uti  licebit.    Commentiitioiies  uoian- 
dae  eruut  uuu  uamine  scripturia  sed  tes^cra  uiii^uu,  udiicicadat^ue 
ebarta  obsigoata,  eadem  tessera  aotata,  quae  scnptoris  noinen«  or- 
dinesi,  doaiieiliaaiqtte  indicet   Qiii  societati  adsenpti  snnt  it.  ia 
inperio  Daaico  babilant,  certantine  abstinebunt.    Qui  in  naa  ex 
propositis  qnaestionibus  solvenda  satisfecerit,  ei,  ubi  aliud  praemioB 
nominatum  non  est.  praemii  loco  tribuetnr  nnaias  aureus  sacietatisy 
50  ducatos  Dan i cos  pretio  aequans. 

Commentationes  intra  exitum  mensis  Aug^usti  18V2  .Innnni  Chri- 
stiano  Oersted,  <^ui  hucietati  ab  epistulis  est,  trausmiääae  esse 
debebttat 


*)  Aasgezogen  aus  L'Institut»  Ire  Seetbn*  No.  888.  8.  Join  1841*  p.  198. 
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Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Ldir-  und  Wörterbttdior. 


■'  Leitfaden  für  ^ineo  beorUtiscfaeD  ScIinliiDterrielil 

über  die  allgemeioe  Aritbmetik  und  dio  gemeine  Alge, 
bra,  die  Eleinentürgcoinetrie,  ebene  Trigonometrie  an4 

d  i  p  A  {)  ü  1 1  o  n  i  8  c  h  e  n  K  o  2"  o  1  s  r  !i  n  i  1 1  c  von  Dr.  .J  o  !i ;«  n  ii  An- 
dreas M  iittli  1  as.  Siclutite  Aufluge,  oacli  dein  J'otle  des 
Verfussers  revidirt  uud  Ii cruusgegebeo  von  J.  ileuuige, 
Prof.  * 

Erstes  Beft.  Die  Elemente  der  allgemeinen  Aritk-* 
metik  und  gemeinen  Algebra.    Magdeburg.  1839. 

Zweites  Heft.    Die  Planimetrie.    Magdeburg.  1840. 

Tcbfr  pin  in  der  siebenten  Auflage  ersebeiuendes,  in  vi^]e^ 
Tausend  Kxemplarcn  verl»rcili'(es  l^ehrbucli  eines  um  die  1>(  Icbmig 
des  mutbematiscben  ScLulutiterricbts,  so  wie  auch  um  das  gerammte 
preussiscbe  Schulwesen  überhaupt,  insbesondere  in  der. Provinz 
Saebsen,  bocbFerdienten  Verfassers,  an  welchen  sieh  alle,  die  ihm 
nahe  zu  stehen  das  Glück  hatten,  jederzeit  mit  der  grössten 
Freude,  Oankbarkeit  und  l^iebe  erinnern,  hier  ein  Urtlieil  frillen 
oder  eine  Relation  liefern  zu  wollen,  würde  in  jeder  Beziebuug  un- 
ongemesscn  und  unstatthaft  sein.  Vichnelir  wird  die  kurze  Anzeige, 
, da&s  bis  jetzt  wenigstens  von  den  beiden  ersten  lieflen  die  sie- 
bente Auflage  ersenienen  Ist,  genügen,  um  zn  zeigen,  dass  dieses 
Lehrbuch  immer  noch  fortfährt,  zur  Beförderung  eines  gründUchen 
mathematischen  Unterrichts  nut'  höhern  Lehranstalten  beizutrai^en. 
Dem  Herrn  Herausgeher  gel)!il)rf  abor  das  Zeugniss-  dass  pt  eifrig 
bemüht  gewesen  ist,  das  V\  erk,  ohne  dessen  allgemeinen  Charakter 
zu  verwischen,  dem  Zweck» welchen  der  verstorbene  Verf.  durch 
•dasselbe  zu  erreichen  heabsichiigte,  immer  näher  zu  führen  und 
gemässer  einzurichten.  In  dem 

Jahrbuch  des  Pädagogiums  des  Klosters  unser  lie« 
ben  Frauen  in  Maffdeburir.  Neue  Fortsetsunff.  Viertes 
Heft.  1840. 

hat  der  Herr  üerausgeber  eine  voriäuJlge  Probe  seiner  neuen  Be« 
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arbeitBDg  mitgetheilt»  and  in  einem  Vorworte  etoe  Anzeige  von 
derselben  gegeben,  svffleich  iincli  io  diesen  Vorworte  dem  Terstor- 
beneu  hocnvcrdienten  Verfasser  ein  schönes  Denkmal  gesetzt. 

In  der  llutVuung,  dass  auch  die  Sfrroorijofrie,  die  Trig"onome- 
tric  und  die  Keprelschnilto  hald  in  einer  nein  ii  Bearbeitung  durch 
den  Hcrru  Heruusgeber  erscheinen  werden,  vviinäclien  wir,  dass  iu 
diesem  Lehrbuche  das  Andenken  seines  hochverdienten  \erfttssera 
noch  lange  fortleben  und  das^lbe  immer  kräftig  daxa  beitragen 
möge,  duss  dem  mathematischen  Unterrichte  die  lebbafteste  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  für  die  allgemeine  und  allseitige 
Ausbiiii tin^  des  jugendlicl.en  Geistes,  welche  demselben  in  jeder 
Beziehung  so  sehr  gebührt,  stets  erLulteo  werde. 


Arithmetik» 


T^ehrbuch  dier  allgemeinen  Arithmetik  für  die  obern  Klassen 
der  Gymnasien  von  C.  Scher ling,  Lehrer  der  Mathem.  und  Natnrw, 
am  Catbarineum  in  Lübeck»  Lübeck.  1^1»  8,   Id  ggr* 

Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra  in  System,  Commeutar 
und  Anwendungen  als  Lebr-  snd  üebuDgsbuch  für  die  mittlem 
Klassen  böberer  Lebranstalten  und  zum  Gebrancb'  fiir  Hauslebrer 
und  beim  Selbstunterricht  dargestellt  von  F.  II.  Müller,  Prof.  am 
Gymnasium  zu  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  und  letzter  Tbeil. 
Potsdnm.  mi.    &    1  Tblr.  irirr. 

Der  erste  Tbeil  dieses  selir  viel  Gutes  enthirltendcu  liuchs  ist 
im  Julirc         iu  Uemselheu  \  erläge  erschienen.  Preis  1  Thlr.  4  ggr. 

Finck:  Traitd  ^Idmentaire  d'Aritbmdtiqne.  Strasbonrir.  184L 
8.  3  Fr.  50  c 

Truitc  eletncntairc  de  In  th^oric  des  functions  et  du  calcul  in«, 
fiDitcsimal.   Par  Cour  not.   2  vol.  in  8.   Paris.  1841.   10  Fr. 

Auf  der  üniToraitSt^  an  Lund  sind  Benerliebst  die  folgenden, 
matbematiscben  Dissertationen  —  sftmmtticb  analytiscben  Inhalts  — * 

erschienen: 

Praecipuarum  Functioniim  Trigonometricarum  per  Analysrn  In- 
üaitürum  Kxpücntio.     Pract».  Jon.  Brag,   Astron.  Prof.;  Respp. 
Lorenz  Theodor  Bager,   Arvidus  W.  Brag   et  Magnus 
-  Fredericus  Brng.   P.  I— III.    Lundae.   (24  S.  I.). 

Regaine  Derivandi  gencraics.  Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Matb. 
Prof.;  Rcsp.  Job.  Gustaisson.    Lundae.    (8  8.  i,J. 

Rejynlae  simplitih  i  ilillereiitiandi  fi^encrales.  Praes.  C.  J.  D. 
Ulli,  Math.  Prof.;  Ucä^'p.  A.  G.  Tausou  et  €.  F.  MaumauD. 
Lundae.  (S.  9—24.  4). 
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Reffulae  Tariabiliter  di£feretitiaDdi  generales.  Praes.  C.  J.  D. 
Hill,* Math.  Prof. i  Resp.  J«  A.  B e r g h m « n.  Lttndae.  (S.2&h-34. 4>). 

^  Kegulae  variabiliter  et  independenter  diÜereutiuudi  geoerales. 
Praea.  C  J.  D.  Hill,  Math.  Prof.:  Resp.  J.  Rodhe.  Luodae. 
(S.  33—40.  4.). 

Dis(|uisitiü  Acadcmtca,  Integrationein  Aequutiouis  cujusdaui  Dif- 
fercutialis  exhibens.  Praes.  V.  J.  D.  Hill,  Mutk.  Prof.;  Resp. 
C  A.  Eh ren,8värd.    Luiidae.  (16  S.  4.). 

lutroductio  in  Elemcutarein  Functionum  Kllipticanim  TbeoriaiD. 
Praes.  C.  J.  D.  Hill,  iMatlu  Prof.;  Resp.  P.  E.  Gulin.  P,  XIII. 
Lundae,   (6.  97—104.  4.). 


CSeometrie. 


Geometrischer  Kursus  für  die  oberen  Gymnasial- 
Klassen,  enthaltend  Planimetrie,  Stereometrie,  ebene 
uod  körperlicheTritfoDoraetrie,  mit  vielen üebungsani^ 
graben«  Von  J.  J.  G.  Hartmann.  Oberlehrer  am  K,  Andrea- 
Bum  CO  Hildesbeim.  iHildesbeim.  1841.  8.    1  Thlr.  16  ggr. 

Ein  gutes  Buch^  welches  zugleich  den  Beweis  von  dem  j^iitcn 
Zustande  des  mathematischen  l^ntcfrichts  auf  (H»m  Gymnasium,  an 
welchem  der  A  erf.  arbeitet,  liefert.  Die  vielen  l  ehung-saufixahen, 
auf  die  auch  schon  der  Titel  hiu weiset,  sind  jedeufaUs  eine  sebr 
dankeuswerthe  und  zweckmässige  Zugabe.  , 

Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  uod  Trigoaome» 
trie  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten  von  J.  E. 
H.  Ludowieg",  Artillerie-Capitain  a.  0.,  Oberlehrer  der 
Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Zwei- 
ter Tbeil,  die  Stereometrie  und  sphärische  Trigonouie- 
trie  euthuitcud.    Hunnuver.  IH'ii).    8.  . 

Der  In  Jahre  1839  io  eiaer  zweiten  Auflage  erschienene  erste 
Tbeil  dieses  durch  leicht  übersichtliche,  naturgemässe  systematische 
Anordnung  und  eine  sehr  klare  und  gründliehe  nach  einer  gewis- 
sen Vollständigkeit  und  Ausführlichkeit  strebende  Darstellung  sich 
Vortheiütaft  anszeirlitjen<!en  T.chrbuchs  enthält  die  ebene  Geojnetrie 
und  ehcuc  Trigonometrie,  uud  diese  beiden  Tbeil«'  bilden  nun  mit 
dem  im  Jahre  1835  ebenfalls  schon  iu  eiuer  zweiten  Auflage  er- 
schienenen 

Lßhrbucbe  der  Arithmetik  und  der  Anfangsgründe 
der  Algebra  tiir  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten 
desselben  Verfassers  ein  Ganzes,    Wegen  der  schon  oben  s^eriibm- 
ten  AustüliilichkeiL   uud  Vollständigkeit  der  Darstellung  scheinen 
sich  diese  Lehrbücher  vorzugsweise  für  deu  i^elbätuoterricbt  und 
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zum  Gelmiiirlio  iJes  I..elirrrs  tu  rirriicD,  wozu  sie  wohl  auch  c!er 
Verf.  nv\\)it  huuptsürhiich  hestimmt  hat,  da  er  scboo  früher  ftls  Lieit- 
iuilt'U  tur  die  Schüler  heruu<>gegeheo  hat:  ^ 

Erster  Curius  der  reinen  Mathematik,  enthalteiid:  die 

A  n  fa  iMjTs ^rü  ud e  der  Arithmetik  und  \!p:ehra  und  der 
f  Im' ti  (■  II  if  e  o  tiH' t  r  i  Z«im  Gehraurlio  als  Leitfaden  beim 
m  a  l  ii  ('  III  a  t  i  8  c  Immi  T  n  t  e  r  r  i  c  Ii  t  e  a  u  f  Ii  o  Ii  e  r  r  n  L  e  Ii  r  a  ii  s  t  .t  1  t  c  n, 
iuähetiouderc  für  die  mittleren  Klassen  der  G^  muüsieo. 
Raiino?er.lS37.  8.  22  ggr. 

Lässt  der  Verf«  nun  in  ähnlicher  Weise  noch  einen  4(urzeii 
Ldeilfadeo  der  Stereometrie,  ebeeen  uod  sphärtsebeo  Triffoaonetrie 
erscheioeD,  so  wird  er  aacb  uaserer  Oeberaeugung  für  die  BedSrf- 

aisse  der  Schüler  und  Lebrer  auf  eiae  sehr  zweckmässige  Weise 
gesorgt  haben.  Die  erschienenen  neuen  Auflagen  des  l^^ehrbuchs 
der  Arithmetik  und  des  ersten  Theils  de«?  r>elirl)uclis  der  Geometrie 
und  Tri^-onometric  küniKn  wohl  zu  U(mii  Sciiiusse  bereclit li^fiK 
da.ss  diese  Lehrbücher  auf  vielen  l^eliranstalten ,  vorzüglich  in 
Hannover,  gebraucht  wer«leü,  und  Iteieru  daher  zugleich  den  fiir 
aas  wenigstens  iaiaier  bocbst  erfrealiebeo  Beweis  Toa  dem  gutea 
Znstaade  des  iaatbematischea  Uaterricbts  auf  daa  baaadferacbea 
(yymnasien  uad  andern  höhern  Lehranstalten.  Zur  Herausgabe  eiaes 
Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  wird  sich  der  Verf.  wahrscheinlich  nur 
entschliessefK  wenn  auch  diese  Lehre  einen  Theil  des  mathemati- 
schen Unternclits  auf  den  hannoverschen  Gvianasien  ausmacht,  wor- 
über eine  niiliere  Keuntoiss  uns  aliüfelit.  Das  neuerlichst  erst  Ii ie- 
nene  für  das  Audreaoum  ilildesheim  bestimmte,  vorher  auge- 
xeigte  Lebrbneb  voa  Hartaiaaa  eatbilt  ^er  aacb  bloss  die  roa 
Harra  Ludowie|if  baarbeitetea  geonetriscbea  Tbeile»  aäailicb  Plaai- 
metrie»  Stereometrie»  ebeae  und  körperücbe  Trigoaometrie. 

Lehrbnrli  fl e r  Kl e m  e n targeo m e trie.  Zum  Gebrauche 
für  höhere  Ii  11  r  LT  e  t  seil  u  !  e  n  und  Realanstalten,  so  wie 
zum  Sei  liststu  d  I  u  m  bearheitet  vnn  F.  liumnier.  Erster 
Theil.   Ebene  Geometrie.    Heidelberg.  1S4L    S.    14  ggr. 

Ancb  dieses  Bittb  eatbätt  ia  eiaem  Aabaage  eiae  grössere  Aa- 
aabl  tbeils  dareb  Coastructioa,  tbeila  darcb  Recbaaag  au  lösender 
geematriseber  Anfgabea. 

Wöckel,  Dr.  f>. :  Formeln  und  Aufgaben  zur  Stereometrie  für 
Gymnasien,  Gewerbscbuleu  und  zum  Selbstunterricht.  Nürnberg. 
IJ^l.   12.   6  ggr. 

Feraier:  G^aidtrie  dl^meataire.  5me  dditioa.  ftria.  1S41. 
R  2  Fr.  50  c. 

Steiner,  Dr.  Maor.:  de  loco  geometrico  ceatri  lineae  reotae 
dctiuitne  cuiusdam  longitudinis ,  cuius  termini  in  periphcria  lineae 
secundl  ordiuis  morentur,     Dissertatio.     Vratislaviae.  1841.  4. 

Pragramm,  wodureb  au  der  öffentliebea  Prüf  aar  der 
$Htlar  dar  Petrisebule»  welcbe  Freitag  dea  2.  Octo- 
b^4>  t^lil  gebaUan  werden  sali«  ergebcnat  einladet  F. 
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Strebike,  Köpigl.  PtoC  and  IXirector- der- Petrlgchnle* 
Danzig,  gedmokt  in  der  Gerbard'selien  Officin* 

Dieses  sehr  leseDswertbe  Progromm  eotbäTt  als  mssenschafU 

liehen  Theil  eine  analytlsclie  Auflösung^  der  sclion  von  Apollonius  * 
im  5teu  Itucbe  seines  Werks  über  die  kegelsclinitte  geometrisch 
behandelten  Aufgabe:  Aus  einem  in  der  Kbene  eines  KegeU 
sckuitts  gegebenen  i'uukte  Normalen  an  den  Kegel« 
scbpitt  SU  cönstmiren,  von  Herrn  Professor  nnd  Director 
Streb! ke  zu  Danzig.  Ansserdem  tbeilt  Herr  Director  Stcehlke 
nxd  12 — 16  unter  der  Ueberscbrift:  Pädagogiscke  Mitthei- 
lungen eine  Anzahl  von  Aiifjjaljrn,  Lehrsätzen  u.  s.  w.  mit,  die 
im  (jntcrricbte  wirklich  vorgekummeu  sind,  und  sich  in  irgend 
einer  Weise  als  anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Ju- 
venil gezeigt  haben,  und  macbt  zu  ähnlichen  Alittheilungen  in  den 
iolgenden  rrogrammen  sehr  erfrenliche  Hoffonog,  eine  nach  unse« 
rer  Ceberzeugung  treffliebe  Einrichtung,  die  wir  den  Verfassern 
•von  Programmen  an  andern  Lehranstalten  dringend  zur  Nachah- 
mung cmpfeblen  möchten.  Wir  werden,  wie  wir  dies  schon  diesmal 
oben  mit  den  von  Herrn  l)irect<»r  Strchlke  iu  dem  Programme  von 
1840  mitgetheilten  Aufgaben  (für  jetzt  wenigstens  zum  Theil)  g^ücbt 
baben^^  solche  Mittbeilungen  immer  gern  im  Archive  wieder  aboriieken 
lassen,  um  dieselben  der  Vergesseoheit  zu  entreisseo,  welcher  leider 
nur  zu  oft  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Buchhandel  kommende 
Sclirlften,  wie  Programme,  Dissertationen,  u.  s.  w.  anbeira  fallen. 
Bemerken  wollen  wir  i)ci  dieser  Gelegenheit  endlich  noch,  dass  iu 
dem  Programme  der  Petriscbule  zu  Danzig  vom  .lal»re  1N30  Herr 
Director  Strehlke  die  Beuchtuug  der  Lehrer  der  Muihemuiik  sehr 
verdienende  Bemerkungen  iher  den  Elementar-Unterriekt 
in  der  Geometrie  mitgetheilt  hat. 

De  chordis  linearum  et  superficierum  secnndi  gra- 
diis.     Dissertatio  quam   scripsit  etc.    C.  G.  U.  Jirandes^  , 
Phil.  Doct.  et  AA.  LL.  M.  Lipsiac.  18il.  4. 

Def  V  erf.  dieser  guten  Habilitationsschrift  i^t  ein  Sohn  des  treff- 
lichen, den  Wissenschaften,  seinen  Schülern  und  Preui|den  leider 
zu  früh  entrissenen  H.  W.  Brandes.  In  dem  ersten  Kapitel  wird 
der  folgende  üir  alle  Kegelschnitte  gilltige  Lehrsatz  bewiesen: 

Si  per  quamcunque  sectionfnj  conirnm  (generatam)  chordne  de« 
scriptae  eaeque  ad  uuum  quudcunque  puuctum  omnes  directae  sinit, 
earum  chordarum  centra  in  sectioue  couica  (generante)  jacent,  quue 
per  eommune  chordarum  punctum  (originem)  et  per  ceotrum  datae 
^ectionis  conicae  transit,  et  cujus-  centmm  inter  modo  memoratn 
dtto  puntta  medium  locum  tenet.  Sl  generata  eliipsis  aut  parabola 
est,  generans  Hnea  similis  et  similiter  posita  est.  8i  generata  hy- 
perboTa  est,  generans  f. st:  1)  hjperl)ola  similis  et  similiter  posita, 
si  oriöfo  in  eodem  cum  generata  asyinprotdruiu  juigulo  jacet;  2)  par 
liuearum  rectarum  ad  asjmptotos  parallciarum,  origo  in  asympto- 
tis  generatae  usquam  posita  est;  3)  hjperbola,  cujus  asjmptoti  ad 
generatae  asymptotos  pamUelae  sunt  sed  cujus  diameter  principalis 
cum  diamctro  generatae  rectos  angulos  facit  (hyperboln  eonjugatae 
similis  et  similiter  posita),  si  origo  in  eo  asymptotorum  angulo 
sumta  est,  qui  generatam  non  continet. 

In  dfm  zweiten  Kapitel  wird  hieranf  dieser  Lehrsatz  zur  Her- 
leituDg  eiuiger  Fundamentalsutze  dar  Lehre  von  den  Kegelscbnit« 
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4f>r  ^<*^^nmf^ir]'*r}\(*  f^'*  f^ir  fli<>  Mitt<>JponIttP  all*»r  fiurrft  Ti*?r  2r»»^f>€iic 
PnnkfP:  2'*'!»f*nd'»n  Kt^sr^ls^hniftf  b*»ifpmint.   au^'h  einf»  n»*aft  Be^jtioi- 

lebenden  Keff^lsc^ntltJ  gelehrt  wird«  Dm  imtte  kapitel  eatik.äie 
€»4i9«^  4f  ikweb  eise»  dem  «fcif es  gaas  iaaiagra>  Watiri  wmm 

4tm  VUr\>cn  de»  xwetten  Cradei. 

f>i^  Mf^th«>r{e,  in  welcher  diese  sehr  lescaswerthe  Diästfftatia« 
^(^^r-hnf-hfn  ist,  k'inn  m-in  fnirlfh  mit  dem  tarnen  «fer  trisrnnoaie-' 
tr*.<rli#  n  Uf.ifiirhnfn .  und  i«  Alis(^emf^inen  dieielh«».  Tr«»!rK»  auch 
der  Vafer  des  Verfü,  in  aeinen  !*^chrmeo,  z.  B.  io  &einem  oekaantea 
Lehrhaeh«  4er  bl^fcera  ISeaaetrie  ta  aaaljtischer  Dar- 
•fetfaaf«  9  Tfcte« '  Leipzig.  11)93,  4^  aciitm  «agewaaJt  fcal. 


PnriLtteehe  Geometrie. 


lri«ttriJcriori  für   die  prakfiscbe  Antoakmt  mit  Htutiaek  nod 
kippregel«   Kmi»c1.  1840.   i  Tlilr. 

Die  gcomctriflclie  Detail  •  Aufnahme  eines  Landes 
oder  Daritellaag  der  dabei  TorkomaendeB  eiozelaen 
Arbeiten  ir»n  L.  Wf  Klevn.  Stuttgart  1841.  8.    10  ggr. 

aj»  dritte»  Heft  zu: 

Die  I^iinden-Vcrmcimung'  und  die  in  ihrom  Gefolgt«  be- 
fi  ful  i  i  r  ti  p  n  Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich 
VV  Ml  teilt i>(;rg  zur  Ausführung  gekommene  Vermessung 
von  L.W.  Klemm.   Ilrittef  Het't.  Geometrischer  Theit. 

Dieae  kleine  Schrift  eotbäit,  ohne  «icb  aaf  das  Specielle' viel 
efoiulosHen ,  eine  zwar  kurze,  aber  gute  allgemeine  Anleitung 
zur  zwiMrkiiiliHHigcu  Anordiiun'^  der  hvi  d(;r  p^eometriscben  Detail- 
Aufn.i'ifM«'  v'invH  Landes  vorkoininenden  Arbeiten,  wie  aus  der  fol- 
|jfen(I*'ti  ifilialtsunzeige  mocIj  mehr  erbclleu  Avird :  1)  das  Mess-Systcm 
im  Allgeiiicincn.  "i)  Der  Or^uriiüuius  bei  den  \  ermessun^s  Arbeiten.  - 
U)  Du»  iVleiitischblttU.  4)  Die  Mcbb- Instrumente.  5)  Die  Punkten- 
bestiinmunfr.  6)  Die  Porzellar -Vermessung.  7)  Das  Messung^s- Ma- 
nual. 81  IMe  AuNfulirung  des  Kttrten|>latt8.  9)  Die  Flarl  lenbcrecb* 
iiniig.  10)  Die  Kevininn.  11)  Die  \ ervu'lfalfii]fnnir  firr  Missfisrh- 
)dfttt«T  diinli  die  Lifli(>f4rüphie.  12)  Die  gi'omctrischc  Vertheilung 
(Um  (•rundHtucke.  13)  Die  Bcigzeicliuuug.  Ii)  Zusätze.  Anhang. 
Machcubcrccbuungs-  (Aufnabms-)  Register.  Wir  empfehlen  die- 
teibe  daher  allen  denen,  welche  mit  oer  Leitung  und  Ausführung 
gennetriiicber  Detail  •Autnabmen  beauftragt  aiad;  zur  Beachtung. 

Ducnurneau:   Trnitd  pratique  du  mesurngc  des  aurfaees  cy- 
lindriques  et  des  cubes  en  g^oöraU  Paris.  1841.  8.  Thlr, 
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Trigonometrie. 


Pr.  Job.  Müller:  ElemeDte  der  spliärisclien  Trigonometrie  für 
Sdiulcn  bearbeitet  Darmstadt.  1841.  gr.  12w  i  Thir. 

Leiitheric:  Trigonometrie  et  Geometrie  aoalvtique.  Paris.  8, 
t)  Fr.  50  c.  ' 


MccUanilL 


E.  H.  A.  Kajser  (Prof.  an  der  polytecbniseben .  Sclinle  zn_ 
Carbrube):  Ha«idbuch  der  MecBanik,  mit  liczug  auf  ihre  Anwcii- 
dnng  nod  mit  hesondcrei  Rii<  ksicht  auf  iiire  DarstelluDg  ohne  Aii- 
wcrnliing-  der  böbern  Auaivsis  bearbeitet.    -^arUrube,  184Ü.  8. 

4  Thir. 

Eiuc  austuiiriicliere  Aozeige  lu  einem  der  uuciistea  iiefte. 


Praktische  Mecliaaik, . 


Pambour,  Gr.af  P.  M.  6.  de:  Tfaeoretiscb  praktiscliea  Hand- 
bucb  über  Dampfwagen,  eathahend  die  Construction  der  Locomoti* 

ven  und  ihre  Anwenduiip^  zur  Fortscbalfong  der  Lasten,  die  Bis* 

recliiiung-sart  der  Geschwindig;kciten ,  mit  welchen  sio  f)<  >(ifnm«c 
1  ;af!iini;Tn  f ort Imwir^^n ,  titid  drr  Vorflifile,  welche  sie  uuler  allen 
Luihiandeü  j^enalneu  kotiut  «,  die  Aiij^aUe  der  Hedin^j^unifen,  welche, 
bei  ibrer  Coustruction,  zur  Erlaugung  hestiuiiuter  EÖecte  erfüllt  \ver- 
den  musseo,  Untersuebnngen ,  welche  sieh  auf  eiae  ffrosse  Aniabl 
in  Ent^Iand  auj^estelher  Versuche  stützen  u.  s.  w.  Nacb  der  2ten 
Oriu;iiialaiifi.-ige  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  E.  H.  Scbnuse.  Bfaun- 
scbWeig.  1841.  8.   t  Tblr.  8  ggr. 

3]uugcl  et  31uuchclet:  Mecnnique  des  (ravaux  {>ulilics,  ou 
Applicatioo  de  |a  vaneur  et  dos  muchines  ics  plus  modernes.  Ltvr. 
1  et  2.  Paris.  1841.  Folio. 

^Iiinuels- Roret.  Nouveau  mannel  complet  de  constructeur  des 
machiaes  locomoüves;  par  Julien.   Paris.  1841.   18«   %  Tblr. 

Fourncyron:  Memoire  sur  ics  turbiutsi  lij^druuiit|ucs  et  sur 
leur  applicatibn  en  irrftad  dana  les  uaines  et  naniifactnres,  Li^ge. 
1841,  S.  1  Tblr.  10  ggf. 
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Jahrbuch  für  1841.  Herauig^efceben  von  H.  C,  Sehn, 
macbcr  mit  Beiträgen  vou  Doye,  Kämtz,  Lehmann,  Mäd- 
Icr,  Olbers  und  Uuetelet  Siuttgarl  und  Tübioffeu.  1841. 

8.   2  Thlr.  , 
Enthält  folgende  AutkäUe: 

Noeb  etwas  über  den  veränderlicben  Steni  y  Bajeri  im  Schwan. 
Nebst  einigen  Beobachtungen  über  Variabilia  iTydrae  voo  O Ibers« 

Im  Jahre  1818  geschrieben. 

Uebcr  die  TemneraturverändemBgeB  der  Eiyle  in  der  Nähe  ihrer 

Oberfläche  von  A.  Quetelet. 

K(  iiierkungen  bei  Gelegenheit  der  Ahhandluncr  yon  Quetelet; 
Ueber  den  Menscheu  uud  die  Gesetze  äeiuer  Lui.vvickeiuug,  von  Dr. 
F.  W.  B.  Lehmann-. 

Ueber  den  ZnsammeubuDg  zwischen  TeB|ieratar»  Luftdruck  nml 
Windrichtung,  von  L.  F.  Käints« 

Ueher  die  Mondgebirge  von  J.  H.  Udler, 

Nordamerika  und  huropa  meteorologisch  mit  einander  ver- 
glichen von  H.  W.  Dove. 

Der  übrige  Inhalt  und  die  sonstige  Einrichtung  dieses  trefÜichen 
Jabrbucbs,  «lem  wir  ungestörten  Fortgang  wünschen,  kennen  aU 
hioreicbend  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ausser  den  Gaussiscben, 
Tafeln  zur  Bestimmung  der  Höhenunterschiede  sind  auch  die  Bes- 
sePschen  mitgethcilt,  hei  denen  auch  der  in  der  Luft  enthaltene 
Wasserdampf  berücksichtigt  i«t ,  uud  vorausgesetzt  wird,  dass  an 
beiden  htutionen  uusser  dem  Barometer  und  Thermometer  uu«h  dos 
Psychrometer  beobachtet  worden  sei« 

Auf  der  Universität  zu  Lund  ist  neuerlichst  fo1gei|de  astrono-' 

mische  Dissertation  erscbiencn: 

De  motu  sys^tematis  solnris  progressivo  Disputatio  astronomica. 
Praes.  J.  M.  Agardb,  AritLui.  Doc;  Respp.  B,  G«  Borg  et  N.  L. 
Ander  SSO  n.   1.  II,   Luudae.    («^  S.   8.).  , 
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Berfrery:  Physique  et  Gbimie  des  ^les  pvimalret.  3nie  Titian*' 
Paris.  1841.  1%  2  Fr.  50  c 

♦ 

Pouillet:  El^mens  de  Phvsir|iie  exp^rimeutale.  2me  Partie  et 
Atlas.  Brüx.  1841.  8.  complet  t>  Tiilr. 


Digitized  by  Google 


Digrtized  by  Google 


Digitized  by  Coog 


To  avoid  fine,  this  book  ihould  be  returned  on 
or  before  the  date  list  statnped  bdow 


STORAGf  AR£A 


